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V. HAAK, Munchen

"Berechnung von induzierten elekbtrischen und magnetischen

Feldern in Modellen mit zwei-dimensional verteilter

Leitféhigkeit"

Mittwoch, den 13. %. 1974

'Einleitung: Von JONES & PASCOE (1971) und PASCOE & JONES (1972)
wurden ausfiihrliche B eschreibungen von Computer-Programmen
zur Berechnung der induzierten elektrischen und magnetischen
Felder in Modellen mit zwei-dimensionaler Verteilung der Leit-
féhigkeit zur Nachahmung angeboten. Diese Rechenprogramme wur-
den von mir zundchst unveridndert ibernommen, wobei sie ledig-
lich in die Sprache ALGOL 60 ilbersetzt wurden. Es zelgte sich
jedoch bald, daB man diese Rechenprogramme verbessern konne.
Uber diese Verbesserungen wird im folgenden berichtet werden.
Zundchst wird aber das diesen Modellrechnungen zugrundeliegen-

de physikalische Prinzip zusammengefaBt. Es wird nicht Uber

Programmiertechniken berichtet.

1. Grundgleichungen in Differential-Form

1.1 Koordinatensystem und MaBsystem

Ve

# Gv=5'(yv2-)




Alle Gleichungen werden im cgs- System geschrieben.

®lektrisches Feld: 1. cgs: = Vi/kam
Magnetisches Feld: 1 cgs = /1053»-
Teitfshigkeit 1 cgs = 1077 (Qm)~?
Langen 1 cege= 1iem

1.2 Maxwell-Gleichungen und Ohm'sches Gesetz

Tn quasi-stationdrer Ndherung und fur harmonisch oszillieren-
de Felder 1lauten die Maxwell-Gleichungen:

1) rot H = 4'7\'_3’
(2) rot E = ~iH

Das Ohm'sche Gesetz ist
(5) 3=0F

Da die Leitfédhigkeit o-nur von y und z abh&éngt, aber nicht von
x, existieren auch keine Feld-Anderungen in x-Richtung:

(4) Qs i
dX_O

Hiermit vereinfachen sich weiterhin die Maxwell-Gleichungen,
sie werden im folgenden in ihre 6 Komponenten zerlegt:

(5) Oy -%7-24'T0"Ex

oy o2
6) - Bk =4 oE,
22
@ < 'g“'x.: 4o Eq
o
oE oE i
(8) =2 — _—Y= -
ay aa (RN Hx
e ot .
S LG I—-LJ
(10) Gl W Hx
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1.3 Diffusions-Gleichungen

\

Die 6 Gleichungen (5) bis (10) lassen sich in zwei Gruppen

unterteilen, namlich in

Grupps 1 (BT l10)
Gruppe 2 (6) ;' (7). (8)

Da eine Komponente, die in Gruppe 1 vorkommt, nicht in Gruppe
2 zu finden ist (und umgekehrt), sind beide Gruppen vonein-
ander entkoppelt. Das bedeutet, dalBl man den gesamten Induk-
tionsvorgang bei 2~dimensional verteilter Leitfahigkeit in
zwel voneinander unabhingige Vorgange zerlegen kann.

Gruppe 1: Die Gleichungen dieser Gruppe beschreiben den in
x-Richtung flieBenden Strom, der von geschlossenen Magnet-

feldlinien umgeben ist
X

/ ‘ —
oy
Lo Hy, He Abb. 2

Diese Gruppe faBt man unter dem Begriff "E~Polarisation"
zusammen. Aus den drei Gleichungen der Gruppe erhdlt man
durch Umformung eine einzige Gleichung, die Diffusions-

Gleichung : _»
(11) 3 E‘a’;(z'?') - 6_____2EX8(2§-_%_\1 = 4o wﬁ(j;i)'Ex(g,Z)

Gruppe 2: Die Gleichungen dieser Gruppe beschreiben einen
Stromwirbel in der (y,z)-Ebene, durch den senkrecht die Mag-

netfeldkomponente HX weist.

X

=\
/Hx

Eiﬂ) Ei%:

1 Abb.3
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Diese Gruppe faBt man unter dem Begriff "H-Polarisation" zu-

sammen. Aus den drei Gleichungen der Gruppe gewinnt man auch
hier durch Umformung eine einzige Gleichung, die "Diffusions-

Gleichung"
% Huly.2)
(12) 'By’-

Die Aufgabe der Modellrechnung ist es, diese beiden Gleichungen

2
_FBF%ESL=QWLQ«QEH£@&)

— Jede filir sich unabhéngig von der anderen - in der ganzen
(y,z)-Ebene zu 1losen. Die Losung ist dann erreicht, wenn bei
fest vorgegebener Verteilung der Leitfahigkeit im Fall der
BE-Polarisation EX(y,z) in der ganzen (y,z)-Ebene bekannt ist,
im Fall der H -Polarisation H X(y,z) in der ganzen (y,z)-Ebene
bekannt  ist. Alle ibrigen 4 Feldkomponenten konnen aus diesen
beiden Feldkomponenten berechnet werden:

Hﬁ(y,z) mi. B 1CA0) H&(y,z) mit (9) aus EX(y,z)
Ez(y,z) mit (), Ey(y,z) nit (6) aus H (y,z)

2., Numerische Losung durch die Methode der "Endlichen Diffe=

renzen'"

pa die beiden zu 1l0senden Differential-Gleichungen (11) und
(12) formal gleich aussehen, werden sie beide in diesem Ab-
schnitt formal durch eine Gleichung ersetzt:

L O *F :

2,41 Diskretisierung des Modells

Ee wird ein Netz mit beliebigen Gitterabsténden iber die
(y,z)-Bbene gelegt. Die Gitterlinien mlssen parallel bzw.
senkrecht zu den y- und z-Achsen verlaufen. Die Feldkompo-
nenten werden an den Knotenpunkten dieses Gitters berechnet.
pie TLeitfédhigkeit einer Zelle wird gekennzeichnet durch die

Koordinaten des linken, oberen Knotenpunktes, wie es die
Abbildung 4 wiedergibt. Es seien(y,z)die Koordinaten eines
peliebigen Punktes in der Gitterebene, 6y der Abstand zum
1inken Nachbar-Knotenpunkt , Ay der Abstand zum rechten
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Nachbarpunkt, Sz der Abstand zum oberen Nachbarpunkt und Az
der Abstand zum unteren Nachbarpunkt:

G (y-8y,2-82) e (y, 2-63)
(4~ Sy,2) A{}(\/, %) €>(\1+AB; x)
G (y-8y.@) S (u2)

Abb. 4

2.2 Differenzen-Gleichungen

Die Differential-Gleichung (13) soll Jetzt in eine Differenzen-
Gleichung umgewandelt werden. Hierzu werden zunadchst die Be-
ziehungen zwischen Differential-Quotient und Differenzen-Quo-
tient abgeleitet. Man erh&dlt sie durch eine Taylor-Entwicklung,
die die Feldfortsetzung von einem Punkt irgendwo im Innern des
Modells (er wird im folgenden stets '"Zentral-Punkt" genannt)

zu einem der vier Nachbarpunkte beschreibt.

(1) Fly+Ay2) = Fy.2)+ Ay ..@%(. )i Agf az;-;ga,g_

2 !

Bei dieser Feldfortsetzung wurde angenommen, daB sich die Fel-
der nicht allzustark innerhalb der Distanzen zweier Nachbar-
Punkte &ndern und man deshalb alle weiteren Glieder der Taylor-
Entwicklung vernachlédssigen kénne. (Siehe hierzu Kapitel 6.1).
Da die Gleichung (14) die Feldfortsetzung nach rechts, die -
Gleichung (15) die Feldfortsetzung nach links beschreibt, sind
die Vorzeichen vor der 1. Ableitung voneinander verschieden.
Deshalb sind beide Gleichungen - auch Wenn(Sy =Z§y sein sollte
- nie zueinander proportional, sodaB man alsc zZweil unabhin-

oF  FF
ay ) &yz hat.

gige Gleichungen fiur die beiden Unbekannten
Die Auflosung ergibt:




- A0S0

~

(16) —%—5 9[—2—';- [F(yi—Ay,a)—F(lj,%)]— -%—g— [F(\\-{-‘Sjlz)—F(Haz. ]}
| 1/[53 +Ay]

E 2 TEl-A Fly=8y.zl _ 41

Analog erhdlt man auch die Beziehungen fur die Differential-
Quotienten<%¥§>%§§%. Flir die Umwandlung der Differential-Gleil-
chung (13) in eine Differenzen-Gleichung werden nur die 2.Ab-
leitungen bendtigt, die ersten Ableitungen insbesondere fur
die Beziehungen (6), (7), (9) und (10).

pa alle FeldgrdBen komplexwertig sind, wird Gleichung (13)

vor ihrer Umwandlung noch in Real- und Imaginar-Teil aufgespal-

ten
ot T ettt o
(18) 2
:nyi' + @fzf.z_ = —b4rwcq
%%%%:-+'%§%z— = Qﬂr&DG'F

Ersetzt man nun die Differential- durch Differenzen-Quoti-
enten, so erhdlt man

(19) £(3,2)-A(y,2) - 8(3,2)'B(y,2) =
£(3-6y,2):C,(3,2) + £(3,2-02)-C(y,2) + £(3+4y,2) C5(y,2) +

f(y’Z+AZ)‘C4(yaZ)

+

£y, 2) Bly,z) =

8(3,2-92) C,(7,2) + g(y+4y,2) C5(7,2) +

(20) g(y,Z)_\.A(y,Z)

g(y‘éyaz) Cq(yaz)
g(y,Z+AZ) C4<yaz>

+
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wobel die "Gitterkonstanten" A, B, Cq1, Cs, CE’ C, wie folgt

zu berechnen sind (Diese Formeln sind vorliufig, sie werden
nach Berilicksichtigung der Randbedingungen durch (22) und (23)
endgliltig formuliert):

1 1
SR AL E e

b B(‘le) = 47!’60 o~

c. Cafyz) = 1/[53(53 +Ay)]
o 2 (i immraty/ [ Sare e

e. Cs(vd,z) 1/[2&3(83 +A‘J)]
e g 7 RS

(24

Anmerkung zum Programm von JONES & PASCOE: Die obigen Gitter-
konstanten unterscheiden sich von denen von JONES. Er hat sie
vermutlich anders abgeleitet. Die Formeln stimmen allerdings
dann iUberein, wenn die Gitterabsténde gleich sind. Es wurden
in einem Test die Feldkomponenten fur ein Modell berechnet,
in dem homogene Leitfédhigkeit aber lateral variable Absténde
der Gitterpunkte angenommen wurde. Dabei ergab sich mit den
Formeln von JONES, daB die Feldwerte lateral variierten, was
sie aber aufgrund der homogenen Leitfahigkeit nicht tun soll-
ten. Mit den obigen Formeln passiert dies aber nicht. Analoges
gilt auch flir die Umsetzung der Differential-Quotienten der
Gleichungen (6), (7), (8) und (10) in Differenzen-Quotienten
nach Gleichung (16).
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3. Randbedingungen an den Grenzfldchen im Innern des Modells

Bs wird der Fall betrachtet, daB alle vier den Zentralpunkt
(y,2) umgebenden Zellen untereinander verschiedene Leitfahig-
keit haben. Da der Zentralpunkt jeder der vier anliegenden
zellen zuzuordnen ist, gelten an der Stelle (y,z) sowohl fir
die B-Polarisation als auch filir die H-Polarisation je 4 Diffu-
sionsgleichungen, entsprechend den 4 Leitfahigkeiten. Diese

4 am Zentralpunkt gliltigen Diffusionsgleichungen kann man

zu einer einzigen Diffusionsgleichung zusammenfassen, wenn
man die Stetigkeits-Bedingungen fur die Feldkomponenten an den
Grenzflédchen der einzelnen Zellen berucksichtigt. Diese Ste-
tigkeits-Bedingungen sind fur den Fall der E-Polarisation -
hier sind die Komponenten des elektrischen Feldes stets par-
allel zu den Grenzflédchen - anders als fur den Fall der H-
Polarisation - hier existieren auch Komponenten des elektrischen
Feldes senkrecht zu den Grenzflachen-. Deshalb unterscheiden
sich von hier ab die Diffusionsgleichungen flir die E- und die
H-Polarisation. Da die Randbedingungen, die JONES angegeben
hat, gute Ergebnisse brachten, werden sie hier nicht noch
cinmal abgeleitet. Sie werden in den Gitterkonstanten formu-
1iert, die mit den Verbesserungen von Abschnitt 2 folgender-

maBen lauten:

BE-Polarisation:

——

2 Alya) = 4(1/(8y-ty) + 162-A2)

=R = - |

b (V,z) ¥ %'E?gg(gijgg,%-gl)+ 0’(‘5.2"5%) + 5’(5{,2)
E Caly) = 1/[8y( 89+ 4y)]

1. Calyd) = 1/[52(82+40)]

e. C‘g,(tj,%)= 1/[45(53 +A§1)]

e Cylyd) = 1/[oa( b2 + 4]
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H - Polarisation

(23)
1 1
a. A(g,&) o0 Lf"[ 5U'A‘:j + éz-Az] 5k

Ca(ye) + Caly2)+ Caly2)+ Cuy2) —
4 [Daly,2) +Da (y2) +Dalya)+Di (2]

b. B(y,z) = — 27rco-[ 6‘(3-53,2—82) + o*(g,&-—&z) 4
(y,2) + 6'(~d+§g/ 2)]

b oy (y,2~52)
C. C1(lj) &)2 Dq(lﬁ,i)" 6‘(3:{8%,2) i ::2;'53)&"_'8%) +2]

> [ 6 (y-5y.2) o (y,2)
d. CZ(\J»E) DZ (%2') ! 5'(3-83»2:"52)4_ 5’(‘;{)2"52) +2-‘

- [ sly-8y,2-82) o(y=8uw2) . 9|
¢. Galy2)=Ds (y2) | sl acbe) o olga)ian

f. Cq(g,%)"Du(y;%)':G‘C%E—&) + S{y-8y,2-62) +2]

6T, Z) G(y-8y,2)
1 .
g. D1(tj.2) = by Sy + Ay)
1
4 Dz(j)z):’ 82--(5-& + A 2)
1
L Ds(‘d'%) Av(é& i AH)
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4, "Anfangswerte" fiir den duBeren Rand und das Innere
des Modells

Laterale Anderungen der elektrischen Leitféhigkeit sollen nur
im Innern des Modells existieren (siehe Abb.1). Im Bereich des
l1inken und des rechten Randes soll der Untergrund geschichtet
sein, wobei die Schichtung an den beiden Randern voneinander
verschieden sein darf.

4.1 E-Polarisation

Man berechnet sowohl fiir den linken als auch fur den rechten
Rand - unter der Annahme, daB es jewells ein geschichteter
Halbraum ("Cagniard") sei - die Realteile und Imaginérteile
des elektrischen Feldes als Funktion der Tiefe. Hierzu kann
man die Formeln von PASCOE & JONES (1972) benutzen (onventionelle
Methode) oder die von SCHMUCKER (1971). Hierbei normiert man
die FeldgroBRen so, daBl der Realteil am linken Rand der Erdober-
flsche gleich 1, der Imagin&rteil gleich O ist. Ist die Schich-
tung am rechten Rand dieselbe wie am linken Rand, so normiert
man auf dieselbe Weilse. Ist aber die Schichtung: am rechten
Rand verschieden von der am linken Rand, so multipliziert man
die Werte am rechbten R%%§7ﬁ%%mdem Verhdltnis C,.(0)/Cy(0),
wobei Cl(O) die Ubertragungsfunktion an der Erdoberrléche

fiir den linken Rand, Cr(O) die Ubertragungsfunktion an der
mrdoberfliche fir den rechten Rand ist (C(0) = E/(iwH))

Die Anfangswerte im Innern des Modells erhdlt man durch line-
sre Interpolation der Feldwerte vom linken zum rechten Rand,
die man flr jede Zeile einzeln ausfihrt.

4.2 H-Polarisation

Man berechnet sowohl fur den linken als auch fiir den rechten
Rand die Real- und Imaginarteile des Magnet-Feldes als Funkti
on der Tiefe, und zwar auch hier jeweils unter der Annahme,
es sei ein geschichteter Halbraum ("Cagniard") gegeben. Man
pnormiert hier - im Gegensatz zur E-Polarisation - am linken
und am rechten Rand die Feldwerte so, daB der Realteil gleich
4, der Imagindrteil gleich O ist (also auch, wenn die Schich-
tung an beiden Réndern voneinander verschieden ist).

pie Anfangswerte im Innern des Modells erh&lt man auch hier
durch lineare Interpolation der Werte vom linken Rand zum rech-
ten Rand.
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Die Begriindung fur die Normierungen in der E- und H-Polarisa-
tion werden bei JONES & PRICE (1970) ausfiihrlich diskutiert.

4.% Situation zu Beginn der Modellrechnung

Anschaulich betrachtet hat man sich nun eine normale Stromver-
teilung im ganzen Modell vorgegeben, die zwischen der Stromver-
teilung flir den geschichteten Untergund am linken und am rech-
ten Rand liegt. Dieser normal-verteilte Strom flieBt anfangs
also ungestort auch durch die Teile des Modells, in denen die
Leitfédhigkeit anomal vertellt ist. Der weitere Rechenprozel

s0ll nun die Stromverteilung im Modell so andern, daB die Strom-
verteilung schlieBlich der anomalen Leitfahigkeits-Verteilung

entspricht.

5. Der Iterationsprozel

Aus den Gleichungen (19) und (20) folgert man, daB man einen
neuen Feldwert filir einen zentralen Punkt berechnen kann, indem
man die Feldwerte an den 4 Nachbarpunkten, jeweilils multipli-~
ziert mit den Gitterkonstanten, addiert. Dieser neue Wert wird
aber im allgemeinen noch nicht der richtige Wert sein, der
bereits die Losung fir diesen zentralen Punkt darstellt. Denn
man beriicksichtigt ja hierbei nur die vier ndchstgelegenen
Punkte, obwohl eine Stdrung des Feldes noch welt Uber die

sie verursachende Leitfdhigkeits~Anomalie hinausrédchen kann.
Wieweit eine Storung des Feldes sich in die Umgebung einer
Leitfédhigkeits-Anomalie ausbreiten kann, hangt vom Modell ab,
also der Leitfdhigkeit der Anomalie, der Leitfahigkeit der
Umgebung, der Geometrie und der Periode.

Der erste Zentralpunkt, den man nach (19) und (20) berechnet,
liegt in der 2.Zeile/2.Spalte, der 2. Zentralpunkt in der
2.%eile/3.8palte, u.s.w. Auf diese Weise fuhrt man den Sum-
mationsprozeB systematisch von links nach rechts, Zeile fir
7eile von oben nach unten. Die Feldwerte an den Randern blei-
ben hierbei unveridndert. Danach wiederholt (iteriert) man den
SummationsprozeR von vorne und zwar sooft, bis man anhand ver-
schiedener Kontrollen GewifBheit hat, daB sich die Feldwerte
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Iterationen nur noch wenig
unterscheiden. Diese Feldwerte sind die gesuchte Ldsung der
Differenzen-Gleichung (siehe Kapitel 6).
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Am folgenden einfachen Rechenbelspiel soll deutlich werden,
daB sich Feldstorungen nur recht langsam im Laufe der Iterati-
onen im Modell ausbreiten.
BEs wird eine Folge von Zahlen als Anfangsvertellung angenommen,
M ie unten in der 1. Zeile (Iterationsnummé?=o) angegeben ist.
Auf diese Zahlenreihe wird ein SummationsprozeB angewandt,
der durch die Formel

D - 3 {0+ o)
definiert ist, wobei i = 1, 2, .. die Numerierung der Zahlen
wvon links nach rechts ist, n = 0, 1, 2, .. die Anzahl der

Tterationen dieses Rechenprozesses ist.

= =] 2 3 4 5 6 9 8
0 Ouria0is Ohsd O 00 0 ORI DT (TGN
1 OO B e B e
2 0. 50" 4(ibio | HovimoBdes A00
3 0 0 0 0 15”59 70400
4 0.5 O Gl 7% 23 inewy g
5 0.l g LA B bRl 00

pie Zahl 100 am rechten Rand sei fest, der Rechen-

ProzeB schreitet beli jeder Iteration von links nach

rechts, er gibt gleichzeitig ein Beispiel fiir die GauB-Seidel-
Tteration, die im folgenden Abschnitt erklart wird. Man
erkennt, daB dié "Storung" durch die feste Zahl 100 sich

um nur einen Gitterpunkt pro Iteration nach links ausbrei-~
tet. i

.l Die GauB-Seidel Iteration

Bs sei die folgende, augenblickliche Situation wéhrend der
n-ten Iteration an und um einen Zentralpunkt gegeben:

(h+t)
%L 1H¢giz-s0)
— + O ?
Cust) (n
. _Fta-by2) &F o) ot it
D @ Tany
(e
(lj,a*dﬂ
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Es soll jetzt der Feldwert am Zentralpunkt (y,z) berechnet
werden. Durch den fortschreitenden Summationsprozell sind

aber die Feldwerte an den Punkten der daruberliegenden Zeile
und die Feldwerte an den Punkten links vom Zentralpunkt bereits
(n+1)-mal neu berechnet worden, dagegen alle Feldwerte rechts
und unterhalb des Zentralpunktes erst n-mal. Die GauB-Seidel
Iteration unterscheidet sich dadurch von anderen Verfghren,

daB sie die bereits (n+1)-mal iterierten Feldwerte des oberen
und Iinken. Punktes (und natirlich die erst n-mal iterierten
Feldwerte des rechten und unteren Punktes) bei der Summation
verwendet. FuUhrt man diese Summationsprozesse auf einem elektro-
nischen Rechner aus, so ist die Gaul-Seidel-Iteration also

eine Selbstverstdndlichkeit. Ein Verfahren, das nur die n-mal
iterierten Feldwerte bei der Summation verwendet, ist die
Jacobi~-Iteration. Die Konvergenz der GauB-Seidel Iteration

ist doppelt so schnell wie die der Jacobi-Iteration (SMITH
1970) -

Die Gleichungen 19 und 20 sehen unter Berucksichtigung des
”Iterationsgrades" SO aus:

4y I elhey B )
(ru

() ")
C - F(y- 63’92') & C2-f(y,z-—éz) + CB'ny*’M,Z) + C4~f(y,Z+Az)

() (n+t)

4. g(y,Z) + B- f(y,Z) =
(n u) cRY h)

C 8(3’ 5.’)7,2) o+ 02 8(y,2 "CSZ) & 05 s(y+4y,z) + 04 g(y,z+42)

Aus diesen beiden Gleichungen folgen explizit die Real- und
Imagindrteile des zentralen Feldwertes:

(25) el) D T BT
a. f(y,z) =
‘ A2 + B2
(ne-l)) A it~ B T
beri  BE(T3%) F
: A2 + B2

Die Gitterkonstanten nach (22) und (23) werden wihrend des
Tterations-Prozesses nicht verdndert.
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5.2 Die "Sukzessive Uberrelaxation" (8.U.R.)

Durch die Methode der sukzessiven Uberrelaxation (engl. suc-
cessive overrelaxation, s.0.r) kann man die Konvergenz der
Feldwertgegenihren Endwert sehr beschleunigen. Da sie in den
Programmen von JONES & PASCOE nicht angewendet wird, wird sie
hier kurz beschrieben. Ausfilhrlicheres steht bei SMITH (1970).

; {n) n
Man addiert in Gleichung (25) rechts f(y,z), bezw. gdy,z)
und subtrahiert es an einer anderen Stelle derselben Glei-

chung
(26) (nel) (n) A U "BV (n)
a. £(y,2) = 2(y,2) o3| —weredinai(y, o)
\Li(ﬁ___/
8t
Chet) ) LA i BT Ch)
b. g(y,z) = g(y,2) + [ ® e ey, 2)
il B
V Ll
dg

Der SummationsprozeB sieht in dieser Darstellung also S0
aus, als ob man den Feldwert f(y,z) aus dem n-mal iterierten
Feldwert f(y,z) erhielte, indem man die Zahl &f addierte
(analog auch bei 20y, 2)

,,(“H)
20): a. £(3,2
: nel)

b. €(¥.2)

Im Laufe der Iterationen sollten 8f und &g mit Anndherung

an die gesuchte Losung immer kleiner werden. Da die Ge-
schwindigkeit der Konvergenz davon abhangt, wie grofB die
Betrige der of und Og sind, die bei jeder Iteration hinzu-
kommen, kann man hier kiunstlich etwas nachhelfen: Man addiert
einfach etwas mehr hinzu, als es eigentlich nach Gleichung

(25) berechtigt ware:
(n+!) ()

(28> a. f(ya £(y,2z) +&: 6f
(L) ()

b. g(3,2) = 8(3,2) +0C g
Bei der 8.U.R. ist der Faktor X gréBer als 1, kleiner als 2.
gs ist anscheinend schwierig, Formeln fiir die optimale Be-
rechnung von X fur Modellrechnungen anzugeben, wie sie hier

(n)
£y, 7) % Of

()
g(y,2) + &8

Il

gemacht werden sollen. Ans&tze hierzu sind bei SMITH (1970),
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Seite 212 zu finden. GroBeren Erfolg als mit den dort angege-
benen Formeln hatte ich durch Ausprobieren: Beil der in Abb. 7

diskutierten Modellrechnung erreichte ich mit dem Faktor
X = 1.9 eine 10 mal schnellere Konvergenz als mit dem

Faktor oC = 1.

6. Fehler-Quellen

6.1 EinfluB der Gitter—-Abstidnde auf die Losung

Bei der Transformation der Differential-~ in eine Differenzen-
Gleichung (Gleichungen 16 und 17) wurden hohere als die 2.
Ableitungen vernachlédssigt. Aus diesem Grund muB man darauf
achten, daB die Feldanderungen von Punkt zu Punkt des Gitter-
netzes nicht zu groB sind. Das kann immer dann passieren,
wenn die Gitterabsténde zu groB gewdhlt werden. Man kann den
Fehler'folgendermaﬁen abschatzen.

Es wird angenommen, daB die filir die hier zu l0senden Diffu-
sionsvorgiange typische Feldénderung mit dem Ort eine in

Form einer Exponential-Funktion sei:

A

(29)  F(2) =ieT iy wx

KGNy

y P = Bindringtiefe in ein

homogenes Material mit der Leitfahigkeit der betrachteten Zelle.
Einerseits ware die exakte 2. Ableitung hiervon

BF (3) e
0 ol L ey L
. :

Andererseits widre die numerische Ableitung nach Gleichung

(17) mit &z = AZ:

(31 A
¢4 (2) A
‘b?fl = 11z H(a+8z)+f(a §2)- 2{(2)]
o (%1‘5*) ~(2- &3 .
<3 A[ e (2-.- &)_- i ]
L @-E --S-E-
2332'[ [COSASE-{I
e e Sab
io Rl -;E;
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Daraus folgt der relative Fehler:

Exakte Ableitung - Numerische Ableitung

ol :
Exakte Ableiturg

o o 28 L2 4 OB e 32
-7 ]= 75

Hieraus folgt die Beziehung zwischen Gitterabstand Oz, der
lokalen Eindringtiefe p und dem relativem Fehler, demonstriert
an einigen plausiblen numerischen Werten:

Sz = C(ﬁz/p O | e l 0.3 ! 0.4 % 0.5 ’ 0.6 l 0.7
Telat.Fehler | 0.1%| 0.4% | 1.0%| 1.3% | 2.1% | 3.0% | 4.7%

Fehler von mindestens dieser GroBenordnung sind bei der nume-
rischen LOsung der Diffusionsgleichung zu erwarpen, da in ihr
2, Ableitungen nach dem Ort existieren. In der Tat konnten
pei der Berechnung der Feldkomponenten in Modellen, in denen
die Leitféhigkeit zwar homogen war, aber die Gitterabstéande
1ateral variierten, Fehler in der oben angegebenen GroBenord-
nung beobachtet werden. Deshalb sollte man also die Gitter-
sbstédnde nicht groBer als etwa 1/3 der lokalen Eindringtiefe

machen.

.2 Teste - Freie Randwerte

per bisher hier beschriebene Summations- und Iterations-Pro-—
zeB 188t die Werte an allen vier Réndern des Modells unverin—
dert. Hierbei entsprechen die Feldwerte am linken und am
rechten Rand einer Feld-Tiefen-Verteilung eines geschichteten
Halbraumes. Deshalb sind diese Feldwerte nur dann richtig, wenn
die Feld—Anteile von Leitfahigkeits-Anomalien im Innern des
Modells am Rande abgeklungen sind. Das wére dann der Fall,
wenn nach einer genlgend grofen Anzahl von Iterationen die

peldwerte in der Nihe des linken und des rechten Randes -
noch inerhalb des Bereichs mit der horizontalen Schichtung -
nfreiwillig" unversndert geblieben wéren (die Feldwerte des
Randes sind gezwungenermalen unveréndert) .
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Waren der linke und der rechte Rand des Modells zu nahe an
einer Leitfdhigkeitsanomalie, so kann man sich auBerhalb des
Modells Strome erzeugt denken, die so gepolt sind, daB zwar
die anomalen Feldanteile direkt am Rand verschwinden, die aber
auch die Feld-Verteilung im Innern des Modells verfalschen.
JONES & PASCOE versuchen dieser Gefahr auszuweichen, indem

sie die Rander des Modells sehr weit von allen Anomalien im
Innern des Modells weglegen. Da aber die Kapazitédt der Rechen-
anlagen begrenzt ist, kann man dies nicht erreichen durch -
zus&8tzliche Gitterpunkte an den Randern, sondern durch grofe
Gitterabstadnde in den Randbereichen. Man darf das aber nur in
dem MaBe tun, wie es in 6.1 beschrieben wurde, namlich mit
Gitterabstanden bis zu einem Drittel der Eindringtiefe, da
sonst bereits die Losung filur den geschichteten Halbraum falsch
werden wirde. |

Nach einem Vorschlag von SCHMUCKER (pers. Mitt.) kann man auf
die folgende Art eine Randbedingung formulieren, die eine
unbegrenzte Fortsetzung des geschichteten Untergrundes nach
links, bzw. rechts iiber die Rénder des Modells simuliert.
Dadurch erreicht man, daB die anomalen Feldanteile, die durch
die Leitfdhigkeits-Anomalien verursacht sind, an den Rindern
des Modells nicht gezwungen werden, 2zu verschwinden, sondern
sich frei einstellen koOnnen.

Die zu formulierende Randbedingung millte exakt die Diffusion
des anomalen Feldanteiles in den geschichteten Halbraum
jenseits der Modellrdnder beschreiben. Anstatt dieser exakten
Losung, die noch nicht existiert, formuliert man eine niherungs-
weise LoOsung: Man berechnet an jedem Randpunkt den anomalen
Feldanteil unter der Annahme, daB es die Diffusion eines rsdum-
lich homogenen Feldes in einen Halbraum mit einer homogenen
Leitfédhigkeit (ndmlich der der Umgebung dieses Randpunktes)
sei. Bs sei die folgende Situation wahrend der n~ten Iteration-

in einem Teil des Modells gegeben:

I %2
S T

é{o T{o"‘ri,an é',ro"’f?-. an

Linker Modellrand
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£ Sel die exakte Ldsung fiir den geschichteten Halbraum,
fi,an seil en die anomalen FPeldanteile von einer Leitfdhigkeits—
Anomalie im Innern des Modells. Man berechnet nun den ano-
malen Feldanteil an einem Randpunkt aus dem anomalen Feldan-
telil eines inneren Nachbarpunktes, hier des dem Randpunkt
nachstgelegenen:

Tl 5yy @W@Gj
n

(33) fo,an = f’l,a

Der neue Randwert ist also

(34) i e St
Dieser RechenprozeB wird zwischen zwel Iterationen fiir alle
Punkte des linken, rechten und unteren Randes angewandt.
Liegt der Randpunkt zwischen zwei Schichten verschiedener
Leitfahigkeit 0, und 05, SO muB man einen mittleren Wert
berechnen. Das kann man folgendermaBen machen:

B-—Polarisation:
Da

(55) EX’@] = Ex,o~2 ol 1/2'(‘]'){,0‘,] i jX,O‘q)
folgt .

3y = 1/2.(JX' , 55 JX'GE) = 1/2 E’X.<0"I + 0'2) = F.EX

(56). o = 172+ (o) + &)

H-Polarisation:

Da man den anomalen Anteil Hx,an in y-Richtung fortsetzen will,
korrespondiert diesmit einer Aussage iiber dag Verhalten von
B, an Rand (siehe Gl. 7). Da Ez,an aber senkrecht zur Schich-
Tuneg steht, gilt hier:

C;?) JZ,O':] 5 JZ,Gé 3 EZ = /l/2' (EZ‘ 0‘/1 St Ezio,é)

Hieraus folgt, wiederum wie oben mithilfe des Ohmschen Gesetz es:

§8) {5, 200
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6.5 Oberer Rand des Modells

H-Polarisation: Da anomale Magnetfelder, die von Leitf&hig-
keits-Anomalien in der Brde stammen, oberhalb der Erdober-
flédche nicht existieren, braucht man keine Bedingungen fur
freie Feldwerte fiir den oberen Rand des Modells 2zu formulieren.

E-Polarisation: Da Leitfdhigkeits-Anomalien anomale Magnet-
felder oberhalb der Erdoberflache erzeugen - in der Modell-
rechnung durch die ortliche Variation des elektrischen Feldes
formuliert -, muB man entweder den oberen Rand so hoch uUber

die Erdoberflédche legen, daB dort oben alle anomalen Feldanteile
abgeklungen sind, oder man ersetzt diesen "Himmel" durch eine
Randbedingung an der Erdoberfliche (SCHMUCKER 1971).

‘BEs sei f(y,z) ein Feldwert an der Erdoberfliche, f(y,z-éz)

ein Wert am oberen Modellrand.vNach der flir df/dz analog zu

(16) abgeleiteten Gleichung gilt fur den Wert am oberen Rand:

(16a) e
Y e, = £7,2) + (32)" [£(r,mlie) - 2(3,2)]

- (82 + Az)-92. H7.E)

Auf der rechten Seite ist nur df/dz unbekannt. Da

H, = K#H mit K - 1/7y (KERTZ, 1954)

folgt aus den Gleichungen (9) und (10):

af Z df Z

dz dy
Man kann also die vertikale Variation des elektrischen Feldes
mithilfe des K-Operatorsdurchdiehorizontale Variation des
elektrischen Feldes ausdriicken. Da die horizontale Variation
des elektrischen Feldes an der Erdoberflédche bekannt ist (wenn
auch nur angendhert infolge der langsamen Konvergenz des Iter-
ationsprozesses), kann man den Feldwert am oberen Modellrand
aus den bekannten Feldwerten im Innern des Modells ausrechnen:

Fur éz =Az folgt:

£(y,z-0z) = £(y,z+4z) - 2-Az(%§(y,2)m,m+ %(y,z)«:.)

f(y,z+4z) ~ 24z ( %%(Y,lem+ K« %%(Y,ZLM )

]
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. Kontrollen

@s sei F die exakte Losung der Differential-Gleichung,

f sei die exakte Losung der Differenzen-Gleichung und

f(n) sei die Ldsung der Differenzen-Gleichung nach der n-ten
Iteration. Die in Abschnitt 6 diskutierten Fehlermoglichkei-
ten (Gitterabsténde, Randbedingungen) beziehen sich auf die
pifferenz |F - f| . In diesem Abschnitt 7 soll die Differenz
£ - f(n)l diskutiert werden. '

7.1 Maximale Feld-Differenzen

s sel i‘( )(y z) die Feldverteilung im Modell nach der n-j—itera—
tion, f( )(y,z) die Feldverteilung nach der (n+1)-ten Itera-
tion. Bine leicht zu berechnende GroBe ist die maximale Feld-

pifferenz:

(39) Ay (n+) = Maximm | £V (5,2) - 2By, 0)]

piese maximalen Feld-Differenzen werden nach jeder Iteration
ausgedruckt, wobei der Gitterpunkt des Modells, wo die maxi-
male Felddifferenz jeweils nach einer Iteration gefunden wird,
~von Iteration zu Iteration variieren kann. In Abb.7 ist die
Folge der maximalen Felddlfferenzen beli der Berechnung der
Felder von Modell IT in Abb. 8 wiedergegeben.

Wenn die maximalen Felddifferenzen sehr klein werden, Kanver-
gier?t f(n) gegen f, was in Abb. 7 durch die sukzessive Uber-
relaxation erreicht wurde.

7.2 Maximale Differenz zwischen f und f(n)

Tn der Abbildung 7 lassen sich die Folgen der maximalen Feld-
‘gifferenzen fur groBe n durch Geraden approximieren. Da die
Ordinate logarithmisch eingetellt 1st, bedeutet dies also
eine einfache Exponentialfunktion:

Es sei N eine groBe Zahl, ab der sich die Folge der maximalen
' pelddifferenzen als Exponentialfunktion darstellen 1&Bt, dann

18t fir
of ndN -

(40)
A ()=t Bn =A () e~ 3 (a-1)
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Unter der Annahme, daB sich dieses Gesetz fir n->oo nicht
dndert, unterscheidet sich die exakte LoOsung f von f<N)

(41)  Maximum|f - f(N){ =Z&maX(N)‘/’e"{3<n'N>dn
N

o % B
miks
(420 e @D et
d
b A In (A o (m)) —Nlnmmaxmn
n -~

Hierzu ein numerisches Beispiel, entnommen den beiden
Kurven in Abb.7: |
Lhqh j3 S0P T 5 0P S s 300

Moo\l e 6 e
Hiermit ergibt sich ein relativer Fehler:
von etwa 10% (umser Bericksichtigung des
absoluten Feldwertes)

1.9: [3 25,3 1077, 4'= 7107°, I = 300

(M) _ 4,8 1077

2

I

Maximum f - f
Hiermit ergibt sich ein relativer Fehler von

etwa 10*5%

(Die Genaui._keit bei 2. Beispiel ist viel zu hoch angesichts
der Genauigkeit realer MeBergebnisse. Es wurde eine viel
kleinere Anzahl von Iterationen (unter 100) ausreichen, um

die Feldverteilung mit befriedigender Genauigkeit zu berechnen.
Der Vorteil der sukzessiven Uberrelaxation ist vorallem in der

Verringerung der Iterationen zu sehen).

7.3 Maximale Fehler fir die Differential~Quotienten

Wichtige FeldgriBen werden nach dem Ende des Iterations-
prozesses erst durch horizontale, bzw. vertikale Differenti-
ation der iterierten Feldwerte berechnet (siehe Gl. 6, 7, 9
und 10). Auch fir diese FeldgroBen 1&dB8% sich die maximale
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pifferenz zwischen der angestrebten Losun-g und der Ldsung
nach n Iterationen angeben: :

Ein Differential-Quotient sei formal vereinfacht durch die
pifferanz zweier lokal benachbarter Feldwerte angegeben

(44) Df = £, - fi+1
Als Differenz zwischen zwel aufeinanderfolgenden Iterationen
ergibt sich

B (gl di b ) G0 )

i+1
| (prd) ) {B+1) ¢ .(n)
B e e e ey

Als m&uc:‘unaﬂ.e1 Differenz ergibt sich hieraus:

(46)

Maximum(Df<n+1) - Danv)) =2 Amax
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Abbildung 7: Die Folge der maximalen Differenzen zwischen den

Losungen zweler aufeinanderfolgender;Iteration@fiir den Realteil
des elektrischen Feldes, berechnet filir das Modell II in Abb. 8.
X= 1 mit GauB-Seidel Iteration, o¢= 1.9 mit sukzessiver Uber-
relaxation. (Siehe auch die Diskussion in Kapitel 7.2)
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Abbildung 8:

Es wurde das unten angegebene Modell einer einfachen Leitfidhig-
keitsverteilung gewahlt, fur das bereits SCHMUCKER und WEIDELT
(pers. Mitt.) mit anderen Methoden die induzierten elektrischen
und magnetischen Felder (E-Polarisation) berechnet hatten,
sodaB die Ergebnisse der Modellrechnung gut miteinander ver-—
gleichbar sind. - Das Modell gibt einen zur Mittelachse (km = Q)
symmetrischen Graben wieder. Der Teil, der den Zwischenraum
zwischen Erdoberflédche und Himmel darstellt, wurde nicht ein-
gezeichnet. Die elektrischen und magnetischen Felder wurden :
fir 3 Versionen dieses Modells berechnet:

Modell I: Die seitlichen Rénder des Modells waren 180 km vom
jeweils ndchsten Grabenrand entfernt; Modell II: Die seitlichen
Rédnder waren Jjeweils 80 km vom Grabenrand entfernt; Modell TIT:
Die seitlichen Rénder des Modells waren 40 km vom Grabenrand

entfernt.

Die Periode ist 1138,.. sec = V10 cph, was den folgenden Ein-
dringtiefen flir die im Modell angegebenen spezifischen Wider-
stdnden entspricht:

10m : 16.6 km; 10{m : 53.3 km; 1008dm : 168 ku

Die Gitterweite im ganzen Modell 1is?t konstant 5 km, was etwa
einem Drittel der Eindringtiefe im Graben entspricht.

BinfluB der Himmelshohe: Filir das Modell II ergaben sich kaum
Unterschiede der Losungen bei einer Himmelshohe von 100 km
und 1300 km, wohl aber bei einer HShe von 50 km (hierbei waren
die Maxima der Z-Anomalie Uber den Grabenrdndern um etwa 5%
groBer als bei den beiden anderen HimmelshShen). Alle hier
angegebenen Idsungen wurden mit der Himmelshdhe 100 km beréch—

net.
Diskussion der FErgebnisse:

Profils von der Grabenmitte (links) bis zum Rand des jeweili-
gen Modells. Qg wurde hierbei berechnet aus dem elektrischen
Feld und dem magnebischen Feld am gleichen Ort. Es wird ange-
nommen, daB die durch die Leitféahigkeits-Anomalie (Graben) vers
ursachte Ortliche Variation von o, in Modell I nicht durch die
Modellrdnder gestort wird. Dagegen sind die Qs~Werte an den
Réndern der Modelle II und IIT etwas verfdlscht, im Innern des
Modells sind die QS—Werte aller drei Modelle fast identisch.
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te des Magnetfeldes léngs des Profils, normiert auf die Am-—
plitude der horizontalen Komponente des fir den geschichteten
Halbraums des Modellrandes berechneten Magnetfeldes, aufgeteilt
in Real- und Imagind8rteil. Hierbei ergab sich, daB die fiir Mo-
dell I berechneten Amplitudenwerte (—e—e—e—e-) mit den von WEI-
DELT (pers. Mitt.) fast identisch sind (die Differenzen lagen
unter §%). Man erkennt an der Zeichnung, daB die Anomalie des
Magnetfeldes, die durch den Graben verursacht wird, an den
Réndern der Modelle II und III noch nicht abgeklungen sind.
Die fir diese beiden Modelle berechneten Amplitudenverhdltnisse
(Modell IT gekennzeichnet durch X X X X, fiir Modell III gekenn-
zeichnet durch oo o©o) noch gut mit den Werten fiir Modell I
iibereinstimmen. Man kann daraus schlieBen, daB die Randbedin-
gung fur freie Werte trotz der vereinfachenden Annahmen (siehe
Kapitel 6.2) befriedigend ist.

Teil A: Die Variation des Absolutbetrages der Amplitude der

=_—====
=

vertikalen Komponente des Magnetfeldes lédngs des Profils
(berechnet aus den in Teil B aufgetragenen Werten). Die
durchgezogene Kurve (-»—e—e—) gibt die filir Modell I berechneten
Werte von der Mitte des Grabens bis zum Rand von Modell IT
wieder, die Kreuze (X xX) die flr Modell II berechneten Werte
wieder. Die nach oben, bzw. nach unten gerichteten Haken
geben Amplitudenverhaltnisse wieder, die SCHMUCKER fiir das
mit Modell IT identische Modell berechnet hat. Hierbei wurden
~die durch A gekennzeichneten Werte der vertikalen Komponente
des Magnetfeldes aus den Werten fir das elektrische Feld nach
Gl. (10) (4E, /dy) berechnet, die durch V gekennzeichneten
Werte dagegen mit einer Faltung des K-Operators nach

_K* (dEX/dZ> .
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APbildung 9:

Das Modell der Leitfdhigkeits-Verteilung besteht aus zwei
aneinander-grenzenden Viertelrdumen, wobei der linke Viertel-
raum den spezifischen Widerstand 10 Sm hat, der rechte
viertelraun den spezifischen Widerstand 1000d)m. Fiir dieses
Modell wurde die exakte Losung berechnet (D'ERCEVILLE and
KUNETZ, Geophysics, vol. 27, no.5, pp.661, 662).

pa die beiden Autoren die Amplitude und Phase des elektrischen
Feldes unter anderem auch kurz vor der Grenzfléche (y = +0)
und kurz nach der Grenzfliche (y = -0) berechnet hatten, sollte
#hnliches auch hier versucht werden. Hierzu wurden die hori-
zontalen Gitterabstédnde mit Annéherung an die Grenzfléche
stets kleiner gewdhlt:

10 X 2.25km - 1.12km - 0.554km - 0.225km - 0.113km - 0.0554km
_ 0.225km - 0.00554km - 0.00225km - 0.00115km - (Grenzd - 0.00113
xm - (Abstéande wieder spiegelbildlich zur linken Seite anwach-
send)

pDer Punkt "+0" lag in meiner Rechnung also 1.1%m von der Grenz-
flache entfernt, "-0" ebenfalls 1.1%m.

In der Abbildung wurde allerdings - wie bei den beiden Autoren -
die Entfernung normiert auf p/v2, wobei p die Eindringtiefe in
den linken Viertelraum ist. Da Q= 10{lm und T = 100 sec ange-
nommen wurde, ist p = 15.8km). Der linke Rand des Modells

war 24.6 km von der Grenzflache entfernt, das entspricht dem

4 .55 fachen der Eindringtiefe, der rechte Rand war dagegen

pur das 0.155 fache der Eindringtiefe in den rechten Viertel-
paum entfernt.

per Unterschied zwischen der exakten und der numerischen Ldsung
ist nicht sehr grob (die Skala fir die Phase ist stark gedehnt).
pie groBeren Abweichungen sind iUber dem rechten Viertelraum

zu erkennen. Das kann man vermutlich durch die Néhe des Modell-
Randes zur Grenzfache erklaren: Die durch die Grenzfldche er-
geugte Anomalie des elektrischen Feldes klingt im Viertelraum
mit dem hohen spezifischen Widerstand viel allmihlicher aus

515 in dem Viertelraum mit dem niedrigen spezifischen Wider-
stand. Bei der Modellrechnung ergab sich aber ein zu schnel-
1es Abklingen der Anomalie des Feldes. Das ist auch aus der
folgenden Abschitzung ersichtlich:
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Nach der Theorie sollte das Verhaltnis der Amplituden von
einem Ort, der nach links unendlich weit von der Grenzfléche
entfernt liegt, und von einem Ort, der nach rechts unendlich
weit von der Grenzflache entfernt liegt,
0.7071 =\/6(1inks) T
B0 Q(Techts) 10

sein. Fur die numerische Losung ergab sich:

6.7257"_ g
7.157 9.88

Da die beiden Orte, flur die dieses Amplitudenverhéltnis berech-
netwurde, am linken. bzw. am rechten Modellrand lagen, die
fast noch im Nahfeld der Anomalie des elektrischen Feldes la-
gen, ist dieses Ergebnis nicht besonders gut. Allerdings ;
blieb hier die MOglichkeit ungenutzt, bei gleichbleibender
Punktanzahl die Gitterabsténde fiur den rechten Viertelraum

um den Faktor 1o zu vergrdoBern. Dann wire die Randbedingung
mit der vereinfachenden Annahme, daB die anomalen Felder homo-
gen seien, wahrscheinlich auch besser zur Wirkung gekommen.
Gut ist allerdings der berechnete Sprung der Amplitude des
elektrischen Feldes an der Grenzflache: Theoretisch sollte

er genau
Q(links) (
9(rechts) 100

sein. Fiir die berechnete Losung ergab sich
Ey(-O) 0.0748 1
Ey(+0) 7444 99.5




