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H. RODEMANN, Braunschweig

""Modellrechnungen zur Magnetotellurik an kreissymmetrischen

Strukturen”

Mittwoch, den 13.03.1974

Das Problem des unendlich langen leitfédhigen Zylinders im homoge-
nen Magnetfeld ist von KERTZ [1960] und MEYER [1963] behandelt
worden. Eine andere Aufgabenstellung ergibt sich, wenn man den
Zylinder abschneidet und aufrecht in einen 1eitf5higeh Halbraum
stellt. Solch einer kreissymmetrischen Struktur entspricht z.B.

ein runder Salzstock oder eine Insel.

Wie bei zweidimensionalen Leitféhigkeitsverteilungeh kann man
versuchen, die Aufgabe numerisch oder analytisch anzupacken. An
beiden Methoden sind wir interessiert. Eine numerische Behandlung.
des Zylinderproblems ist 1972 von WATTS geliefert worden. Wir
sind dabei, seine Methode, bei der die Zeitabhingigkeit nicht ab-
separiert wird, nachzuprogrammieren. Auf numerische Rechnungen
méchte ich jedoch nicht eingehen, sondern Ihnen eine analytische

Methode kurz skizzieren.

1. Ndherung, bei der die horizontalen Komponenten des Magnetfel-
des an der Oberflidche konstant gehalten werden. Das Ergebnis soll
spdter als Ausgangspunkt flir eine 2. Ndherung benutzt werden.

Eine LOsung kann ich leider noch nicht angeben, sondern nur eine

Wir betrachten folgendes Modell:
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In eine horizontal unendlich ausgedehnte Platte der Dicke h und

der Leitfdhigkeit o, sei eine zylindrische Leitfdhigkeitsanoma-

lie mit dem Radius R und der Leitfdhigkeit 94 eingelagert. Ober-
halb und unterhalb der Platte herrsche die Leitfdhigkeit

00 = 03 = 0.

Die Rechnung fiir ein Modell mit gg == verlduft fast genauso,
die Terme sind im betrachteten Fall einfacher. Der Grenziiber-
gang h » «» ergibt den Halbraum mit halbunendlichem Zylinder.

Das induzierende Magnetfeld variiere periodisch mit der Kreis-

frequenz w und sei linear in y-Richtung polarisiert.

Indem wir die Verteilung der Tangentialkomponenten des Magnet-
feldes auf der Oberfldche des betrachteten Volumens festlegen,

definieren wir eine eindeutig ldsbare Randwertaufgabe.

Der folgende Rechengang #hnelt dem von ERCEVILLE u. KUNETZ (1962)
zur H-Polarisation und der Arbeit von WEAVER (1963) zur H- und

E-Polarisation.

Die Felder werden als Summe von Cagniardverteilung und geeigneten
Stértermen angesetzt.

Der Cagniardteil hat nach Abseparation des Zeitfaktors et (in
Phasorendarstellung, cart. Koordinaten u. im SI-System) folgen-

de Form, wenn die Randbedingungen

0 beachtet werden:

H. (z=0) = (0,H_,0), H_ (z=h)
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In Zylinderkomponenten erhalten wir:
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Um die Cagniardterme mit den Stdrtermen verkniipfen zu kdnnen,

"stellen wir sie als Fourierreihen dar:
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Uber die Randbedingungen bekommen wir Aussagen liber die Stor-

terme.
Fiir die Grenzfldche r=R mull gelten:

ard - = e i G o
H1 = HZ , also HCz HC1 ﬁs1 Hsz
-> ——

E;11 % gxsz . (E¢ 2 Ez)

(6E; ), = (6B, ), 5 (E))
AuBerdem miissen die folgenden Bedingungen erflillt sein:

Hsr(z=o) = HS¢(Z=0) = Hsr(z=h) = Hs¢(2=h) = 0

H
srz (r ) =0, ( =% (r » 0) endlich

Hs¢ ‘lHS¢
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Aus der Grenzflidchenbedingung folgt, dall die Differenzen der
Stérterme bei r=R dieselbe ¢-Abhidngigkeit besitzen missen wie
die Differenzen der Cagniardterme. Sie folgen also entweder
einzeln der gegebenen ¢-Abhdngigkeit, oder es existieren zusdtz-
lich Terme mit anderer Abhidngigkeit, deren Differenz bei r=R
verschwindet. Wir beschridnken uns auf die erste Mdglichkeit. Es
ist wahrscheinlich, daf diese Terme ausreichen.

Danach ist folgende Winkelabhdngigkeit der Stdrterme sinnvoll:

HSr ~LSA M Esr Aicosihd
Hs¢ ~ICDS i Es¢ ~osin ¢
Hsz Al SAM DL Esz ~ COS ¢

Die letzten beiden Abh#ngigkeiten ergeben sich notwendig aus den

anderen, z.B. lber die Divergenzbeziehungen.

Un die r- und z-Abhingigkeit zu ermitteln, betrachten wir die
Maxwellgleichungen in quasi-stationdrer Ndherung und Phasoren-

darstellung:
rot H = of §orot E =‘-iwuﬁ
Fiir Gebiete mit konstanter Leitfihigkeit erhalten wir die Ver-
kntipfung
rot. 1ot ﬁ=grad div # - g = —imouﬁ siialso H = iwcuﬁ
=0 !
In kartesischen Koordinaten entspricht der vektorielle Laplace-

operator dem skalaren, auf jede Komponente einzeln angewandt.
Dies ist in Zylinderkoordinaten anders. Bezeichnet man den ska-

laren Laplaceoperator mit

02 i 9 1 92 02 : .
A = e + + s isonhat obige . .Gleichun
Br 1-5— ;7557 322 g :
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AH¢ + ;7 57% - (iwou +* —7) H 0
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AHZ g iwcuHZ = 0 ; entsprechend fiir B

Lediglich die dritte Gleichung ist von vornherein separabel.
Es existieren zwei MOglichkeiten fir die Wahl der Partikular-

l16sungen:

Z

H = [c1 Jm(qr)+c2 Ym(qr)] [csew +c4e—wz] [csvsin m¢+c6 cos m¢]

z
mit w2 = q2+iwcu

oder

H.- [c, J,(Gar)+c, Y, (iar)] [cg sin kz+c, cos kz] [cg sin mp+Cecosmg ]

mit a2=k2+iwou , entsprechend fiir Ez"

Um die Divergenzbeziehungen zu befriedigen, muB fiir die anderen
Feldkomponenten dieselbe z-Abhédngigkeit benutzt werden.

Der zweite Ansatz bietet den Vorteil, daB die z-Abhdngigkeit
durch Jthogonale Funktionen gegeben ist. '

‘Die Koeffizienten erhalten wir aus den Randbedingungen. Die ge-
forderte Winkelabhingigkeit ergibt sich mit m=1 und c6=0.

Bei der r-Abhingigkeit ist der Ubergang zu den modifizierten
Besselfunktionen I1(ar) und K1(ar) sinnvoll. Diese Funktionen
sind linear unabhdngig, und im betrachteten Bereich von o

(0% arg(a)=< %, also zwischen modifizierten Besselfunktionen mit
reellem Argument und Kelvinfunktionen) gilt:

T (lurl +oo) + ©

] sonst reguldr, im wesentlichen.

K. (lor| »0) =«  cEooneniielice Wecha ted
1

Im Zylinder kommt daher nur 11 in Frage, im Aufenbereich nur K1.
Der Zusammenhang mit J und Y ist durch

o %
YT(Zl] = - I1(z) * TT1K1(z)
und J,(21) = iI,(2) gegeben. (-m < arg z < %)
: H
Bei der z-Abhingigkeit muB (") ~ sin kz angesetzt werden, um
¢
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die St6rung an der Oberfldche zu Null zu machen. Aus div H=0
folgt damit HZ ~ 08 kz. Dies 1st auch .sinnveill,’'da wir

die Stdrung von HZ an der Oberflidche herausbekommen wollen.

Bei Ez mufl der Sinus-Term genommen werden, um zu gewdhrleisten,
daf Ez(z=o) = 0. Die dazu auBerdem notwendige Bedingung, daf
bei der Summation tber 8y sin kz der Koeffizient ay schned liex
als % abnimmt, ist in den zu entwickelnden Formeln erfiillt.

Aus der Reihenentwicklung der Cagniardterme folgt, daf k=£ﬁ£

gesetzt werden muf.
Wir setzen als Partikularldsungen daher an:

T <R T 2R
Zylinder Aullenbereich

o
1

sk b Z h1n . I1(a1r)cosk2'sin¢; Hszz = § thK1(a2r)cgskzsin¢
n=o0 n=o0 ,

[e0) o]

Eszﬂ = ? eqnTd I1(a1r)sinkz-cos¢; EszZ = 2 eZnK1(a2r)51nkzcos¢
n=o0 : n=o0o
mit el sl vaie 0

Um die r-Abhingigkeit filr die Horizontalkomponenten zu erhalten,
gehen wir mit diesem Ansatz in die Rotationsbeziehungen. Dieses

Verfahren hat SPENCER (1951) vorgeschlagen.
Mit

s
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o 2 Hr(r,n) sinkz sin¢
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=2—~ . sink

Hs¢ H¢ sinkz cos¢
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ESr = Z E.. + coskz cos¢
n

ES¢ = Z .E¢ * coskz sin¢
n
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erhalten wir z.B. fir r<R
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Zwei weitere Gleichungen erhalten wir aus

rotr H und rot¢ T

Aus diesen beiden Paaren von Gleichungen mit je zwei Unbekann-

ten Tolgt filir reR:

§=—l~(k?-1—’h+o Ly

T u% ar1 18 2wl el

o —._J_...(k.llh-po- 9__:.[_1_3)

H, - a$ ¥ A T s

B - oo (e g Tphum ke se fogn)
a] 1

- OIS b

By u? L R 18y

Die Ausdriicke flir r2R ergeben sich durch Indexvertauschung.
und durch Ersetzen von I1 (a1r) durch K1 (azr).

Die Koeffizienten h1, h2, €4 und e, konnen wir mit Hilfe der
Stetigkeitsbedingungen fiir r=R berechnen.
Sie lauten: '

Hl oo = b2 - bn1
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Folgende Ldsungen erfiillen diese sechs Gleichungen:
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mit den Abkilrzungen:
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Das auf diese Weise berechenbare Er entspricht der H-Polari-
sation im zweidimensionalen Fall, E¢ und HZ entsprechen der
E-Polarisation. Fiir den Grenzfall R <+ = ergeben sich die
Formeln von d'ERCEVILLE wund KUNETZ (1962) und, wenn man zu-
sidtzlich h - » streben 14Bt, diejenigen von WEAVER (1963).
Es ist geplant, die noch fehlenden Korrekturen fiir H. und H¢

mit Hilfe von Hilbert-Transformationen aus Hz(z=o) zu berech-

nen.
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