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H .  RODEMANN, Braunschweig

'»Modellrechnungen zur Magnetotellurik an kreissymmetrischen

Strukturen"

Mittwoch, den 13.03.1974

Das  Problem des. unendlich langen leitfähigen Zylinders im homoge-

nen Magnetfeld ist von KERTZ [1960] und MEYER [1963] behandelt

worden. Eine andere Aufgabenstellung ergibt sich, wenn man den

Zylinder abschneidet und aufrecht in einen leitfähigen Halbraum

stellt. Solch einer kreissymmetrischen Struktur entspricht z.B.

ein  runder Salzstock oder eine Insel.

Wie bei zweidimensionalen Leitfähigkeitsverteilungen kann man

versuchen, die Aufgabe numerisch oder analytisch anzupacken. An

beiden Methoden sind wir interessiert. Bine numerische Behandlung

des Zylinderproblems ist 1972 von WATTS geliefert worden. Wir

sind dabei, seine Methode, bei der die Zeitabhängigkeit nicht ab-

separiert wird, nachzuprogrammieren. Auf numerische Rechnungen

möchte ich jedoch nicht eingehen, sondern Ihnen eine analytische

Methode kurz skizzieren.

Eine Lösung kann ich leider noch nicht angeben, sondern nur eine

1. Näherung, bei der die horizontalen Komponenten des Magnetfel-

des an der Oberfläche konstant gehalten werden. Das Ergebnis soll

später als Ausgangspunkt für eine 2. Näherung benutzt werden.

Wir betrachten folgendes Modell:
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In eine horizontal unendlich ausgedehnte Platte der Dicke h und

der Leitfähigkeit o? sei eine zylindrische Leitfähigkeitsanoma-

lie mit dem Radius R und der Leitfähigkeit o eingelagert. Ober-

halb und unterhalb der Platte herrsche die Leitfähigkeit

o„ = a ,  = 0.

Die Rechnung für ein Modell mit = “ verläuft fast genauso,

die Terme sind im betrachteten Fall einfacher. Der Grenzüber-

gang h 00 ergibt den Halbraum mit halbunendlichem Zylinder.

Das induzierende Magnetfeld variiere periodisch mit der Kreis-

frequenz io und sei linear in y-Richtung polarisiert.

Indem wir die Verteilung der Tangentialkomponenten des Magnet-

feldes auf der Oberfläche des betrachteten Volumens festlegen,

definieren wir eine eindeutig lösbare Randwertaufgabe.

Der folgende Rechengang ähnelt dem von ERCEVILLE u. KUNETZ (1962)

zur H-Polarisation und der Arbeit von WEAVER (1963) zur H- und

E-Polarisation.

Die Felder werden als Summe von Cagniardverteilung und geeigneten

Störtermen angesetzt.

Der Cagniardteil hat nach Abseparation des Zeitfaktors el w t (in

Phasorendars tellung , cart. Koordinaten u. im SI-System) folgen-

de Form, wenn die Randbedingungen

H Cz=h) = 0 beachtet werden:(z=o) = (o,HQ ,o),

H 2 = 0

H q n ” A- Qcy 1 ,2 1,2

Ecx i ,2 “ ’ >2 ' “cy i > 2

H = 0
cy b 2 _ /i wcr' “j? h

I 5e
c z  1 *’ 2sinh/iwcr.| 2 p h
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+ /iiccr h
B -1 , 2  ‘ -----------±------ - .

2 s i nh  Ij? h

In  Zy l inde rkomponen ten  e rha l t en  w i r :

H c r  1 ,2  * Hcy  1 ,2  ’ s in *

H c*  1 ,2  * Hcy  1 ,2  ' COS*

E 1 2 ' E r r  1 2 ' C0S *

E , 1 n = -E  -1 o ‘ sincj)c C(j> 1 , 2  cx  1 ,2

Um d i e  Cagn ia rd te rme  mi t  den  S tö r t e rmen  verknüpfen zu  können,
s t e l l en  w i r  s i e  a l s  Fou r i e r r e ihen  da r :

°°„ 2n7T*H
H cy  1 ,2  ’ -h  n 1 ,2  5 ln TT , b n 1 ,2  = JT  2

I y L

» 2iujp - H _ ( 2f»k=o«;— nirz _ o , 1_. _ )
E cx  1 ,2  = 4-  C n 1 , 2  COS h . n 1 ,2  h 2 e ’  p f . k to

i i— u / i i  -| £ v

2 n 2 ir 2
n i t  a 1 , 2  = + iwa 1 ,2 ‘  V

Über  d i e  Randbedingungen bekommen wi r  Aussagen  übe r  d i e  S tö r -
t e rme  .
Für  d i e  Grenz f l äche  r=R muß ge l t en :

J?1 , S 2 , a l so  s c2 - a c , • fis1 - fl s2

ä ii i ® u 2 ’ ’ B z )

(oE  x ) 1 “ ( aE x. ) 2 ’

Außerdem müssen  d i e  fo lgenden  Bedingungen  e r fü l l t  s e in :

H s r Cz=o) = H s<j) (z=o)  = H s r (z=h)  = HS(J) (z=h)  = 0

f H s r

t H s4>

( r  -> o) end l i ch( r  ->
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Aus der Grenzflächenbedingung folgt, daß die Differenzen der

Störterme bei r=R dieselbe -Abhängigkeit besitzen müssen wie

die Differenzen der Cagniardterme. Sie folgen also entweder

einzeln der gegebenen -Abhängigkeit , oder es existieren zusätz-

lich Terme mit anderer Abhängigkeit, deren Differenz bei r=R

verschwindet. Wir beschränken uns auf die erste Möglichkeit. Es

ist wahrscheinlich, daß diese Terme ausreichen.

Danach ist folgende Winkelabhängigkeit der Störterme sinnvoll:

H ~ sin d> , E ~ cos d)sr ’ sr Y

H , ~ cos d> , E , ~ sin d>
S(J> S(j)

H ~ sin 6 , E ~ cos d)

Die letzten beiden Abhängigkeiten ergeben sich notwendig aus den

anderen, z.B. über die Divergenzbeziehungen.

Um die r- und z-Abhängigkeit zu ermitteln, betrachten wir die

Maxwellgleichungen in quasi-stationärer Näherung und Phasoren-

darstellung:

rot H = cüs , rot S = -iiopH

Für Gebiete mit konstanter Leitfähigkeit erhalten wir die Ver-

knüpfung

rot rot H= grad div - Ä = -iajoyH , also H = iwopH

=0

In kartesischen Koordinaten entspricht der vektorielle Laplace-

operator dem skalaren, auf jede Komponente einzeln angewandt.

Dies ist in Zylinderkoordinaten anders. Bezeichnet man den ska-

laren Laplaceoperator mit

2 ■{ 9 1 2 , , . r, . .
A = — + - 5- + -y — + z-y , so hat obige Gleichung

Ö r
2 r ö r r d z

die Form

i H r - T - ( i“°u + 7’ H r ' 0

r r

AH + K — £ - (iwou + ”4) H = 0
4 q <P r

z 4
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AH - iwcrpH = 0 ; en t sp rechend  für  &z z

Led ig l i ch  d i e  d r i t t e  G le i chung  i s t  von  vo rnhe re in  s epa rabe l .
Es  ex i s t i e r en  zwei Mög l i chke i t en  für d i e  Wahl de r  Pa r t iku la r -
l ö sungen :

H z = [ c  q J m (q r )+c  2 Ym (q r ) ]  [ c  3 ewz +c 4 e wz ] [ c  5 s in  m<|>+c 6 cos  m<f>]

2 2mi t  w = q +iwcqj
ode r

H z = [ c  J m ( i a r )+c  2 Y f i a r ) ]  [ c  3 s in  kz+c  4 cos  kz ]  [ c  s i n  m +c cosind]

2 2mi t  a =k + iwop , en t sp rechend  für  E .z>

Um d i e  Dive rgenzbez i ehungen  zu be f r i ed igen ,  muß für  d i e  anderen
Fe ldkomponen ten  d i e se lbe  z -Abhäng igke i t  benu tz t  we rden .

Der  zwe i t e  Ansa t z  b i e t e t  den Vor t e i l ,  daß d i e  z -Abhäng igke i t
du rch  J thogona le  Funkt ionen  gegeben  i s t .
D ie  Koe f f i z i en t en  e rha l t en  wi r  aus den  Randbed ingungen .  D ie  ge -
fo rde r t e  Winke l abhäng igke i t  e rg ib t  s i ch  mi t  m=1 und c =0 .

Be i  de r  r -Abhäng igke i t  i s t  de r  Übergang zu den  mod i f i z i e r t en
Besse l funk t ionen  ( a r )  und K ( a r )  s i nnvo l l .  D ie se  Funktionen
s ind  l i nea r  unabhäng ig ,  und im be t r ach t e t en  Be re i ch  von  a
(Oü  a rg (a )<  4 , a l so  zwischen  mod i f i z i e r t en  Besse l funk t ionen  mi t
r ee l l em Argument und Ke lv in funk t ionen)  g i l t :

I ( I C tT  I 00 oo e .1 Vl  1 J sons t  r egu lä r ,  im wesen t l i chen .

K 1 ( | a r  | -> o )  + oo ’ exponen t i e l l e s  Ve rha l t en .

Im Zy l inde r  kommt daher nur in  F rage ,  im Außenbe re i ch  nur K .
Der  Zusammenhang mi t  J und Y i s t  durch

?
Y q ( z i )  = - I z )  + 7 (2 )

und J 1 ( z i )  = i l / z )  gegeben .  (~ir < a rg  z < y)
H

Be i  de r  z -Abhäng igke i t  muß ( H ) ~ s i n  kz  angese t z t  we rden ,  um
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die Störung an der Oberfläche zu Null zu machen. Aus div 13=o

folgt damit ~ cos k z .  Dies ist auch sinnvoll, da wir

die  Störung von H z an der Oberfläche herausbekommen wollen.

Bei E muß der Sinus-Term genommen werden, um z u  gewährleisten,
z

daß E ( z  = o )  = 0 .  D i e  dazu außerdem notwendige Bedingung, daß
z

bei der  Summation über a- s i n  k z  der Koeffizient a schneller

als 1 abnimmt, ist in den zu entwickelnden Formeln erfüllt.
k ’

TI * TT
Aus der Reihenentwicklung der Cagniardterme folgt, daß k=——

gesetzt werden muß.

Wir setzen als Partikularlösungen daher a n :

r Rr R

Zylinder Außenbereich

CO

L .  h 2nK 1 ( a 2r} c o s k z s in 4>
n=o

00

I 1 ( a ,r)coskz  * sin<j> ; H 9I I  b L L

n=o

co

E sz2  ‘ 7 e K/a sinkzcos*
n=o

00

E sz1 * 2 -  e 1 n  '
11 = 0

m i t  e-„ = e9 = 0lo 2o

Um d i e  r-Abhängigkei  t für die Horizontalkomponenten zu erhalten,

gehen wir m i t  diesem Ansatz in die Rotationsbeziehungen. Dieses

Verfahren hat SPENCER (1951) vorgeschlagen.

Mit

H sr ’Z-
n

H r ( r , n ) sinkz sin<|)

H - 5 ~
s <t> Z—

n

H ,
<P

sinkz C0S<|)

E s r  = 2 1
n

E r ’
coskz COS(|)

E
S 0 

= 2 —
E ,
<P

coskz sin4>
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e rha l t en  w i r  z .B .  für r R

3 H ö> H ~
ro t * H " T~  ' ä - ' °1E* * Hr ’ k ' h i r -

5E  i ~
= - i  Wül pH r -> - e i  ? I 1 + E k = -iü)OpH r

2_S
5 4>

ro t  r 6 ‘ 7

Zwei  we i t e r e  G le i chungen  e rha l t en  w i r  aus

ro t  r S und ro t

Gle ichungen  mi t  j e  zwei  Unbekann-d i e sen  be iden  Paa ren  vonAus
t en  fo lg t  für r±R:

1 1
H r ■ T“  C k r 111 ! * ’ l  ? ‘1  e 1 ’

a-i ä r

1 1
< k ? T-1 h 1 + C 1 e 1 )<P o /  r „ i  i 1 3 r1

1 1
E r = — c ““  7 b b - k y ;  b >

Die  Ausdrücke für r£R e rgeben  s i ch  durch  Indexvertauschung.
und durch  E r se t zen  von I ] ( a - r )  durch  K ( a r ) .I 2

Die  Koe f f i z i en t en  h , 2 ’ e l und 62  können w i r  mi t  H i l f e  der
S te t igke i t sbed ingungen  für r=R be rechnen .

S i e  l au t en :

- H„  = b o ~br1  r2  n2 Un1

H, 1 - H = b - b .<P 1 <p2 n2  n1

a 1 E r1  “ a 2 E r2  “ a 2 c n2  “ a 1 c n1
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E (j>1 ” E <J>2 Cn1 c n2

= 0H 0z2Hz l

= 0E nz2E iz l

Fo lgende  Lösungen  e r fü l l en  d i e se  s echs  G le i chungen :

e 1 = k -K-F-  Cl +Tp I
e 2 " e 1 K

= K-F- (T  2 -T  4 ) h 2 = h 1 K

mi t den  Abkürzungen :

F =
2 iwp(a  1 - a  2 ) -HQ

h ( T lVW

C
M

 v
*

Ö1

C
M

 C
M

<5IIT---

C
M

 r—
Örq
öI

C
M

 C
M

Ö
T—

öIIC
M

Tj  = iwp(o1 ~o 2 ) J IK

T 4 , 1 IK

wobe i  I ’  = Df ( I i ( “ i  r )’>r =R K> = Df C 7

1 ' Df M®!* 5 ; K “Df  ( “2  •

Das auf  d i e se  Weise  be rechenba re  E r en t sp r i ch t  de r  H-Po la r i -
s a t i on  im zwe id imens iona l en  Fa l l ,  E und en t sp rechen  de r
E-Po la r i s a t i on .  Für den  Grenz fa l l  R * «> e rgeben  s i ch  d i e
Forme ln  von  d'ERCEVILLE und KUNETZ (1962)  und ,  wenn man zu -
sä t z l i ch  h * «> s t r eben  l äß t ,  d i e j en igen  von WEAVER (1963) .
Es  i s t  gep l an t ,  d i e  noch  f eh l enden  Kor rek tu ren  für H r und

mi t  H i l f e  von  H i lbe r t -T rans fo rma t ionen  aus  H ( z=o)  zu  be rech -
neu .
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