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Préface

A Poccasion des 60 ans de Michel Gaudin, les membres du Service de Physique Théorique de
Saclay ont voulu lui rendre hommage. Ceux qui ont été tant marqués par son originalité et sa
curiosité intellectuelle ont pensé que la meilleure fagon de 'honorer était d’offrir aux physiciens
une synthese de son ceuvre scientifique.

Michel Gaudin, ingénieur des Ponts, est entré au CEA en 56 grace & G. Vendryes pour y
travailler deux ans en Neutronique expérimentale. Apres la session des Houches de 58, il entre
finalement au service de physique théorique dirigé alors par C. Bloch, service ot il aura effectué
toute sa carriere a I'exception d’une année chez C.N. Yang & l'université de Stony Brook en
1970.

Ce recueil contient essentiellement ce qu’on appelle, pour étre bref, des solutions exactes &
des probléemes de physique dont la formulation est simplifiée en un modele. Par 13, j'entends
que 'on peut, presque toujours, s’'intéresser au sujet traité sans étre un spécialiste. Sa lecture
nécessite néanmoins certaines connaissances de physique et de mathématiques, et peut conduire
a consulter des ouvrages de référence. Je ne connais pas d'article de Michel Gaudin qui ne m’ait
appris une méthode d’analyse ou une technique de raisonnement, et dans tous les domaines ses
travaux m’ont apporté I’éclairage profondément vivifiant d’un physicien imprégné de culture
classique. Son style presque littéraire peut surprendre, il s’accorde avec une approche artisanale
des problemes et il faut, pour le lire, faire I'effort de suivre le cheminement exigeant et fécond
de sa pensée. Je souhaite que cet ouvrage puisse étre une source d’inspiration en donnant
I’exemple d’une personnalité de la physique francaise parmi les plus créatives, bien que restée
fidele & elle-méme en se tenant & ’écart des modes. Je crois qu’il n’est pas exagéré d’ajouter
que certains des articles que nous reproduisons participent a des démarches originales qui ont
ouvert des voies en physique théorique et en mathématiques. Ils ont été regroupés dans cing
chapitres :

Le premier traite des propriétés statistiques des ensembles de matrices sur lesquelles M.
Gaudin a travaillé durant ses premieres années a Saclay. Les articles contiennent entre autres
la dérivation de la loi limite des espacements de niveaux.

Le deuxieme chapitre est consacré & la mécanique statistique. Deux articles en particulier
concernent les propriétés d'un gaz de particules qui se repoussent selon les lois de 1’électrosta-
tique a deux dimensions.



Le troisitme chapitre regroupe les travaux sur les systémes quantiques intégrables qui ont
occupé leur auteur pendant une partie importante de sa carriere. Il commence par sa thése non
publiée, jusqu’ici, consacrée & I’étude d’un modele de fermions en interaction. On y trouvera en
outre ses fameux résultats sur la normalisation des états de Bethe, les propriétés thermodyna-
miques de la chalne XXZ ainsi que I'introduction de la méthode algébrique pour diagonaliser
une classe d’Hamiltoniens de spin.

Le quatrieme chapitre rassemble des travaux sur des modeles non-intégrables, soit résolus
complétement, soit réduits jusqu’a un certain point. Un exemple est le probléme du spectre du
Laplacien dans un triangle.

Le dernier chapitre contient un article non publié qui développe un algorithme pour calculer
un Lagrangien effectif de fermions couplés & un champ de jauge.

Je remercie chaleureusement M. A. Landesman et Mme J. Berger pour tout le soin qu’ils
ont apporté & la préparation et & I’édition de ce livre.

Je terminerai en évoquant le souvenir de Claude Itzykson. Sa haute considération pour
I'oeuvre de M. Gaudin ’avait conduit a en encourager vivement la publication. Survenue pen-
dant la préparation de cet ouvrage, sa mort, qui nous laisse profondément choqués, est une
perte immense pour la physique francaise.

V. Pasquier
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ON THE DENSITY OF EIGENVALUES OF A RANDOM MATRIX

M. L. MEHTA t and M. GAUDIN
Centre d’Etudes Nucléaives de Saclay, Gif-sur-Yvette (S. et 0.} France

Received 5 May 1960

Abstract: An exact expression for the density of eigenvalues of a random-matrix is derived. When
the order of the matrix becomes infinite, it can be seen very directly that it goes over to
Wigner’s “‘semi-circle law”.

1. Introduction

In heavy nuclei, the interactions are so numerous and so complex that
almost all the theories are statistical in nature and they try to explain only the
average properties like level-density, mean square angular momenta, distribu-
tion of level-spacings, transition probability, etc. t¥.

In this paper, which is essentially the continuation of the preceding one 1),
we start from the random matrix hypothesis and calculate exactly the level-
density. This, in the proper limit, will be found to be the famous ‘‘semi-circle
law”’ of Wigner 2). The proof here is, however, mathematically rigorous.

The joint probability frequency function of the eigenvalues 0,, 0,, .. ., 0, of
an n X # hermitian matrix, whose elements are randomly and independently
distributed (these distributions being invariant under unitary transformations),
is given by 3)

PO,,0,,...,0,) = ,uo—le‘z?;l@? 1T 16,—9,], (1)
i<i
with
o = n20 TT D). 2)
—

To get the level-density one must integrate the expression (1) over all the
variables but one, i.e.

ro)y =" ... [""Pp0,0, ... 06,)40,d0,...4d0,. (3)

—00 —00

We shall do it explicitly for # = 2m. As in the preceding paper, we overcome
the serious difficulty of the unfavourable symmetrical nature of the integrand
in eq. (3) by integrating over half the variables, 0,, 05, . . ., say. We then drop
the ordering of the variables, expressing the result in determinantal form.

t On leave of absence from Tata Institute of Fundamental Research, Bombay.
Tt For a fairly extensive list of references see the preceding paper.

Nuclear Physics 18 (1960) 420-427
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After some reductions this determinant will be transformed into the integral
of the square of another one whose elements are Hermite polynomials. This will
permit us to use the orthonormality properties of the harmonic oscillator wave
functions. In this form the problem becomes that of the density of a one dimen-
sional Fermi-gas. By taking the limit when # — co, one gets the “‘semi-circle

IR

law’’:

2
P@) = {%7[ Vn—02  for 6 < 4/n, (4)

0 otherwise.

2. Symmetrization and Reduction

By definition, we have

| A |
o p) =f e-@bre @ (T T | Qo da L de
(%—1)! —0CE <Ly < hae <00 oo oo 2 "
x;l ! xZA x,=0
1
—j—f emetttad )T - T ) Qe da, . L da
’ B T B S "
n—1 n—1
ab ™t s
= 0(0)+&(0), (5)

where 0(0) includes the integrals in which an x with an odd index is put equal
to 0, while & (0) includes the other terms. Introducing the functions

Fie) =["_evyidy, (6)
and the step-function ~
1 if z>06,
) = {o if @<, 7)
0(0) is readily seen to be
0 e(xy) 0 e(x,) O
Fowy) 1 Fo(xg) 1
00) = (O radeate ) 0 Fy(xy) g Fy(y) 24 ...
= _f-—oo<x2<m4<...\ooe e 02 Fy(x,) 22 Fulxy) 22 ... da,de, . . .
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For simplicity, we shall take n even, n = 2m. As for & (0) we may integrate over
%y, %, ... in a similar way by introducing the functions

$:(@) =" eVyidy, (9)

z

and by an obvious change of the variables to their negatives, it is seen that
& (0) = 0(—0). (10)

Now the integrand in eq. (8) being symmetricin x,, z,, . . ., Z,,, we can integrate
over these variables separately and independently over the whole range and
divide the result by m!. Itiseasy to verify directly (see appendix I of the preced-
ing article) by expanding with respect to the first column, for example, that

0(0) = 0even(6)+@odd(0)’ (11)
with
0 $1(0)  ¢5(0) . .. bam_a(0)
R
Ocven(0) = —=%02 1 SR - P (12)
62m—2 ém—z gm—z gz:%
and
0 6 63 fzm—1
AL Y o
Ooaa(0) = e $5(0) 2 5 R ’ (13)
¢2m—2 (6) fém—2 gm——Z AR §7mn-_—;

where the fi are the numbers
fi = Fi—F}, (14
with
. +oo 2 . 2 2. . .
Fl= f_oo e F,(z)a' dz = | e= =+ yi dz dy. (15)

Jmoo<y<r<+oo

The following recurrence relations are easily established:

fi—%(i—l)fi‘z = 2_%“”)11(%1) = §i5m1s (16)
say, and
$;(0)—L(—1)h;5(0) = §0 e 7. (17)
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Using these recurrence relations it is elementary to reduce the determinants

(12) and (13) to the forms

0 1 6z . ... p2m2
, S0 2o Eames
@even = ___%_e—z& 62 52 54 e fzm ,
022 &ops Eom Eam—a
and
0 1 62—1...02m2_ (m—l)@zm"4
2 ¢0(0) &o &y Eoms
Ooga = 077 |4, (0) & &  ......... Eom
¢2m—2 (0) 52m——2 ‘EZm """"" £4m—4
Now, as
¢:(x) = (=) Fi(—=),
we can write the result as
Mo
— PO =T,06)+T,(0 7]
with
Tl(e) =2 @even(0>’
0 1 gz ... 02m-2
\ Po(e) & £y o boms
T5(6) = —0e~* ps(6) &y oS |
sz—z(e) Som—2 Eom S4m—a
and
0 0 1 202, .. (1%—1)62’"“1

T,(6) = Ge—0"

Po(e) &o Ea &g oo Som—sz
pa(0) & §g &6 oo Eom
sz—z(e) Eam—z Eom Somsn - - - - Eam

where the functions p,;(0) are defined by

We may note that

6

4 {i o

pau(f) = fj: e~ 2% dz.

Tz(e)} = —2e0°T,(0) 29T, (6).

(19)

(20)

(25)

(26)

(27)
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One can easily show that (sce appendix III of the preceding paper)

Ay Ag.vv. .. Agm
by & by...... Eom
by & &...... Eomia
b2m $2m §2m+2 £4m (‘28)
a, 1 ... 1 | |py 1 1|
+o0 +0o0
_ _if d?h--'f dy, ettty @ Y1yl b Y
m' —00 —o0 L T A AR }
gm YT Y Do YT Y
And hence we have
1 1..... 1 2
T, (0) s ,
1 (o) + o0 yl """ ym—l , (29)
[ s [ [ S
wm—1 ' - -0 "= _ _
o) gt ity
as well as
1 T.(0 1 +ood +ood 0 dax e— (02D 20+ .. +uily)
—_— _ — o= 17 e m—1
6 2( ) (m——l)' oo yl e o ym—l — x €
|1 1 ...... 1 1 | 1
v 62 T v y ax? yiooo... v (30)
gam—2 gpEmm2 o gEme? g2 g2 g2

3. Transformation to Oscillator Wave-Functions

In the equations (29) and (30) let us put
z=04/2, %, =Y\ 2, v = x/2.

As the Hermite polynomials are linearly independent, we can express the powers
of the variables as linear combinations of them. Then in each row of the deter-
minants we can retain only those Hermite polynomials whose indices are the
highest. We can also take the exponentials inside. Multiplying by the proper
normalization factors according to

wy (@) = (Va2iil)te " H (x),
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we get
B 2~ Hm—1) m—1 a y 1y (2) Uo(Ty) - oo o .. U (T 1) 2
1260 = (m— }—_](;{2 \/73 2 () o (1) . o o .. Uy (Tpn—y)
+o0 +00 ’ (31)

X dz, . .. A%, g | oo e
and - - Ugm-a(?) Uom—a(®1) - - - Uomo(Tm_1)
1 2—§m—1 m—1 +o0 +z
5 T2(0) = - H {2744/ 7(20) W dxl ] . dv

1y (2) ) (x1) ----- o (Tp1) to(v) Uo(®y) - - - - o (T 1)

% #9(2) Ug(Xy) - - - - - Ug(Tp_1) v #q (V) Ug(Xy) .. ... Uy (Xm_q) (32)

.........................................................

Ugm2(2) Ugm_o(Zy) - .. Upm—o(@m—1)|  |[Mom—2 (V) Uam—s(Ty) - - - Ugmo(Tpm_q)

Multiplying the determinants and using the orthonormality properties of the
oscillator wave functions u,(z)

[ wiwyu,(@)de = 8y,

we find
T,6) = Vi 3 () (33)
and
m—1 +z
FT0) = oS ) | vl (34)
with z = 04/2.
Egs. (22), (27), (33) and (34) give
2mP (\/ ) V2 go {7"2; — (%) J: g;(v)dv } : (35)

Using the recurrence relation
Vou, = Vo, .—Vntlu,

and its integral, together with #,;,,(0) = 0, we can transform the second term
in the brackets of eq. (35) to the more suitable form

V2 "‘gl tg,(2) J: tg;(v)do = —V2 Z 7"2z+1 —V 2m— Ly, (2) fz Ugpm—3(v)dv.

=0

Therefore the final result is

omP (\/ ) V2 2"'2_2 2) 4+ V2m—1lug,_, () f: tyy_o(@)dz.  (36)
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4. The Limit m—» o

Equation (36) is exact. If the second term on the right hand side were absent,
the problem would be exactly that of finding the density of a one dimensional
degenerate Fermi-gas in a quadratic potential. We shall use thisanalogy to derive
the limit in a simple way.

The equation satisfied by u; is

(— ((11;2 +z2) w; = (204+1)u, (37)

and therefore, classically, the Fermi-momentum for our problem is given by
Pi=202m—2)—2*~ dm—22,  m —> oO.

Also, in eq. (37) we have # = 1, so that the density of the Fermi-gas is given by

1 +p5

1 -
— dp =— Vidm—z2 for 22 < 4,
27'[ —Pg JT

é =
r(?) 0 for 22 > 4m.
Replacing the sum in (36) by this classical limit, and neglecting the second
term, we get

1 -
\/2——\/47%—22 for 22 < 4m,
3

z
2 — )~ 38
mP (\/2) 0 for 22 > 4m. (38)

which is the same as eq. (4).
One can estimate (see appendix) that the neglected term is of the order of

1/vV m when 72 < 4m. For 22> 4m, the function Hom_q decreases exponentially.
In the neighbourhood of 22 = 4m we can say nothing, as in this neighbourhood
1y,_y 18 known to be very large.

We are thankful to Dr. C. Bloch for suggesting the problem, guidance and
many helpful discussions throughout the work. One of us (M. L. M.) wishes to
express his thanks to the Commissariat 4 'Energie Atomique for the kind
hospitality and the award of a de Broglie fellowship.

Appendix
We divide the discussion into three parts.
1) z>» vVon
In the differential equation (37), for + = #, putting
unfu, = —V22—(2n+1)v(z),
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it is easily seen?) that v(z) has an asymptotic expansion in powers of
{#2— (2n+1)}~% starting with the constant term unity:

a, )
v(2) ~ 14+ (22~(2n+1))% + ..

hence
u,(2) ~ A exp {~J‘z Var—2p—1dz+ .. } ,

where A 1s a const.
2) 2k V2n

Applying the second mean value theorem to

124

%ﬂ
U, = — ———,
" 2n+1—2z2
we get
& 1
= iy’ (&) —u’ =&
fo , (x)dz 2n+1—z2{%"(§) #, (2)} (Where 0=¢<2)

< V2042 {0y (6) |4 1 (E)] -+ g (&) 1442 (2)]},
where we have used the recurrence relation
Veu, = Vou, .—Vutlu,,.

For estimating #,, we may apply the WKB approximation or asymptotic
methods %) to get
lua(2)? 5 (2n+1—22)7%;

collecting all these, we have the result stated in the text.
3) z~ V2
As u? approaches in the mean to the classical limit
e (2)]2 ~ 7t (204 1-22),

we know that u,(z) is large for z ~ V/2n.

References
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4) See for example N. G. de Bruijn, Asymptotic methods in analysis (North-Holland Pub-

lishing Company, Amsterdam, 1958) §§ 9.4, 9.5
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ADDENDUM AND ERRATUM

In an article with the title “On the density of eigenvalues of a random matrix”’
(this journal, 18 (1960) 420) we estimated the dominant behaviour of the
density of eigenvalues of a random matrix of order #» when # is large. However,
the sum of the squares of the first # oscillator wave functions can be expressed
explicitly [see Bateman manuscript project, Higher Transcendental functions,
ed. by A. Erdélyi (New York, Toronto, London), Vol. 2, Ch. 10, and Szegd,
Orthogonal Polynomials (New York)], so that the equation (36) of our article
mentioned above may be replaced by

b4

) = v |t ) ) o T )

2mP (

-+ \/2m“1“2m—1 (2) f; Ugn sz (2)de.

As asymptotic expansions of u,(x) for » large are known [apart from those
already mentioned, one may see also F. Tricomi, Ann. Mat. Pura. Appl. 28
(1949) 263, and A. Erdélyi in Golden Jubilee Commemoration volume of the
Indian Mathematical Society, 19591 for all the three cases according to whether
x> V2, x~ V2 or x < V2, one can get not only the “‘semi-circle law”’,
but higher terms as well.

A correction to be incorporated in our article: on page 427, twelfth line from
above the factor before the bracket should read as

V2n+2/2(2n+1—22).
M. L. Mehta and M. Gaudin
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SURLALOILIMITEDE L’ESPACEMENT DES VALEURS PROPRES
D’UNE MATRICE ALEATOIRE

MICHEL GAUDIN
Centre d’Etudes Nucléaives de Saclay, Gif-sur-Yvette (S. et 0.), France

Recu le 16 Janvier 1961

Abstract: The distribution function of the level spacings for a random matrix in the limit of
large dimensions is expressed by means of a rapidly converging infinite product which has
been used for a numerical calculation. Comparison with Wigner’s hypothesis gives a very
good agrecment.

1. Introduction

Cet article fait suite a un travail de M. L. Mehta 1), ott la fonction de distribu-
tion de 'espacement des valeurs propres d’une matrice symétrique d’ordre #, a
coefficients aléatoires, est donnée explicitement. Adoptant les hypothéses de
Mehta, dont nous désignerons I'article par (M), nous nous proposons ici de
donner la forme limite de cette distribution lorsque #» augmente indéfiniment.
L’expression obtenue dérive d’un produit infini rapidement convergent, ce qui
nous a permis de présenter une table de valeurs numériques dans tout linter-
valle utile. La comparaison avec la fonction de Wigner 2) 6, (S) pour la densité
de probabilité d’un espacement S, montre que celle-ci differe de moins de 5 %,
de la fonction exacte pour S/D < 2, et constitue donc une excellente approxi-
mation dans la région ol cette fonction n’est pas trés petite.

2. Formules de Base

Nous reprenons les notations de (M). La fonction P(f;, 6,) (voir (M), § 5)
est la densité de probabilité d’observer tel niveau en 8, et tel autre en 8,, sans
aucun niveau dans l'intervalle 6,, 6,. Dans la région ot la densité de niveaux
est constante et égale & D-1 = 24/#%/x, il est plausible que P(6,, 6,) ne dépende
que de I'espacement S = 6,—80,. Il a donc suffi de considérer P(—@8, 6), que la
formule (M.48) donne sous la forme suivante:

(2m—2)! d

P(—6,06) ZT % (e2" R, (0)), (1)

avec

2m—1 o x .
R1<e)=—_1)7f dyf Ay g €204 0] (92— 02)°T] (92— 9,7)2, (2)
! i

(m 6 6 i<

Nuclear Physics 25 (1961) 447-458
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et n = 2m. Si nous définissons ¢,,(0) par I'égalité

bal0) = [Ty, .. [T Ayttt TT (2 g2 (3)

1<j
nous pourrons combiner (1) et (2) sous la forme
2m12m-1 g2
o 4a00). ()
mlu, db

Par la suite nous ne nous soucierons pas de la normalisation de P(—0, ) telle
qu’elle est donnée par (3) et (4). La formule (M.47) s’écrit en cffet

2m(2m—1) P(—0, 0) =

f: 2m(2m—1)DP(—0, §)d(26) = 1. (5)

La densité de probabilité p(S) de 'espacement S est donc égale & 2m (211 - - 1)
DP(—0,0), et la normalisation est déterminée par les équations

J??(S)d<g) - Lf:osp(sm(g) _D. ()

Par commodité, nous rapporterons ¢,,(6) & sa valeur a lorigine et poserons
¥, (0) = ¢,,(0)/4,,(0). Notre but est maintenant de chercher la forme limite de
la fonction ¥, (0) lorsque m augmente indéfiniment et que la variable 0 reste
de Ulordre de lespacement moyen des niveaux, c’est-a-dire lorsque
6/D = 26+/2m/x tend vers une limite finie. Nous poserons 204/2m = ¢, de sorte
que l'on a

S22

D D
Soit ¥(¢) la limite de ¥,,(0) dans ces conditions; d’apres (4) la fonction p(S)
est proportionnelle & d2¥/d#? et les égalités (6) s’écrivent

C 4y 2 {‘wtd’ﬁifiD
0 dt) _:T v 0 dt"
d’olt T'on déduit
d¥ 2
(—~~—) = — —, puisque l'on a ¥(0) = 1.
dt /= 24 .
La fonction »(S) s’écrit donc
‘)dzgj -
p(S) :%TE‘;’ (7)

et la fonction de distribution F(S), probabilité d’un espacement inférieur a S

est égale a
”——fs S’d(S/)—l 1, 4 8)
~)*0P() 5_+7ndt' (
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3. La Fonction ¥',(0)

Dans Yintégrale (3) qui nous donne ¢,,(0), effectuons le changement de
variables

V2y; =z, 1=12..,m,
V20 =1

Nous obtenons pour ¢,,(0), & un facteur constant prés,

¢m(e>=¢m(§z)°€f df Az, et f2 (2 2y, 2,),

T

ot A(zy, 2y, . .., 2,) est le déterminant

1 212 214 7 2m—2
2 4 2m--2
1 2z 2y 2y
2 4 2m~—2
1 2z, z,%. ..z,

Par une méthode déja utilisée dans un précédent travail 3), nous exprimons 4
en fonction des polynémes d’Hermite; chaque monéme 2,2? qui figure dans A

est en effet une forme linéaire de polynémes pairs de degré inférieur ou égal a
2p. Nous avons donc

Hy(z1)  Hy(z) -+ Hypos(%1)
Ho(zs) Hy(z) - . Hypos(2s)

Hy(zn) Hy(zy) .o Hapeo(24)

Ceci nous permet d’exprimer ¢,,(7/4/2) au moyen des fonctions normalisées de
l'oscillateur harmonique u,,(2)

uo(21)  2a(21) o« Ugpa(2y) 2

7

- - e(29)  s(2) .« . Usy_o(Za)
b (vré)ocjf dzl...fT Az | oo .

Les u,, vérifient donc les relations

joo Ug(2)th9;(2)dz = dyy.
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tn

Le théoréme de Gram appliqué & (10) nous conduit a ’expression suivante:

f ~ u(z)dz f Tup(Jug(z)dz f ™ sty (2)ttgm—a(2)de
* g (7)1 (2)dz * u2(z)dz ... :o U (2) gy _o(2)d2
)l S s
foo Ugm_o(2) 1o (2)d2 J. Ugpmo(2)the(2)dz. ..o '[ U (2)dz

é,, est donc un déterminant d’ordre m, d’éléments [P u,,(2)uy;(2)dz =

L (85— [T ug,us;dz). Sa valeur 4 lorigine 7 = 0 se calcule simplement: les
z 2 : z z : Z Y ’ \
éléments non diagonaux sont nuls et les éléments diagonaux égaux a 3, d’olt la

valeur de la fonction ¥, (t/v/2) = ¢.,.(t/v/2)/$,.(0):

v (f—\) — dét
V2
Y., prend la valeur 1 pour 7 = 0 par définition, et la valeur 0 pour 7 = o0, et

reste toujours compris entre ces deux valeurs puisque, d’aprés (9), elle est
décroissante.

(12)

+7
6ii—f U ()5 (2)d2 | -

-7

4. La Fonction ¥, Comme Déterminant de Fredholm

La fonction ¥,,, définie par (12), est le déterminant de Fredholm, pour la
valeur A = 1, relatif au noyau symétrique, continu, borné

m—31
K, (z, y) :kgo Uge (@)1 (y), 12l =7, [yl == (13)

L’équation homogeéne de Fredholm s’écrit en effet

@) = [ Kz p)t)dy, (14)

ol f(x) est une fonction propre et 4 la valeur propre correspondante.
A T'aide de la définition (13), I'équation (14) s’écrit

(0) =% vanle) [ )i

=T

Posant ¢, = [*7 u,,(y)/(y)dy, nous obtenons le systéme linéaire

m—1 +7
deg= 2 ¢y Uy (%) 194 (x)d2, g=0,1,...,m—1,
k=0 -7

qui posséde une solution, si dét [Ad;,— [F7 uy,us,dx| = 0. Cette équation carac-
téristique posséde m racines réelles 4, 4,,..., 4,,. Nous avons donc

dét [0,— [ ugmyydz) = (1—=2)(1—2y) . .. (1—2,),
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qui est bien le déterminant de Fredholm de I'équation inhomogeéne correspon-
dant a (14) pour 4 = 1.

La formule de Christoffel 4) donne une expression plus concise du noyau
K y),

m—1

K, (x,y) = z”u )hax(Y)

k=0

1 1
— \/n —%(z2+y2) zo YIEYY, sz(x)Hz,c(y)
1 @i )2m—1 1

= tie paire en z de — e 2E@*¥? H,(x)H 15

partie paire x o kgo BN x(®)Hy (y) (15)
= partie paire en z de —— e} 1 Hom (@) Hym-1(y) — Hom () Hom-s ()

Nz 22m (2m—1) | x—y
_ partie paire en z de W[/”Zm(x)uzm—d(y)_u2m(y)u2m—1 (x)
z—Y

5. Forme Limite de I’Equation (14) pour m Infini

Nous effectuons d’abord le changement de variables qui fait passer de
7= 04/2 & { = 204/2m, en posant

L’équation homogene (14) s’écrit alors

A (?\i—wﬁ) - fJ:ﬁKm (?\%ﬁ ’ 2:}141) / (Z\Zm) dr. (16)

Dans le domaine [¢] < ¢, |n| = ¢, le noyau devient donc

1 & n
On(&on) =5, Kn (m 57,4;)

Yo, (%;z) uzm_l(gjm) _%2’"(5%;;) Ugm—_1 (557)
§—n

Notons que le déterminant de Fredholm relatif a I'équation (14) est identique a
celui de 'équation (16) écrite sous la forme

2:08) = [ 0l )i ln)dn (18)

hE) = f(zjm)

= Partie paire en & de 4/m

. (7)
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Il est maintenant facile d’obtenir la limite de Q,, (&, n) lorsque # tend vers
linfini, &, 7, ¢ restant fixes. Uniformément par rapport & & sur tout intervalle

fini [§] =< ¢, nous avons 1.

(~)'"«/mH2m( £ ):icos .

lim ~———

mooo  22Mm 24/m V7

. (=) & 1.

o it i \g ) = S

c’est-a-dire

i i (535 =

Tim mi(=)mte (570 ) = 086
i £ —1
Lim st (=)™ g (m) =Ja"mE

Par conséquent, uniformément par rapport a &, 5,

—1 cos & sin n—cos 5 sin &

Q¢ n) =limQ, (& n) = Paire en & de -
m—>00 §—nq
1 sin(é—
= Partie paire en & de — M
7 E—n

Alors, on a

_lisin(E—n) n sin (+7)

) = , < I, < &
06 = 5T + T <t

Ce noyau est symétrique, continu, borné. La forme limite de ’équation homo-
gene (14) ou plutdt (18) est donc

7€) = [T 0 nglndn. (19)

6. Les Fonctions Sphéroidales Solutions de I’Equation (19)

Les solutions g(&) sont nécessairement paires. L’équation intégrale (19) est
alors équivalente a la suivante 3)

ele) = [ 2 etan (20

7
a condition de se restreindre au sous-espace des fonctions paires, ce que nous
ferons dans tout le paragraphe.

t Voir réf. 4), Vol. II, ch. X, §§ 10, 13, formules (24), (25).
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Le noyau sin (£ 4-%) [z (+7) est le carré du noyau exp (i€7/t)/V 2nt, équivalent

lui-méme A cos (&n/t)/V/ 2at, symétrique, réel, dont les valeurs propres sont donc
réelles. Si nous obtenons un systéme complet de fonctions L2(—¢, +¢), paires,
solutions de I'équation

ne®) =—— [ ctmgima, @)
V2t d —t

nous aurons par 1 méme les solutions de (20) et (19) avec la correspondance
A = p? Par le changement d’échelle & = af, n = y¢, qui rameéne les limites
d’intégration aux valeurs 41, 'équation (21) prend la forme

yi@) = [ et (y)dy, (22)
avec f(z) = g(tx) et y = uV/ 2 )t, c’est-a-dire
14

A= 2 23
o7 (23)

Les solutions de I'équation (22) sont les fonctions dites sphéroidales 5 6)
dépendant du paramétre ¢. Celles-ci sont définies comme les solutions régulieres
aux points 41 de I’équation différentielle

(L) = o, (24)

avec
L = (22—1)d2/da?+22d/dz+ 22,

Cet opérateur self-adjoint commute avec le noyau e?®¥ défini sur l'intervalle
—1, +1. Supposons en effet que @(x) soit une solution particuliere de (24)

(L—Dp(z) = 0.

Posons y(z) = [1] et p(y)dy. 11 est facile de vérifier que (L—I)y = 0, sous les
conditions suivantes

(1—2%)g (z) = 0 _
(1—a2)g’ (2) — O} pour |z| = 1. (25)

Or les conditions (25) imposent la régularité de ¢ (z) en x = 4-1 et déterminent
les valeurs de /. La fonction y nécessairement réguliere en 41, est donc propor-
tionnelle & ¢(z), d’olt

% (@) = yop(x).
Les fonctions sphéroidales f,, /4, - ., faoq, - - - forment un systéme complet de

fonctions paires L2(—1, +1). Elles constituent donc le systéme des fonctions
propres du noyau exp (ifxy), de son carré sin ¢(x+y)/(x+y) et du noyau original



20

TRAVAUX DE M. GAUDIN

@, apres le changement d’échelle & = fx. Les valeurs propres y s’obtiennent
par exemple en posant x = 0 dans 1’équation (22), c’est-a-dire

Voo = [ Faal®@) /o, (0), (26)
et
A L
¢« = P Vaq-

7. La Fonction ¥'(t)

Le noyau Q(&, ) admet pour valeurs propres toutes positives les nombres
A, = (t/27)y3,, ol les p,, sont définis par (26). C’est donc un noyau positif 7).
Cette propriété nous permet d’écrire le déterminant de Fredholm relatif &
I’équation (19), sous la forme du produit infini suivant:

D =TT (1- 5 =2 @)
=0 7T
qui est une fonction entiere de 1/A.
Considérons maintenant, pour ¢ fixé, la suite des noyaux Q,,(&, %); nous
avons montré (§§ 4 et 5) que ¥,,(r/4/2) est le déterminant de Fredholm relatif
a I'équation

(&) — fj Q (& 7n)f(n)dny = second membre,

or Q,.(&, ) converge uniformément vers Q(£, ) (§ 5) on en déduit 7) que ¥,
converge vers le déterminant de Fredholm du noyau Q, avec A = 1, c’est-a-dire

Y(t) = li_r>n v (2—\;2-_%;) = D(1), (28)
soit

) =11 (1- o 14

q=0 27

8. Propriétés de ¥'(f) et Calcul Numérique

La fonction Y(¢), limite de quantités positives, est positive. Elle décroit
de 1 a 0, lorsque ¢ augmente de 0 a-}-c0. Pour les petites valeurs de ¢,
les fonctions sphéroidales sont voisines des fonctions de Legendre et I'on peut
calculer les coefficients du développement des premiéres fonctions sur les
secondes par une méthode de perturbation. Les tables des fonctions sphéroi-
dales de Stratton®) donnent la valeur de ces coefficients jusqu'a ¢ = 10
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(page 203 et suivantes). Les fonctions f,, () sont alors définies par les séries
foa(® Edzp (t129) Py (%)- (29)

Par exemple, a 'ordre 0, nous obtenons d’aprés (26)

+1 .
72q = 4 qu(x)dx/P2q(O) — O’ s1 q ;z__ O,

Yo = 2,
c’est-a-dire

De cette fagon, nous avons jusqu’au 5eme ordre en ¢

‘P(t) 1 21 —l— 213 248 Lt o
=]1—— }+ — — — Ltermes en
972 Tbm

ou encore pour la fonction F(S)
d¥ S 2

F=1+41lp— =12 15 =
+7zdt 3 5T D 7

M. L. Mehta avait obtenu par un calcul direct (voir (M.63) et suivante)
&)
(I—F(S)}e

qui coincide bien avec le développement limité de

= 1—1(2mb2) -+ (2mh%)2 4 . . .,

{1—F}et = (1—324+-&00+ ) (138242 &4 . )
= 1—3 302+ G2+ ..., H = 2mb2,

Pour les grandes valeurs de ¢, les fonctions sphéroidales tendent vers celles
de l'oscillateur harmonique, tous les 4, tendent vers I'unité et lim, , ., ¥(f) = 0.
Cependant nous n’avons rien pu dire sur le comportement asymptotique de ().

Nous avons effectué le calcul numérique des premiéres valeurs de y,, dans
Iintervalle 0 =< ¢ < 5, afin d’éprouver 1'utilité du produit infini (28). Il se
trouve que le calcul est simple et la convergence rapide. Grace aux tables )
des coefficients d,,(f|2g), nous exprimons les y,, sous la forme suivante:

[ 5 o)l _ 24 (1124)

Veq = T o
f2,(0) ,1:35.... (2p—1)
-??H 2.4.6....2p

dyy (1129)
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I1 est facile de voir que les y,, sont de 'ordre de grandeur des 4,(2¢) et dé-
croissent vite avec ¢g. Dans l'intervalle exploré 0 =< ¢ < 5,1l a suffi des 4 pre-
miers facteurs de ¥ pour obtenir cing chiffres exacts. Les valeurs numériques
de ¥Y(t), de F(S) = 1+%nd9’/dt et de p(S) = In2d2¥|ds? sont présentées dans
la table 1, ainsi que les valeurs des fonctions Fy(S) et o (S), définies par les
égalités

1 S\ —t%/m 1 S 1 S5\?
Fy(S)=1—exp|—3n 3) = L—e ¥7, p(S) = gnl—)exp —27\5) |-
Les dérivations successives de ¥(¢) laissent respectivement 4 chiffres et 3

chiffres exacts aux fonctions F et .

TaBLE 1
Les fonctions ¥, F et p

t | sip w F‘FW’P‘PW

0 0 1 0 0 0 0

0.1 0.064 | 0.936408 0.00330 0.00317 0.104 0.0996
0.2 0.127 | 0.873239 0.01321 0.01265 0.207 0.1974
0.3 0.191 | 0.810904 0.02947 0.02824 0.303 0.2915
0.4 0.255 | 0.749796 0.05168 0.04965 0.395 0.3801
0.5 0.318 | 0.690283 0.07947 0.07649 0.477 0.4617
0.6 0.382 | 0.632698 0.11219 0.10827 0.549 0.5350
0.7 0.446 | 0.577337 0.14920 0.14441 0.6117 | 0.5989
0.8 0.509 | 0.524450 0.18982 0.18430 0.6630 | 0.6525
0.9 0.573 | 0.474248 0.23338 0.22727 0.7032 | 0.6954
1 0.637 | 0.426889 0.27908 0.27262 0.7308 | 0.7273
1.2 0.764 | 0.341117 0.37410 0.36768 0.7547 | 0.7587
1.4 0.891 | 0.267527 0.46962 0.46414 0.7396 | 0.7502
1.6 1.018 | 0.205888 0.56114 0.55730 0.6933 | 0.7083
1.8 1.146 | 0.155459 0.64529 0.64346 0.6255 | 0.6417
2 1.273 | 0.115153 0.71986 0.72007 0.5445 | 0.5598
2.2 1.400 | 0.083669 0.78376 0.78575 0.4587 | 0.4713
2.4 1.528 | 0.059626 0.83681 0.84014 0.3750 | 0.3836
2.6 1.655 | 0.041674 0.87956 0.88372 0.2978 | 0.3023
2.8 1.782 | 0.028563 0.91307 0.91749 0.2301 | 0.2308
3 1.910 | 0.019199 0.93863 0.94300 0.1730 | 0.1709
3.2 2.037 | 0.012654 0.95760 0.96159 0.1267 | 0.1229
3.4 2.164 | 0.008177 0.97133 0.97476 0.0906 | 0.0857
3.6 2.292 | 0.005182 0.98104 0.98384 0.0631 | 0.0581
3.8 2.419 | 0.003219 0.98772 0.98991 0.0429 | 0.0383
4 2.546 | 0.001961 0.99223 0.99386 0.0286 | 0.0245
4.2 2.674 | 0.001171 0.99518 0.99635 0.0185 | 0.0153
4.4 2.801 | 0.0006858 0.99708 0.99789 0.0117 | 0.0092

4.6 2.928 | 0.0003937 0.9983 0.99881 0.0062 | 0.0054
4.8 3.055 | 0.0002216 0.9990 0.99934 0.0030 | 0.0031
5 3.183 | 0.0001222 0.9994 0.99965 0.002 0.0017

Sur la fig. 1, on a représenté F et Fy, peu distinguables a I’échelle adoptée,
encadrées par les bornes inférieure F, et supérieure I}, données par Mehta
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(M.60),

Fo=l—exp(—#?), F,=1—(1—L#)exp(—12).
F et Fy, difféerent de moins de 1 %, pour S << 1.4D et la différence absolue est
inférieure & 0.0066 dans la région S < 3D. La fig. 2 représente les fonctions

et dont la différence relative est inférieure & 5 9 pour S << 2D, et 'écart
W oP
moindre que 0.0162.

1
o.75
0.5
Fit)
025 Y, Fo /l/ ______
Flt] ool
5.2
s { 2 fx 5 77L

/)w/[/ ““““““

Fig. 2. Les densités de probabilité p(S) et pw(S).
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M. L. Mehta a mis au point une méthode de calcul de la fonction I,,(0),
donnée sous forme de déterminant (M.54) & l'aide de laquelle s’exprime F.
La convergence est rapide et pour m = 8, la courbe de F se superpose a celle
qui est donnée fig. 1.

II propose de représenter la fonction F dans la région S < 2D par la forme
(14at?)~= exp(—%£2), qui réalise une meilleure approximation que Fy, si 'on
prend « = 1.003 et a = 0.078.

Je remercie le Professeur C. Bloch et Monsieur M. L. Mehta de I'intérét qu’ils
ont pris A ce travail, ainsi que Mademoiselle N. Castille du Bureau de Calcul de
Saclay pour les résultats numériques.
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UNE FAMILLE A UN PARAMETRE D’ENSEMBLES UNITAIRES
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91, Gif-Sur-Yvette, France
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Abstract: A one-parameter family of unitary matrix ensembles is studied. We define the ensemble
E,(z) of unitary random matrices, whose eigenvalues are ¢; = exp 27ig;, by the following joint
probability density:

2

le,—¢;
P(e e, ... ¢g)de,do,...do, o ] ,‘——L‘ de,de, ...do,.

i<jle;—zg;

It realizes a continuous interpolation between the distribution of the eigenvalues in the Dyson
unitary ensemble E, for z = 0 and the uniform distribution of » random points on the unit
circle for z = 1. The thermodynamic analogy with a circular or linear classical repulsive gas at
temperature ! = } is developed. The isotherm § = 2 and the corresponding virial series are
exactly calculated. All the correlation functions are given in the limit of an infinite linear gas or
of an infinite series of levels. This model shows the short-range repulsion effect between eigen-
values but no long-range crystalline order, which is a strong characteristic of all ensembles so
far studied.

1. Introduction

Rappelons briévement les principes de la théorie des ensembles de matrices ' ap-
pliquée a ’étude des spectres complexes. L'expérience donne certaines séquences de
niveaux d’énergie successifs de systémes atomiques ou nucléaires; ces niveaux sont
assez nombreux pour que leur densité soit définissable et varie continliment avec
Iénergie d’excitation totale du systéme. Les spectres peuvent étre dits complexes a
un double point de vue: la complexité est celle de I'interaction réelle entre les parti-
cules composant le systéme d’un nombre élevé de degrés de liberté; elle est aussi celle
du probleme de la détermination des valeurs propres de ’'Hamiltonien, si ’'on sup-
pose connu le potentiel d’interaction.

L’ignorance des lois d’interaction ou des raéthodes de résolution conduit naturelle-
ment & 'emploi de la méthode statistique. ici I'élément aléatoire est un systéme lui-
méme et non plus I’état du systeme comme en mécanique statistique ordinaire. La
nouvelle mécanique statistique des ensembles de systémes considere un objet parti-
culier, par exemple un noyau atomique d’énergie a peu pres définie par le mode
d’excitation, de spin, parité et autres constantes absolues définies, comme un élément
représentatif d’un ensemble auquel est associée de fagcon naturelle une probabilité a

T Pour un exposé général, voir par exemple celui de Rosenzweig ') ou l'article d’introduction de
Porter ¢).

Nuclear Physics 85 (1966) 545-575
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priori. Le role de I'ensemble est de permettre une définition plausible, ou méme
unique, de I’équiprobabilité. L’expérience permet alors de voir dans quelle mesure
I’objet observé s’écarte de ’élément moyen de I’ensemble, dans quelle mesure 1’écart
est compatible avec la variance théorique, etc. .. C’est, résumé, le point de vue ex-
posé par Dyson dans sa théorie statistique des niveaux d’énergie des systemes com-
plexes %).

Comme d’habitude en statistique, avant de pouvoir arguer de son ignorance, il est
nécessaire de tenir compte de ce que 'on sait. On a vu comment les constantes ab-
solues du mouvement entraient dans la définition de ’élément de I’ensemble, mais
il faut tenir compte aussi des constantes approchées: la séparation des raies spectrales
dile a une faible perturbation introduit une complexité apparente qu’il faut réduire,
par exemple en remplagant chaque multiplet par son centre de gravité *). Enfin, la
connaissance des propriétés de symétrie des systemes actuels permet de placer tout
ensemble dans 1’un des trois types suivants: orthogonal, symplectique ou unitaire > #).
Par exemple: ensemble orthogonal de systémes invariants par renversement du sens
du temps et de spin entier, ou bien invariants par rotation; ensemble symplectique
pour le spin demi-entier; ensemble unitaire de systémes sans invariance par renverse-
ment du sens du temps.

A la suite de Wigner, on a d’abord étudié les ensembles gaussiens. Des matrices
symétriques réelles °) ou hermitiques ®) représentent directement les Hamiltoniens,
dont les lois de distribution résultent de I’hypothése que dans toute représentation
physique les éléments de matrice sont des variables aléatoires indépendantes. Une
hypothese analogue suffit aussi pour les ensembles de matrices complexes non hermi-
tiques **).

Pour réduire ’arbitraire d’une telle hypothése d’indépendance, Dyson 2) introduit
des ensembles de matrices unitaires en correspondance biunivoque avec les Hamil-
toniens de sorte que, localement, la distribution des valeurs propres d’une matrice
unitaire sur un arc du cercle unité, soit identique a la distribution des valeurs propres
de ’'Hamiltonien correspondant sur un segment de ’axe réel. L'introduction des es-
paces de matrices unitaires qui ont les propriétés de symétrie des Hamiltoniens per-
met de définir la probabilité & priori d’une matrice de ’ensemble avec la seule hypo-
thése suivante: cette probabilité est invariante dans tous les automorphismes unitaires
qui conservent la symétrie.

Prenons par exemple I’ensemble circulaire des matrices unitaires symétriques S.
L’automorphisme S — W'SW ol W est unitaire préserve la symétrie, et il existe une
seule mesure u(S) dans I’espace des matrices S qui soit invariante par W.

Cette hypothése maximale d’équiprobabilité & priori de S et de W' SW traduit le
fait de I'ignorance totale en dehors de la symétrie de S, mais elle n’est évidemment
pas nécessaire. C’est pourquoi on a pu considérer des ,,ensembles généralisés™
fournissant des modéles, propices au calcul, qu’il peut étre intéressant de comparer
aux distributions observées.

t Voir le “fixed strength ensemble” de N. Rosenzweig, réf. ¢), et les réfs. 7-10),
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Si I'on abandonne I'hypothése d’indépendance, dans le cas des matrices symé-
triques réelles, en ne gardant que ’hypothése del’invariance de la loi de distribution
par changement de repére orthogonal, on obtient une loi du type

P(Ai 2y .o X)) =f(Aidy. .. /1,,)']:[. |4 — 4],
i<J
pour la probabilité d’une matrice de valeurs propres Ay, 4,, ..., 4,. Ici f(4; ... 4,)
est une fonction positive et symétrique des valeurs propres. On a pu étudier aisément
les cas ol fest factorisé sous la forme f(4, . .. 4,) = []=1 g(%). On a spécifié encore,
en prenant pour g(+) une fonction poids des polyndmes orthogonaux classiques. Le
cas g(A) = exp— 2% est celui de Wishart.

Le modele proposé dans cet article est une sorte d’extension du mod¢le unitaire de
Dyson. Soit S une matrice unitaire de valeurs propres ¢, = exp2nig;, k = 1,2, ..., n.
On sait qu’il existe dans I’espace des matrices unitaires une seule mesure invariante,
et donnant la probabilité élémentaire pour que les angles ¢4, @, . . ., ¢, solent com-
pris entre ¢, et ¢, +do, 0, et @, +d@,, .. ., etc; c’est la suivante:

Pdo,de, ...de, o []le;—¢;*de; . . . do,.
i<j
Abandonnant I’hypothése d’invariance par les translations a gauche, on peut
,.généraliser” cette loi en prenant

Pde,...do, = (@1, 0ss..»0) []le—¢l de, ... do,,

i<j
ol f est seulement fonction de la classe de S, c’est-a-dire fonction symétrique des
angles @, @,, . . ., Py

Dans ce qui suit, nous étudions ensemble E,(z) défini par la loi de probabilité
suivante, dépendant d’un paramétre réel z compris entre O et 1:

2
&;—

14

& — ZE;

£.
P((Pl,(Pz,...,(Pn)OCH . (11)

i<j

Pour I'exposé, plutét que de partir directement de la loi de probabilité (1.1) nous
préférons montrer d’abord, & défaut d’une hypothése justificatrice, comment une telle
expression peut tomber sous la main; c’est 'objet de la section 2.

Comme pour les ensembles de matrices unitaires avec le gaz de Coulomb, I'analogie
avec un gaz circulaire ou linéaire développée section 3 est utile pour Pintuition de la
loi de probabilité étudiée. Les propriétés analytiques des grandes fonctions de par-
tition permettent de montrer Péquivalence thermodynamique du gaz linéaire et du
gaz circulaire. Dans la section 4 nous considérons la loi de probabilité (1.1) comme
définissant un ensemble de matrices unitaires, faute de savoir, & partir d’une hypo-
thése générale, suivre la démarche inverse. La distribution (1.1) dépend d’un para-
métre. Elle fournit une interpolation continue entre la distribution des » valeurs
propres d’une matrice de ’ensemble unitaire de Dyson et la distribution uniforme de
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n points sur le cercle unité. Les fonctions de corrélation d’ordre fini sont toutes cal-
culées a la limite d’un nombre de niveaux infini, mais le probléme du calcul pratique
de la distribution des espacements des niveaux voisins n’est pas résolu.

2. Préliminaires: Une Simple Equation Intégrale
2.1. DEFINITION

Nous considérons I'équation intégrale linéaire et homogeéne

M
{

JO Np. @ )f (@) = 2f(@), O0=¢

1A

(2.1)
Le noyau K, dépendant d’un parametre z réel compris entre O et 1, est le suivant:

K(p,¢') = [1—ze07 71 (2.2)
il est hermitique, du type d’Hilbert-Schmidt. Du développement uniformément con-
vergent par rapport a ¢ et ¢’

I\((,D, o ) _ Z Z" 2~rm(p - 2ning’ , (23)

il résulte que la fonction propre du noyau K, £,(¢) = e*™*, appartient & la valeur
propre 4, = z" pour n = 0, et que pour n < 0, f,(¢) est fonction propre pour la va-
leur propre 4 = 0, qui est donc infiniment dégénérée. Le systéme de fonctions e*™"*
étant complet dans L?(0, 1), nous obtenons tout le spectre de K.

2.2. NOYAU RESOLVANT ET DETERMINANT DE FREDHOLM

introduisant un paramétre de développement {, nous définissons le noyau résol-
vant comme [ (@, @'):

I =(KQ+(K)™", (2.4)
ce qui donne d’apres le paragraphe 2.1

- ’ ad Czn nin(@ — @’
[((p,(p)zz . ;ez (0=e") (2.5)
n=01+4(z

et le déterminant de Fredholm du noyau 14 (K:

'f J dq)l v d(Pn det IK((P” q’j)ln’ (26)
n= 0 n

ou la notation dét [K(¢;, @;)l, est ainsi définie:

‘K((Plaq)l) ) K((pl»(f)n)l
dét |K(@;, @)y = | K(soz, <p1) K(q)z, con

1 K((P,,, @l . K((P,,, (pn)
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Puisque K est borné, Q({) est une fonction entiére de {. C’est méme une fonction de
genre 0 d’aprés un théoréme de Mercer !?) sur les noyaux positifs. On obtient donc
le produit infini suivant pour Q({):

o) = [1(1+¢2") 2.7

Cette formule sera démontrée aussi sect. 2.4 par un calcul direct dont la méthode
sera utile pour la suite.

2.3. LES COEFFICIENTS DE Q({)

Nous écrivons

00 =Y “a,, (2.9)
n=0n!
avec
1 1 ’
qn = f .. f do, ...de,dét |K(e;, ¢)l,- (2.9)
0 0

Développons d’abord dét|K(¢;, ¢;)|. Nous introduisons la notation ¢; = exp 2nigp;,
qui permet d’écrire

1

| —ZEiSj n
D’aprés un lemme di & Cauchy '#),
déti Ub A %A - 3) @2.11)
L=x;yjin [T(1=xy))
)
ou 4 est le produit des différences
A(x(X5 ... x,) = H (x;—x;).
i<j
Appliquons ce lemme en prenant
X; = &, Vi = Zgi—l = 28?‘;
on obtient
Ay Y2 = Z%n(n_l)A*(Sﬁz e ),
[T(=xp)) = (1= [T (A =zeie7 ),
i J L#J
et enfin
| [ In(n—1) ‘ . ~12
dét|— 1 7 TR (2.12)
l—zsia;1 (1—z)" i<j \si—zsj;
On peut écrire aussi, en posant Y (z) = [[;<;(&—z¢;),
In(n—1) *
P I A4 (2.13)

i—zee; | (1—2) W(2WX2)



30 TRAVAUX DE M. GAUDIN

d’ou la seconde forme du coefficient g,:
zn(n— 1) AA*
g, = J j do,...do, - . (2.14)
(Zzy V)
Une troisieme forme s’obtient en revenant aux angles ¢;:
Posonsz = e %', 7 réel et positif,
‘8,‘_81']2 = 4sin’ (@, — ;)
|8,-—28j|2 = 4e”?'[sh’y +sin’ (@, — ;)]
d’ou l'on tire 'expression
in{n—1) % -1
: AA h n
SR N [1+ > J’-v] : (2.15)
i< sin n((p, ®;)

et la troisieme forme du coefficient ¢,

e Fae gt [ O] e

2.4. CALCUL DE ¢, ET DE Q()

D’aprés la définition (2.9) et Pexpression (2.10), le coefficient de {" dans le déve-
loppement du déterminant de Fredholm Q({) s’écrit ainsi:

\
= 'f f do,...dp,dét| — !
n! n 11—

Pour |z| < 1, on développe le détcrminant de I'intégrant en série multiple normale-
ment convergente:

s Loy (i) (e (1)
1—259“1[ 7 e, & .

=3 ZI(P)’N'H- A (SPI) (SPZ) o (gi’") N (2.18)
x; =0 81 82

= £

: (2.17)

n

La somme porte sur toutes les permutations P d’ordre n de signature I(P), et sur toutes
les suites de n entiers a«,, a,. . . ., %, positifs ou nuls. Portant (2.18) dans (2.17), la
convergence normale permet Uintégration terme a terme et 'on obtient

1 .|
0, = ~ Z Y I(P)z ntat. J .. J do, ...de,es ey L e T
nlaizo P 0 0
(2.19)

Chaque intégrale relative a la permutation P vaut

(3(0(1 —O(Pl)é(aZ_cxPZ) v (S(O(n_aPn)
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et aprés sommation sur P on obtient

1 o 1
0, = b Zoz“l+--~+ " dét [o(o; — o)l (2.20)
Or dét|o(x;—«; )| s’annule dés que deux o sont égaux, et vaut I si les « sont tous
distincts, on peut écrire
Qn — Z za1+12+...+1,,. (221)

Ofa1<az2<...<oy,

On en déduit immédiatement la fonction génératrice

[ee}
200, =TT (1+L2%).
n a=0
C’est Ie résultat énoncé formule (2.7). On peut aussi effectuer sur 'expression (2.21)
de Q, les sommations successives SUr o, «,_q, . . ., %;, on trouve
2 n—1 n
q z z z i Sa(n—1 1 .
In_ Q0 = S - = 70D — (2.22)
n! l—z 11—z 1—z 1—z k=1 l—z

Compte tenu des expressions (2.13), (2.17) et (2.22) on a le résultat suivant:

[ ! Ad¥(e ey .. 8) L 1—z
S do, ... do, =77 —Z%. 2.23
n!L fo ¢ v Y(z)*(z) klzll 1z (2.23)

2.5. REMARGUE SUR L’EGALITE (2.23)

Le premier membre de I’égalité (2.23) se présente comme la moyenne sur le groupe
unitaire & n dimensions de la fonction de classe [/(z)y*(z)]™ . En effet, si U est une
matrice unitaire a n dimensions de valeurs propres ¢;, &,, . . ., &, la quantité yy* =
Hi<j|8i—23,-|2 n’est évidemmant fonction que de la classe de U.

L’expression |A4(g, . . . ¢,)|*de, . .. de, est 'élément de volume du groupe dans le
voisinage de la classe ¢4, ..., &, défini par les angles do,, ..., dg,. Une intégrale
analogue a (2.23) fait ’objet du chapitre sur le polyndme de Poincaré ' dans le livre
de Weyl sur les groupes classiques. Weyl donne une méthode de calcul die a R.
Brauer pour la valeur moyenne sur le groupe unitaire de la quantité Y (z)y*(z), alors
que dans (2.23) c’est I'expression inverse qui intervient. L’égalité (11.4) de Weyl '
est la suivante:

2k—1
—Z

1! ! . A |
#ff dp, . . . dp W AP =] ——
n'Jo 0 k=1 1

. (2.24)
La formule (2.23) lui est vraiment analogue, bien que beaucoup plus simple & montrer
que (2.24) pour laquelle un calcul direct parait difficile. On peut d’ailleurs aussi dé-
montrer la formule (2.23) en suivant la méthode de Weyl et de Brauer. Puisque les

T Voir ref. 14), Chap. VII sect. 11.
t Voir ref. 1%), Théoréme VII 11 A.



32 TRAVAUX DE M. GAUDIN

intégrales (2.24) et (2.23) ont un lien étroit avec la théorie du groupe unitaire U, il
peu étre intéressant de rappeler comment elles s’y rattachent.
Soit S une matrice de U,. La répresentation adjointe A(S) opere dans I’algebre de
Lie G, du groupe U,:
A(S): x - SxS7!

ol x est une matrice infinitésimale de U,, ¢’est-a-dire xeG,. Calculons le déterminant
de 1—-zA(S); il ne dépend que de la classe de A(S), donc seulement de celle de S.
Soient ¢4, . . ., g, les valeurs propres de S. Soit x;, une matrice de G,, elle est trans-
formée par A(S) en (SxS '), = xu&e& '. Les valeurs propres de A(S) sont donc
les n? nombres g ', d’ou I'on déduit

dét |[L—zA(S) = [T (1 —zgeer ') = (1—2)yy™. (2.25)
i,k
L’égalité (2.23) peut donc se mettre sous la forme
S|
dét) ———— 1 > = e 2.26
< 1—-zA(S) ? kIJ1 1-2* (2.26)

ou les crochets signifient: valeur moyenne sur U,.

3. Un Gaz Classique a Une Dimension
3.1. ANALOGIE THERMODYNAMIQUE

L’analogie est évidente entre I'expression (2.16) de g, et la fonction de partition
d’un gaz classique de n particules réparties sur un cercle de rayon 1, se repoussant deux
a deux selon une loi de force dépendant de la distance. En effet, si les particules sont
repérées sur le cercle unité par les angles 2n¢p,, 27¢,, . . ., 2n@,, 'expression (2.16)
peut €tre écrite sous la forme

1 1 1
= — dl n - i— Yjilss 5‘1
n (1_Z)nf0 fo @y .. do,exp { ﬁi;j V(ei—@,)} (3.1)
avec
h2
BV(p,—¢,) = log (1+ —f%v—‘) - (3.2)
sin“n(@, —@,)

L’identification entre (2.16) et (3.1) n’est donc possible que pour une seule tempé-
rature, d’ailleurs arbitraire. Nous choisissons = 2, a cause de la ressemblance
étroite avec le cas du gaz purement coulombien a la température inverse = 2, ce
qui paraitra clairement dans la suite.

Au facteur (1 —z)~" prés, I'expression (3.1) est bien la fonction de partition d’un
gaz classique de particules sur un cercle, que nous pouvons appeler gaz circulaire.
Le potentiel & deux corps défini par la formule (3.2) dépend d’un parametre y lié a la
quantité z par la relation z = exp{ —2y}.
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En fonction de la distance x entre deux particules 1 et 2 de coordonnées angulaires

@, et ¢,, on peut écrire
. h?
V(x) = 1 log (1+ STXZ) : (3.3)

avee
x = }lsin n(e, —@,)|.

Pour un gaz a une dimension c’est un bon potentiel, de type répulsif. A courte dis-

tance, ou pour les grandes valeurs du paramétre de portée y, il est semblable au po-

tentiel coulombien entre deux charges unités en electrostatique & deux dimensions.
En effet, st ¢, —@, =~ 0, on obtient

2
sh”y ~ log1 + const. (3.4)

V(g1 —~9¢,) & $log —————
sin” 7(@, —@5) x

Enfin, 4 longue distance, il décroiten x~* dés que 'on a 1 > x >> y, et la répulsion
coulombienne disparait.

3.2. LE MODELE LINEAIRE

Afin d’étudier commodément les propriétés thermodynamiques du systeme en
question a la limite d’un grand nombre de particules ainsi que les diverses corrélations
a I’échelle de la distance moyenne de séparation, il est utile de transformer le modc¢le
circulaire déja défini en un modé¢le linéaire. Considérons n particules en interaction
sur un segment de droite de longueur L. Soient sy, 55, . . ., 5, leurs abscisses et a une
longueur. Dans P'expression (3.1) de la fonction de partition ¢, du gaz circulaire,
effectuons le changement de variables

Py = Si/L’
et le changement de parameétre
y = nalL, z = exp—(2na/L). (3.9)
On obtient une nouvelle écriture de g,,:
L L
q, = [L(l—z)]"”f .. f ds;...ds,exp {—=B ) Vi(si—s)}, (3.6)
0 [0} i<j
avec la définition suivante de V:
s*(ma/L) |
sin?(n(s, —s,)/L))

Vi(si—s;) = §log {1+ . (3.7)

Le second membre de 1’égalité (3.6) est proportionnel a 1a fonction de partitiond’un
gaz linéaire de n points dans le volume L, en interaction par le potentiel a deux corps

V. donné par la formule (3.7). Ce potentiel ¥ a le défaut de dépendre du volume L.
Cependant lorsque L augmente indéfiniment, ¥, (s, —s,) tend uniformément dans tout
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intervalle fini vers une limite V(s; —s,):

lim Vy(s) = V(s) = % log (1+ %;) . (3.8)

L—ow

Notons aussi que le facteur [L(1—z)]7" figurant dans la formule (3.6) est sans im-
portance puisqu’a la limite nous avons

L(1-z)=L (l—exp— 2261) - 27a.

Nous définissons maintenant le modéle linéaire construit avec le potentiel limite V(s)
donné par (3.8) et nous appelons g, la fonction de partition de ce mod¢le linéaire:

1 L L
7, = f ...stl...ds,,exp{—ﬁ Y V(si—sp)}
a)'Jo 0

(_2” i<jzn
S JL...desl...ds,,H —(S‘;S’)—z— (3.9)
2na)"Jo 0 i<ja’+(s;—s;)

La question se pose alors de ’équivalence thermodynamique du modéle circulaire
ou périodique dont la fonction de partition g, est donnée par (3.6) et du modcle
linéaire dont la fonction de partition ¢, est donnée par (3.9). Ces deux modéeles ne
différent au fond que par les conditions aux limites. Pour le voir, supposons que nous
ayons eu affaire a un gaz quantique avec le potentiel ¥, dans le volume L. Au lieu de
confiner le systéme dans le volume L, nous aurions pu lui imposer des conditions de
périodicité L en remplagant le potentiel réel F(s) par le potentiel périodique Vp(s)
ainsi construit *7):

+
Ve(s) = Y V{(s+kL). (3.10)

k=—o0

Dans le cas présent, on trouve justement

Ve(s) = Vi(s). (3.11)

Le modéle circulaire correspond donc exactement aux conditions aux limites pério-
diques. Comme nous ne savons pas en général dans quelle mesure les conditions aux
limites périodiques altérent les propriétés thermodynamiques, nous avons établi
I’équivalence des deux modéles en utilisant les propriétés analytiques de la grande
fonction de partition '?) ainsi qu’un résultat de Penrose '°) applicable au potentiel
intervenant ici.

3.3. EQUIVALENCE DES MODELES CIRCULAIRE ET LINEAIRE

Nous introduisons les grandes fonctions de partition des deux modeéles, développées
en puissance de la fugacité {. Pour le gaz circulaire cette grande fonction de partition
est identique a la série Q({) donnée par les expressions (2.7) et (2.8), d’aprés I'ana-
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logie développée au paragraphe 3.1:
0 Cn e 2] "
o) =5 >q,=]]0+L"). (3.14)
n=0 n! n=0
Pour le gaz linéaire, nous définissons de méme Q({) a ’aide des fonctions de partition
g, données par les expressions (3.9):

GED)

n

vt

; (3.15)

P

= |

La pression et la densité du gaz circulaire, a la température inverse f = 2, sont don-
nées par les limites suivantes:

pp(0) = lim L™ " log Q(0), (3.16)
p(0) = lim ¢ L™V log 0(0), (3.17)
Lo ég

pour les valeurs réelles et positives de la fugacité ¢.

On a les formules analogues pour p({) et §({) dans le cas linéaire. Nous montrons
dans cette section

(i) que les limites (3.16) et (3.17) existent et définissent des fonctions holomorphes
de { dans le plan complexe privé de la demi-droite réelle [— o0, —1],

(i1) que I'on a la relation p({) = {(6/00)pp({),

(iii) que les deux modéles sont équivalents a la limite thermodynamique, en ce
qui concerne I’équation d’état f§ = 2:

p() =B, o) = A

3.3.1. Propriétés analytiques des fonctions Q(() et §({). Dans le cas circulaire,
les propriétés analytiques de Q({) et la limite thermodynamique sont évidentes grace
a la représentation (3.14). La fonction Q({) est une fonction entiére de genre 0, dont
tous les zéros sont réels, négatifs, inférieurs & — 1, et situés aux points —exp(2nan/L ),
n=0,1,2,.... Lafonction L™' log Q est analytique sur tout compact C extérieur
a la demi-droite réelle [— oo, —1]. L’expression

L™ 'logQ = L' log [1—{ exp (—2man/L)]

n=0

peut étre considérée comme une somme de Riemann qui converge pour chaque {
sur C vers 'intégrale

f log [1—{ exp (—2nax)]dx.
0

Cette intégrale, fonction analytique dansle plan { privé de {Im{ = 0, Rel < —1}, est
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donc aussi limite uniforme de L™* log Q(¢{) sur le compact C. On a donc

Bp(0) = f:log [1—{ exp (—2max)]dx, (3.18)

et I'interversion des opérations dérivation et lim, _,,, est possible:
. 0
p(0) =¢ P Be(0)- (3.19)

Passons maintenant a la fonction §({) du gaz linéaire. D’aprés les définitions (3.9)
et (3.15) nous avons le développement suivant:

() = i 1 (i)"f+%L f+%Lds ds, ] (=)t (3.20)
n=0n! \2na/ J-1r —4L 1 "i<jzn a2+(si—sj)2

On voit aisément que J({) est le déterminant de Fredholm de I'opérateur intégral
1+{K,, avec le noyau K, ainsi défini:

1 1

—, 3L <s<iL,—3iL <5 <iL.
2 a+i(s—s')

Ki(s,s") =

11 suffit de remarquer, d’aprés le lemme de Cauchy, que 'on a l'identité

_(sims)’

i<jzna’+(s;—s;)’

a
a + i(Sk - Sl)

(3.21)

Or le noyau K,, défini sur I'intervalle L, est un noyau de Hilbert-Schmidt positif
puisque tous les déterminants qui définissent g, sont positifs. On en deéduit que o)

est une fonction entiére de genre 0, dont tous les zéros {, sont réels et négatifs. On a
donc

n=1

o) = ﬁ (1— é) . (3.22)

‘11 faut maintenant connaitre comment varie la distribution des zéros avec le volume

L et obtenir un domaine de convergence uniforme de L~ 'log 0(0) a Yorigine,
C’est-a-dire une borne inférieure du module —{,; du premier zéro. Nous utiliserons
pour cela un résultat dii 3 Penrose sur la convergence des séries de Mayer a volume
fini ou infini.

3.3.2. Convergence des séries de Mayer. Pour les deux modéles de gaz, on peut
appliquer la méthode de Mayer pour obtenir un développement de L™ " log Q.

Définissons comme d’habitude les fonctions

sh® (an/L)

(o1ms) = eI o . (323
Julsy=s)) = L sh? (an/L)+sin? (n(s; —s,)/L) G2

2
a

Jloims) = e ot = — (3.29
(5, —52)
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avec lesquelles sont sonstruites les intégrales associées aux graphes connexes de la
série de Mayer. Soient b,(L) et b,(L) les coefficients d’ordre / pour les gaz circulaire
et linéaire respectivement.

Nous savons déja d’apres les résultats du paragraphe 3.3.1 que la série

o] ¢ 1
1t00(0) = Y b1 (1) (3.25)
=1 2na
converge normalement, et méme uniformément par rapport & L, dans un disque de
rayon r inférieur a 1. D’apres (3.14) et (3.25), on obtient aussi directement les co-
efficients b,(L):

) ) __ -1 1
b(L) = (2na ’(,7),,,,__ —
Or nous avons

[LO-9]"" < [L(1=2)]7" = [L{t—e 5],
d’ou I'on déduit I'inégalité

Ib(L) < Qz’r‘;)i(x re), &> 0, (3.26)

valable pour tout /, en prenant L assez grand, par exemple supérieur a 2ra/e, d’oti la
convergence uniforme de 3.25 pour |{] < r < 1. Or les deux points suivants établis-
sent le contact entre les deux modeles: d’une part lorsque le volume augmente in-
définiment les coefficients b (L) du gaz linéaire ont une limite 5,(o0): en effet la fonc-
tion f est sommable sur [— oo, + o], et les intégrales de Mayer associées aux divers
graphes connexes sont absolument convergentes. D’autre part ’égalité des coefficients
des séries de Mayer & volume infini est démontrée en appendice:

b(o0) = lim b(L) = b(c0). (3.27)

On déduit alors de I’égalité (3.27) et de la convergence uniforme de (3.25) pour
|{] < r < 1, la pression du gaz circulaire

po(0) = lim L™ 1o 0(0) = 3 () (5=,

L—w

et la densité
o0 2 !
o() = Y 15(0) (L) o <1, (3.28)
=1 2na

a I'aide des coefficients b,(o0) du gaz linéaire.

Afin de pouvoir identifier les séries (3.28) a la pression ou a la densité du gaz
linéaire, nous utiliserons un résultat de Penrose !°), sur I'existence d’une borne in-
férieure du rayon de convergence R(L) de la série de Mayer. Dans notre cas, les

37
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hypothéses de Penrose se réduisent a ceci:

(a) V{(s) = 0 pour tout s,

+4L
(b) B(L)=( le #" —1jds existe. (3.29)

J—1L
La proposition (a) est vérifiée d’apres la définition (3.8) du potentiel V(s) du gaz
linéaire. La proposition (b) nous donne ici pour f§ = 2

+ o a2
B(L) < [ —— ds = ma.
2 2
- a"+S

La conclusion sur le rayon de convergence R{L) est I'inégalité

R(L) = 3D e (3.30)

dans un disque de rayon inférieur a R = 2/e.
D’ou, a la limite L — oo, la pression et la densité du gaz linéaire

Bi(S) =:151(OO) (2;,)1 (3.31)
0 = 3 1b (o) (if?;)

fonctions analytiques de ¢ dans le cercle de rayon R = 2/e. La comparaison des
séries (3.28) et (3.31) nous donne donc les égalités

p(() = pL),  p0) = p(C) pour [ <R (3.32)
D’ou I'identité de 1’équation d’état des deux modeles pour les valeurs de la fugacité
inférieures a 2/e.

3.3.3. Fugacité quelconque. Pour démontrer I’équivalence des deux gaz pour toute
valeur réelle positive de {, il suffit maintenant de montrer la convergence uniforme de
L~ log O({) sur les compacts C déja considérés pour L' log Q.

Considérons la densité a volume L du gaz linéaire

() = ¢ L log (1), (3.33)

!
U'\Q i

qui d’aprés (3.22) est une fonction méromorphe

i CL (3.34)
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Majorons g, ({) sur le compact C:
1~ e b 1
TP = -7y — Ly ———— (3.35)
”zlcn ”:lén(g"gn)
Soit y, la distance positive de C a I’axe réel. On a
s oy I N e
T < L Y S+ Ly
{ n=14¢, '70] n=1Cp |
Or,
&1 Tk L
— — = trace K, =f - . (3.36)
n=1{, -1 2na  2mna
Donc,
. 1K1y 1
IO < {1+ =) —. (3.37)
no/ 2ma

En tout point { du compact C nous avons donc

pud) <1 (14 )
Ho a

La famille de fonctions holomorphes g, ({) est donc bornée dans son ensemble sur C.
Or la suite p,({) converge dans le disque |{| < r < | vers la fonction analytique
p(L) = p({) définie par la série (3.28). Un théoréme de Vitali permet de conclure que
Ia suite §,({) converge uniformément sur C vers une fonction analytique g({) qui
prolonge donc la série (3.28) dans tout le plan complexe privé de la demi-droite réelle
[—o0, —1], a laquelle tout compact C est extérieur. Dans le domaine d’analyticité
de p({) ainsi défini on a

p(0) = p(0),
et par intégration de la suite g, ({)

#(0) = p(0); (3.38)
ce qui montre que les gaz circulaire et linéaire ont méme équation d’état, a la tempé-
rature inverse f§ = 2,

3.4. L'ISOTHERME f =2

A Yaide des expressions (3.18) et (3.19), nous obtenons pour la pression et la den-
sité

Bp =f log (14¢{e™**)dx, (3.39)
0
5 0 0 Ce~2nax .
p=C—(pp) = [ T dx. (3.40)
o€ Jo 1+4{e

39
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Nous obtenons donc

i
p = —log(1+¢), (3.41)
2na

et la fugacité en fonction de la densité
{ = exp (2nap)—1. (3.42)

L’élimination de { entre les relations (3.42) et (3.39) donne I’équation de la seule
isotherme f = 2 sous la forme

1 (2™ xdx

- , 3.43
hr 2raJo  1—e™* (3.43)
valable pour toute densité.
Aus faibles densités, nous avons le gaz idéal
Bp = p+0(p?),
et aux fortes densités un coefficient de compressibilité qui tend vers 3:
Bp = map®+ i + O(e™ ™). (3.44)
12a
On déduit de (3.43) le développement du viriel
- - Bl 21
Prlp = 1+31(2nap)+ )t =L (2rap)?, 345
i(anap)+ 3 () s (rap) (3.43)
ou les B, sont les nombres de Bernoulli: B; = %, B, = 4y, . . .. Cette série converge

pour ap < 1, ce qui correspond évidemment 4 une singularité non physique. La
borne inférieure du rayon de convergence donnée par Lebowitz et Penrose *°) est
égale a 0.289/2na = 0.046/a, & comparer avec 1/a.

On a verifié que les trois premiers coefficients du viriel calculés avec les graphes de
Mayer sans point d’articulation coincidaient avec ceux du développement (3.45).

4. L’Ensemble Généralisé E,(z)
4.1. DEFINITION

Wigner, puis Dyson, ont exploité I’analogie entre la distribution des charges d’un
gaz de Coulomb circulaire classique a la température f§ et la distribution des valeurs
propres des matrices de différents ensembles 18). Pour f = 2, on a 'ensemble uni-
taire E,, qui est uniquement défini par la propriété d’étre invariant dans les transla-
tions a gauche ou a droite par une matrice unitaire quelconque. Si s est un élément de
I’ensemble, de valeurs propres &y, ¢,, . . ., &, la seule mesure p(s) invariante a gauche
est I’élément de volume du groupe unitaire; la probabilité élémentaire de I’élément s



UNE FAMILLE A UN PARAMETRE D’ENSEMBLES UNITAIRES 41

dont la classe est définie par les ¢, est alors

1 2
Pu(sl “ e EH)d(Pl . dq)n = j 1_[ ]8i—-8jl“d(,01 “ e d(pn. (41)

n:.i<j
L’analogie thermodynamique vient de I’écriture suivante:

[Tlei—e)l* = exp (=B X W(pi—9))), B=2

i<j i<j
avec
W(Q’i“(/’j) = —log lgi_gjl,

qui représente le potentiel coulombien & deux dimensions entre deux charges-unités
d’affixes ¢; et ¢; sur le cercle de rayon 1; la fonction Py(e,, &, . . . €,) peut étre inter-
prétée soit comme une distribution de valeurs propres sur le cercle unité, soit comme
la densité en phase de I’état microscopique du gaz de Coulomb décrit sect. 3.

Nous définissons maintenant, par analogie précise avec le gaz circulaire €tudié
dans la section 3, un ensemble unitaire ,,généralisé”” E,(z) dépendant d’'un parametre
réel z compris entre 0 et 1. Contrairement a celle de ’ensemble unitaire de Dyson
E,(0), notre définition est arbitraire. On peut noter cependant que I’ensemble pro-
posé réalise une interpolation continue entre ’ensemble unitaire obtenu pour z = 0
et 'ensemble “‘sans corrélation™ obtenu pour z = 1.

Par hypothése, la probabilité d’une matrice unitaire s de ’ensemble E,(z) est pro-
portionnelle & dét|1 —zA(s)| " 'dwy ot dwy est I’élément de volume du groupe uni-
taire et ol la fonction de poids dét]l —zA4(s)|~* est définie au paragraphe 2.5 par la
formule (2.25).

La distribution des valeurs propres ¢y, &,, . . ., & dans ’ensemble E,(z) est donc
donnée par la loi normalisée
AA* l g—e; |2

DETTEi 1Y

ot le coefficient de normalisation est donné d’aprés (2.14) et (2.22) par les expressions

Ple,...5)=C : (4.2)

& —z¢;

C = -y b1 1F 1=z (4.3)
" (1-2)" q, nle=11—z .

Une troisiéme forme, commode pour les calculs, de la fonction P(e, . . . g,) est la
suivante, d’aprés (2.12):

(4.4)

P(g, ...¢,) = —dét
qn

1 } 1|
1—zee; ‘n.

4.2. DEFINITION DES FONCTIONS DE CORRELATIONS

Soit A(¢@) une fonction test définie sur I'intervalle 0, 1. Proposons nous de calculer
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la valeur moyenne de la quantité suivante dépendant du parametre ¢:

G = H (1+¢A(9) (4.5)

relativement & la loi de probabilité P(¢, ... @,).
On obtient aisément le développement en puissances de &

n

(G —kZO m f f do,...do, A((P1) A(‘Pk)

XP(Py - . Oy Prsy -+ Pu). (4.6)

Si la fonction de corrélation d’ordre k est ainsi définie:

Rlpy...00) = (n"k)J qu)kﬂ- .de, P(oy - .. ) (4.7)

la fonctionnelle (G> de 4 admet le développement

G = o k'f j de, ... doyRyo, .. (Pk)A((PJ) 'A((pk); (4.8)

Iexpression R.(¢,...@)do, ...dp, est la probabilité d’observer k niveaux quel-
conques situés chacun entre les angles ¢, et ¢, +d@;, ¢, et ¢, +de,, etc. . ..

On définit aussi les fonctions réduites Y, (¢, . . . ¢,) comme les coefficients de la
fonctionnelle log <G):

log <G> =2 Ok'f fd%- Ao Y@y - 0)A(@y) ... Alg).  (4.9)

Supposons d’autre part que nous voulions connaitre la probabilité de n’observer
aucun niveau dans l'intervalle angulaire —6, +0. Prenons £ = 1 et

A(p) = 0 si ¢ est extérieur a l'intervalle,

A(p) = 1 si ¢ est intérieur a 'intervalle;
la quantité

R =(G)y = <.1j1(1—A(<p.-))>

est évidemment la probabilité cherchée, et 'on obtient

( )kf f do, ... de Ry, . .. ). (4.10)

kok'

4.3, LA FONCTION DE CORRELATION D’ORDRE 2

D’apreés la définition (4.7) et ’expression (4.4), nous obtenons pour la fonction de
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corrélation a deux niveaux

1 el 1
Ry(ey, 8,) = @q——l)ﬁ). . f de;de, . .. de, dét (4.11)
" 0

1

1—288

La méthode de calcul utilisée sect. 2.4 pour la normalisation (formules 2.18
et 2.19) donne ici

R,(;,8;5) = l’l(l’t—l)q1 z ZI(P)Zm1+az+...+

=0 P

X
a1 ~-app 22— aAp2 an = apn
f f deo;...de,& &5 gy

e g L. g
e 1 g2Tr L, g
=n(n—l) Y gt ton 2 ) g 2 (4.12)
qn ai;O 5(0(3 —OCI) 0(0(3 —062) 1 o« .. (S(O(:; - O(n) * *
ay—oy) Sa,—ay) .. ... 1

On voit aisément que le déterminant est nul dés que deux entiers « sont égaux. Si on
les suppose tous distincts, le déterminant se réduit a

1—(g 85 1)y,

n(n_l) |: (81)‘11-‘12:| ap+ +a
R,(e;,8,) = —— 1— (2L S+ Fan
2( ' 2) q, aiéodzistincts &, (413)
ou encore

n! ze \*" /ze,\ 4 4
Ry(ey,8) =n(n—1)— — > 2R (——') =) oz T
d, e3<aa<...<an &y &y
ay <az distincts

On a donc

On est alors amené a effectuer les sommes sucessives suivantes:

az Ay
Z Z SEt o Faand (231) R PE R RETE L (282) SOttt
<&n

1Z2iA<pusn O0Za;<... &y &y
et on trouve
2 n—pu n—-u+1 n—2i,
z oz z Z"H T e, ey " e, ey
1gi<usnl—z1—2% 1=z""F1-z"""*1g, /e, 1—z""%¢,/e,
Zn—).+1 Zn—l 1
x {_gnmAtl T 1 l_z—n ;
Aprés division par g,, on obtient pour R, (g, &,)
Sk

Ry(ey, &) = n(n—1)-2 y H

1£A<u=n k (81/82)—2
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On vérifie sur cette expression que R, ne dépend que de la différence ¢, —¢,, et que
R, s’annule avec cette différence.

4.4. LA FONCTION DE CORRELATION DU GAZ LINEAIRE INFINI

Nous supposons que le nombre n de particules ou de niveaux augmente indéfini-
ment, tandis que leur distance moyenne D tend vers une limite finie.
A la limite n — oo, nous posons comme sect. 3.2
n 1 .
—=p=—, z = exp (—2na/L), & = exp (2mis,/L).

Les fonctions de corrélation r.(sq, s, ... s,) du modéle linéaire infini sont définies
k\P1s 02 k
par I’équivalence pour n — o0:

1
— 1818y . .. s )dsyds, ..o dsg = Ry(@, ... ¢ )de, .. . do,,
Dk

d’ou Pexpression de r,(s; —s,) que nous écrivons sous la forme

2 u—1 e(Znis/L)_l —1
ro(s) = 1— lim 2 : [1+ ‘} L (414)
2( ) n- o n n—l) AZ:M k=2 L(l_e—(Znak/L))

La quantité s restant finie, de I’ordre de la distance D, on obtient

. op—1
ry(s) = 1— lim # 2 Y exp {— 2mis Y (l—e_z"“"”‘)_l} ,
nao  n(n—1) 1=i<uszn L K= J
c’est-a-dire en posant A/n = x, u/n =y
y
ry(s) = 1-2% dxdy exp {—2nipsj dé(l-—e_z"“”g)_l} .
O<x<y<l1 x

Apres intégration de la phase de I’exponentielle, et symétrisation en x et y, on trouve
2

1
ras) = 1— U dx exp I:iilog (ez"“""—l)}
0 a

(4.15)
On peut modifier 'expression (4.15) en introduisant la quantité v ainsi définie:
v = log % = —log (e*™" —1). (4.16)

D’ou la forme de la fonction de corrélation 4 deux niveaux
ry(s) = 1=Y,(s),
D 2
Yy(s) = (‘—‘)

o0 2
f O -iosa (4.17)
2na

v e?+1 E
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Le facteur de forme 4 deux niveaux ou transformée de Fourier de Y, a I’avantage
de s’exprimer a I’aide de fonctions élémentaires. En effet, pour

+ w
b(k) = ;5 f Y,(s)e** ds (4.18)
on obtient
b(k) = EJ dxf dx'(e*+1)71(e¥ +1) 7 18(x —x' — ka),
271?(1 v v
et enfin

b(k)=lwl {3 et jog [14e” Kl (2P — )] —e ¥H7) . (4.19)
2 sh (|k|a) \2ra

Ce facteur de forme a P'interprétation suivante: Définissons les sommes

pe = 3, & = exp 2mike)), k=0,1,2,....

=1

On a d’apres (4.7)
+1
pxp-1) = Oy [”""“%f ,SkRz(S)d(P] .

A la limite n —» oo et pour k& # 0, on obtient

. 1 1 T niks/Dn
tim 1 (pp_> = b [1— : f g2riks/D Yz(s)ds} ,

n—>w R —®

c’est-a-dire pour k # 0, n trés grand,

2n k 1
— 2 = = 2y, 4.20
1-b ( n) . {pel™> ( )

Les sommes p,, ou plutdt les sommes partielles, sont faciles a construire quand on
connait une série de niveaux expérimentaux E;:
pr = ). exp iwE;, =nD—w,
i 2n
et permettent d’atteindre le facteur de forme b{®), moyennant certaines corrections.
La connaissance de la corrélation 4 deux niveaux permet de préciser le rdle du
paramétre a. Nous savons déja que « est la distance au-dessous de laquelle I'inter-
action entre deux particules du gaz linéaire devient coulombienne. Au-dela de a le
potentiel coulombien est en quelque sorte compensé. Etudions d’abord les deux limites
a/D trés petit qui correspond A un potentiel trés faible c’est-a-dire a des particules
presque indépendentes, et a/D trés grand qui correspond 2 la limite z = 0 ou le
potentiel est coulombien sur une longue portée a.
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(i) a/D — 0. La quantité v définie en (4.16) est trés grande, on peut €crire pour

<2,m> wv o[- 1170

e BV _ 1.

2

X

Ya(s)

b

Q

a+s

Ce résultat était attendu pour un gaz dilué. A la limite @ = 0, on a Y,(s) = 0.
(i1) a/D — «©,v oc —(2na/D) - —oo. Dans ces conditions, le facteur (e”+1)~

coupe l'intégrale a w ~ O et I’'on a

21 po
Y,(s) = (g) 'f e dg
27na ‘ —2na/D

Donc, pour a/D tres grand, Y,(s) tend vers la fonction de corrélation correspondante
dans 'ensemble unitaire, telle qu’elle est donnée par Dyson (réf. 2!), section II1).

Une différence importante entre la distribution des valeurs propres dans ’ensemble
E,(z) et dans 'ensemble unitaire limite E, tient & ’absence d’un ordre de type cris-
tallin dans le premier cas. Le facteur de forme 5(k) a pour seule singularité une dis-
continuité de la dérivée premiére en k = 0, qui donne une corrélation a longue por-
tée en s~ 2, mais il n’y a pas le facteur périodique de période D qui existe dans le cas
limite ¢ — oo. Ce fait important vient de ce que le potentiel répulsif entre les niveaux
n’a pas la portée infinie du potentiel purement coulombien. Ce phénoméne d’ordre a
longue distance indiqué par I’oscillation persistante de la corrélation & deux niveaux
est distinct du phénomeéne de régularité de ’ensemble des niveaux, remarqué par
Dyson, bien qu’ils aient leur origine commune dans le potentiel purement coulom-
bien. Pour le voir, on pourrait étudier la régularité des valeurs propres ¢ dans le mo-
dele circulaire en répétant le calcul de Dyson sur I'écart moyen entre les distributions
des ¢ sur le cercle et les sommets d’un polygone régulier de n cOtés; une quantité pou-
vant servir de mesure a cet écart est la suivante:

P inz(ns/ll)
(D)

- 1——<|£ iexp 2ni ((pk— E)lz%

nk=1 n
qui dans ’ensemble unitaire est de 1’ordre

o~ Iofgiﬁ
n

Dans I’ensemble E,(z), on trouverait
2 x L (b(0) 1)
n

ou H(0)—1 est un coefficient fini, lorsque a/D est fini. Pour z = Ooua = o0, b(0) = 1
et le terme dominant de 6 n’est plus en 1/n, mais celui calculé dans I'ensemble uni-
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taire. On verra au paragraphe 4.6 que I'égalité b(0)—1 = 0 exprime que le gaz est
,.incompressible”, ce qui est une propriété du gaz de Coulomb.

4.5. EXPRESSION DE L’ENERGIE

La fonction de corrélation & deux particules permet de calculer ’énergie du gaz
linéaire a la température = 2, et par conséquent la dérivée pour f = 2 de la fonc-
tion de partition (3.9)

= [ e (25T V)
(2ra)’
D’ou Iénergie totale
, d .1 r ot p ,1
‘E(ﬁ) = - - 1Og qn = 7~ kn(n—l) J dsl © e ﬂxL (Sl 52) exXp 1_ﬁz 14 ’
ép Gn (2ra)"Jo i<y
et pour f§ = 2, Uénergie par particule
+
E_ L I/(S)R (s)ds,
n 2D
avec
V(s) =1 log( aﬂ)'
5/
On en déduit, 4 I'aide de la fonction Y,(s),
- +x 25
E_ra_ lj log (1+ f’;) ¥,(s)ds. (4.21)
n 2D 4D J - 57

Utilisant la transformée de Fourier de V(s) et de Y,(5).

pt o

+ o0 2 ) d s _
f log (1 + (Lz) Y(s)ds =J |g| (1—e~N)b(w),
—w \ N —~w [

et substituant pour b(w) 'expression (4.19) dans la formule (4.21), on obtient finale-
ment I’énergie par particule

g = E J dﬁ {4_ ]Og [1+e—w(e7na/D 1)] —e ol (422)
n 2D 2Jo o \2ra
4.6. LES FONCTIONS DE CORRELATION D’ORDRE FINI

La définition (4.7) de la fonction de corrélation d’ordre p et la methode du para-
graphe (4.3) fournissent la série multiple

| L
1 n! —oy 1 oy —a
/ . . ot tan 87 82
R (eyes...e) = - (4.23)

g, (n—p)! «z0 distinets
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ou encore
16 @ - o
Ry(ey...¢,) = o YNz T et e T s (4.24)

la sommation Y ® porte sur les permutations des ¢, la sommation Y @ s’effectue de
proche en proche sur oy, o5, . . ., &, pour chaque imbrication des deux suites de va-
leurs distinctes de oy, a5, ..., 0, €t 0,44, %pys, ..., %,. On obtient, apres division
par Q,,

&)

RP(EISZ...8P)=Z z ZI(P)
0§/11<112<...<}.p<n P .

1—zM 1—z%

A1Zk1<2z (81/81;,)—21“ A2Zka< i3 (81 82/8P1 SPZ)—ZkZ o

1—zke-1

lp—lékp—1<),p (81 PR 8p_1/8P1 PR 8PP‘1)_ZkP—1

(4.25)

Afin de poursuivre le calcul, nous passons a la limite infinie. On obtient a 'aide de
(4.14), en désignant par Y © une sommation sur les permutations des s,

(s)

Fp(Sy ... 8,) oC ;}17'2 > ;I(P)

0gA1<...<Aip=En

2ni 421 A3—1
xexp—L~ {(sp1—51) 2 (1—e " )" g (sp, +5p2 =5, —53) Y (1—e™2rek/iy=1
I &

+ o (Spr e FSp, s — L —s,) Y (T—e TP TIY (4.26)
ip
A la limite thermodynamique on obtient, s, . . ., s, restant finis,
(s)
ro(S18y . s, =Y dx, ...dx, > I(P)
0<X1<...<XP<1 P

x exp (2ri/D) {(SPl—Sl)f dx(1—e™ 27! +(sP1+sP2—s1—sz)f T }

(s)
=J dx,...dx, Y > I(P)
0<x31<x2<...<1 P

X exp {i Sp1 =51 €XP (2rax,/D)—1 48P S2  €XP (2max,/D)—1 L ] -
exp (2rax,/D)—1 D exp (2max,/D)—1 J

Prenons comme nouvelles variables les w;, i = 1, 2, ..., p, définies par exp(Zrapx;)
—1 =exp(—w;), v < w; < o0, ou v est donné par (4.16):

(S)fw de, dw,

D
r(s...s)=(¥)
7t i 2ral Z v<wp<...<w;<w €m1+1 e‘“”-i—l
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(sk—

x dét | expi (5= 51 (w,— o))
a

s
p

"*1(£)pfw F do, . .
opt\amal 0V ) (et 41) .

Loy egjeitemsioy . (4.27)
(e +1)

Le théoréme de Gram nous donne la forme finale de la fonction de corrélation a p

niveaux

ro(sy ... s,) = dét|g(s;—s)l, (4.28)

ou la fonction g(s) déja obtenue, formule (4.17),
donnée par l'intégrale

© do

gls) = 2| o

2naJdv e’ +1

La formule (4.28) pour la fonction de corrélatio
plicité et elle est complétement analogue aux f
par Wigner ®) pour les ensembles circulaires et

pour la corrélation a 2 niveaux, est

,~ Gosa) (4.29)

a p niveaux est d’une grande sim-
rmules obtenues par Dyson *°) et
gaussiens dans les cas unitaires et

hermitiques. On a de méme pour les fonctions réduites a p niveaux définies par (4.9)

(_ p—1(s)
Y(si...8)= T 2. 9(sy—52)g

Remarquons ici que la conjuncture de Mehta et
au sens défini par ces auteurs T n’a aucune raiso
sauf a la limite ¢ — oo:

+
f Y(sy8;...5,)ds, #(p—1)

0

On sait que la compressibilité est reliée a la fon
A une dimension, la relation prend la forme sui

+ o
pf Y (s)ds = 1—

- o

S3—53) ... g(s,—5,).

Dyson sur les gaz incompressibles
n d’étre vérifiée dans ce modele-ci,

Y, (182 Sp- 1)

ction de corrélation a deux dorps.
vante:

! ((L)
op/p

A T'aide de 'isotherme (3.43) et de la déﬁnitiorP (4.18) du facteur de forme, on ob-

tient

_b (I—¢
na 5

b(0)—1 =

—Zrm/D)
b

ce qui peut étre vérifié directement par ’expression (4.19). Si @ augmente indéfiniment,

dp/dp tend vers zéro.

T R¢Ef 1), sect.V § C.
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4.7. ESPACEMENT DES NIVEAUX

Puisque nous connaissons les fonctions de corrélation a tous les ordres, I'applica-
tion de la formule (4.9) nous donne la probabilité pour que 'on n’observe aucun
niveau dans Pintervalle angulaire 2n¢:

[=a) (_)k +io + Lo
R(p) =) -~ .. f ‘ doy...do R0, 0,5 ... 0. (4.30)

A la limite # — o0, la probabilité de n’observer aucun niveau dans un intervalle de
longueur s est donc

R(s) = 2y k'ﬁ‘f L .fj;;gdsl .. dsg dét [g(s;—s))li - (4.31)
On en conclut que R(s) est le déterminant de Fredholm de I’équation intégrale
| ot
= | gl iy =0, (+32)
c’est-a-dire
R(s) = dét[d(x—p)=D " 'g(x=y)l,  Ixi <1s, [yl <1

L’analogie avec les cas correspondants des ensembles circulaires ou gaussiens serait
complete s’il était possible d’obtenir le spectre du noyau g par des méthodes aussi
simples. '

A la limite a/D — oo, on retombe sur le cas de 'ensemble unitaire

1 0 o
g(x—y) — 5_f e io(x .v/a)dw

naJ —2nra/D

e—ni(x—y/a) sin 7'[(36 - })/D
n(x—y)

~
~

Le déterminant de Fredholm R;(s) est le méme que celui de I'équation homogéne

fw =i [ NEEEIRT g, @33)

ts n(x—y)

déja étudiée dans un précédent travail 2°).
Signalons la transformation suivante de I’équation aux valeurs propres

A
] ate=nr0) = (), (4.34)
En prenant pour fonction inconnue ¢(w) ainsi définie:

f jsdye""‘”””f (¥) = o(w)(e”+1),
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on obtient I’équation au noyau symétrisable
L (®sin[(w—w)s2a] ; . , o
4 f sin [(@=00s24] e = (e2+ Dolo), 435)
TJv w—w

ou ne figurent que des fonctions élémentaires. Le noyau g est hermitique, positif et
de carré sommable. Le spectre est donc discret et le déterminant de Fredholm R(s)
admet de développement convergent

R(s) iﬁ“ ),

ou 4y, Ay, ..., est la suite des valeurs propres de (4.34).

Appendice

Nous voulons démontrer 1'égalité b,(c0) = b,(c0). Le coefficient b,(L) est une som-
me de contributions (—)?Wg(L) associées aux graphes connexes G d’ordre / com-
prenant p lignes.

La contribution typique de I'un d’eux, G, s’écrit

+1L +4L
Ws(L) =L‘1f f dseds; ...ds,_ [] fi, (A1)
—+L —4L lignesde G

ol le produit, dans I'intégrant, porte sur les fonctions f; associées a chaque ligne de
G de la fagon usuelle. Dans cet appendice, nous appelons encore f; et f les fonctions
définies sect. 3, formules (3.23) et (3.24), mais changées de signe, afin de n’avoir a
manipuler que des quantités positives. Comme f;, définie par 'égalité (3.23), est
périodique de période L, Wg(L) se raméne a une intégrale d’ordre /—1

Wo(L) =f%L. . .JHLdsl cdsey T fis (A2)

—+L lignesde G

ES
2

ou nous fixons §, & l'origine: s, = 0.
Nous notons le domaine d’intégration de (A.2) par [L]
en deux parties:

!=1 et nous divisons celui-ci

[L)7' =[] +[o]. (A.3)

Le point (s, . . ., 5,_1) est dans [L']' "' si chaque s, est compris entre —+L’, et +3L".
Nous écrirons L' = L— 4 ou / est une longueur dépendant de L: pour L assez grand
nous prendrons 4 = L* "% ol « est un nombre fixé, strictement compris entre 0 et };
0 < a < 1, de sorte que 1 < 1 < L. Le domaine [8] est donc un voisinage de 'ordre
de L*** de la frontiére du domaine d’intégration.
L’intégrale (A.2) est la somme de deux intégrales portant sur les domaines [L'] !
et [0]:
Wo(L) = WelL]+ We[4]; (A4)
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W;[6] a le méme intégrant que (A.2), mais I'intégrale porte sur toutes les configura-
tions (sy, $,, . . ., §;_ ;) ou au moins I'un des s est extérieur au segment —%L’, +1L'.

Appelons W¢;(L) Pintégrale sur les configurations de points ou s; est sur [L—L'},
les autres s variant librement dans L, domaine que nous notons [6;]. Comme [6] est
compris dans la réunion des [0;]j = 1,2, ...,/—1, on en déduit

-1

Wslo] £ 5, Wei(L). (A.5)

Jj=1

Nous montrerons d’abord que Wg(L) et W;[L'] ont méme limite pour L — o0; il
suffira de montrer d’apres (A.4) et (A.5) que

lim Wg,(L) = 0. (A.6)
L-w
Le domaine [§,] se décompose en deux domaines symétriques. A cause de la parité
de l'intégrant, il suffit de considérer I'un d’eux défini par les inégalités
—3L <5y < =3 L—-A)yet —IL <s;<3L, j=2,3,...,1-1:

—3(L-4) +1L
Wei(L) = 2] dslf ds,...ds;—y [] fv- (A7)
—1L —1L tignes de G
Le graphe G étant connexe, il existe sur G un arbre .o/ de / points et /—1 lignes tels.
que so et §; soient deux points extrémes de ’arbre. Soient s, ', 5", ..., 8", 5; la
chaine formée des lignes de 7 sur G qui connecte sy a 5,. Cette chaine comprend ¢
points avec g = 2. Appelons ¢V, ‘¥, . . ., les autres points de G qui ne sont pas sur

cette chaine. L’ensemble de points sg, 5, 5", ..., 5", 5y, 0P, ¢'¥, . .. coincide donc
avec ’ensemble des / points so = 0, 54, ..., 5,; mais leurs noms sont différents.
L’intégrant de W, (L) est un produit de trois facteurs:

(1) SV =s") . filsi—=s"),
défini avec les f; de la chaine, allant de 5, = 0 a s,
(i) SV =5")fil0® =" )fyfoP —a?) . .
formé avec les f; qui sont sur I'arbre ./ mais extérieurs a la chaine,
(ii1) facteur formé des f; qui appartiennent au complémentaire de Parbre o7 sur G.

Comme les f; sont inférieurs & 1, on en déduit 'inégalité

We,(L) < 2

~3(L~- ) +31L +1L
xf dslj S ( do'Vf (' —5)daPf (6P =s) . . . fi(a®—a?) . ..

—1L -4L v -iL

x ds'ds” .. ds" (s Wi =Y. . fulsy—=s"). (A.8)

A cause de la structure d’arbre on peut intégrer de proche en proche sur les ¢ qui sont.
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au nombre de /—q. De

+3L
fi(e—s)de = Lth % < an,
L L

-1
2

on déduit

—-4(L—2) +31L
We. (L) < 2f dslj cods'ds” L fu(sy =) - (s (an) T (A9)
-1L -1L

Pour évaluer ce produit de convolution, nous utilisons le lemme suivant facile a
démontrer:
Posant

sh 2y
fuo=thyg,, g.,=

1
2 on y4sin?

L
on a

gLy # 9Ly = LGryey-
On en déduit aisément

_; thy?™!
foefos...oxfy =L 1_h_3’_1_ L>
q—1 fois t (q_ )’Y
. q—2 L
fr=...fu(S) < 2(am) fi(S). (A.10)
(1)
Reportant I'inégalité (A.10) dans (A.9) on obtient
L —3(L—-2)
Wi (L) < 2(am)t™? —— 2(an)’_qf Sfilsy)ds,
g—1 3L
-2
PACL) Lif(—HL—2). (A.11)
Or
2 2
Sl = —T <2 (), (A12)

sh? y+cos? i
2L

puisque, d’apres le choix de A = L¥** 0 < a < 1, nous avons

17 T
cos? == = cos? > 1,
2L 2027

pour L assez grand. On déduit de (A.11) et (A.12)

W (L) < ﬁ_l (an) L+
q —_—
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Comme ¢ est supérieur a 1 et o inférieur a 3 on déduit de I'inégalité précédente

lim We,(L) = 0,
L—w
d’out
lim Wy(L)— We[L] = 0. (A.13)
L—w

Nous montrons maintenant que

lim Wg[L] = Wy(o0),
Lo
ol Wy (o0) est la contribution du graphe G a b,(o0). Sur [L’'] nous pouvons majorer
la différence entre f;(s) et f(s). Nous définissons sur [L'] = ¢(s) = f.(s)—f(s)
sh? a®

)
. a’+s
sh? y+sin? %s +

o(s) = -L <s <L, (A.14)

2 b

Cette fonction positive est évidemment de 'ordre de 1/L* tant que s est fini. On peut
montrer facilement qu’elle atteint son maximum aux extrémités de l'intervalle L],
donc pour |s| = L—1:

2 A2
- C?(L_ )2—— ;2 2a* a*
0 < o(s) < < — <2 —. A.15
(s) 2 (L—2)? 22 [L1+2e ( )
(1+ s (1+ .
a a

Revenons alors & la définition de W,[L']:

We[L] = fjjj codsy..adsiy [T (FGs—s)+e(s—s)). (A.16)

lignesde G

Développons le produit. Nous obtenons d’abord un premier terme

+3L

f L dsy. sy T T = WD), (A.17)
—iL lignesde G

puis une somme de termes contenant au moins un facteur ¢; nous décrivons 'un

d’entre eux comme suit: Soit U un choix de u lignes parmi les p lignes de G et V' I'en-

semble complémentaire de p-u lignes. Nous affectons un ¢ aux lignes de U et un g

aux lignes de V. Une contribution Wy, s’écrit

+ 4L’ o .
Wuzf coudsyoudsisy ffoof ol .o, (A.18)
_%L' e
u facteurs

et nous avons
WG[E:I = WG(L)+ Z Wu. (A.19)
U
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Considérons le graphe V c’est-a-dire I'ensemble des lignes de 7 et des points 5; qui y
sont connectés. Il ne peut pas €tre composé de plus de max(u, /) parties connexes,
puisqu’en 6tant une ligne a un graphe connexe, on ne peut créer plus de deux parties
connexes. Soient V,, V,, ..., V, les parties connexes de V; d’apres la borne (A.15)
sur les ¢, nous obtenons pour (A.18) la majoration

Wy < (G05) <A EILRLL]. . [LFD] (A2

avec r < u. Or, il est simple de montrer que les W;(c0) existent. Il suffit d’utiliser
encore la connexité de G et la convergence absolue de intégrale de f. On a aussi
Ws(L') < Wg(0). On déduit alors de (A.20) I'inégalité

DV _
W, < (2a%) (I) S (w0) - o).

D’aprés le choix de « positif, on en déduit

lim W, =0

Lo
et par conséquent d’apres (A.19) et (A.13),
lim Wg(L) = lim Wy(L) = Wy(0).

L—-w L->w

D’ou Iégalité Wg(o0) = We(oo) et I'égalité des coefficients de Mayer des gaz
linéaire et circulaire.
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Calculation of a partition function defined in the statistical
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Abstract. An exact calculation is described for the ‘partition function’ associated with a
unitary ensemble of random scattering matrices in the statistical theory of nuclear reactions.

1. Introduction

In a recent development of the statistical theory of nuclear reactions (Mello 1979a, b,
Mello and Seligman 1979, 1980) an ensemble (E) of scattering matrices S was introduced,
with a probability law that maximises the information-theory entropy, taking into account
the constraints of unitarity and symmetry. If the expectation value {S) of the matrix S can
be considered as given (the so called optical scattering matrix), the distribution law
necessarily takes the Gibbs form

P(S) du(S)=Z"" exp(—Re Tr BS) du(S) 1
where g, the matrix of Lagrange multipliers associated with the constraints {S), is a
complex matrix whose dimensionality is the number of channels. We have

Sst=1 (B and S of dimensionality N). )

The measure du(S) is the invariant measure under the automorphisms of (E) defined by
the symmetries of S. For the physical systems whose Hamiltonian is invariant under time
reversal, the ensemble to be considered is that of unitary and symmetric matrices

(E): §=§ SS*=1 3)
that can always be written in the form (Dyson 1962, Hua 1963)

S=vv yvt=1. (4)
One can then show (Dyson 1962) that the unique invariant measure is

du(S)=dV, %)

the volume element of U(N), the unitary group in N dimensions.
On the other hand, if the Hamiltonian that governs the scattering does not possess any
a priori invariance (for example, if the system is subject toc a strong and disordered

J. Phys. G : Nucl. Phys. 7 (1981) 1085-1097
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magnetic field), one has to consider simply the ensemble (Ey, ) of unitary matrices
(Ey): S=UecUWN) du(S)=dU. (6)

A knowledge of the norm Z(f) of equation (1) as a function of an arbitrary matrix g is
sufficient to evaluate all the expectation values by differentiation. Z(f) is the analogue of a
partition function in statistical mechanics:

Z(B)= | exp(—Re Tr BS) du(S). M

(E)
If we write

Z(B, B*)=| exp(—4Tr S—1ITr f*S*) di(S), (79
)
Z can be considered as a function of § and §*. Then the relations

(Spy=—2 dInZ/ 3Py (8)

determine f§ as a function of the given optical matrix (S).
In the symmetric ensemble (E,), B can be chosen as complex symmetric, whereas for
the unitary ensemble (Ey), § is arbitrary. We have

Z,(f)= f exp(—Re Tr 7V dV ©)

Zy(f)= f exp(—Re Tr AU) dU= f expl — (Tt BU + Tr f*U*)| dU. (10)

It is clear from (10) that we have the invariance property
Zy(B)=Zy(U°B). (11a)

The effect of U° here is to rotate the N column vectors that make up B. If Z remains
invariant under such an operation, it can only depend on the norms of the N vectors and
the angles between each pair of vectors. This is represented by the matrix elements of B8,
which indeed is transformed to (U°8)'(U°B)=pB. Z is then a function of the matrix gB.
But we also have

Zy(B)=Zy(BU"), (11b)

and now '8 U (B'AU", so that Zy(B) can only depend upon the eigenvalues of the
Hermitian matrix §'.
We shall now turn to the calculation of the above function Zy ().

2. Expansion of exp(—Tr pU)

Since the integral (10) defining Zy () appears as the norm of the function exp(—3} Tr SU)
on the manifold U(¥), it is natural to expand that function in terms of the basis provided
by the irreducible representations of U(N), i.e. the functions denoted by DY(U), consisting
of the matrix elements of the representation associated with the Young diagram

(A=Al .. . f]
fizh2...2/n20
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DYY(U) is a polynomial in the elements of the matrix U of total degree /=X, f;.

Even if the expansion of exp(— Tr SU) is well known (Itzykson and Zuber 1980), we
give the derivation here anyway, in order to present a method that is useful within the
present context and to become familiar with the notation.

The functions DYJ'(U) form a complete set, orthogonal and unitary, on (Ey). We
choose the normalisation

f DYUYDYNU) dU=di 811,171 Bar s (12)

where di; is the dimensionality of the representation DY, so that the orthogonality
relation between characters

xn()="Tr DVY(U) (13)
is

f 1D, dU=6,154. (14)

We then have d ;1 = x1(1). Weyl (1946) gives the expression
(U =|e"e? ... e¥|/|e¥ eV

U={e & ...en}

(15)

where ¢ are the eigenvalues of U and
L=fi+N—-1 L=f+N-=-2... Iv=/fN. (16)
One obtains
DL ... 1Y) __ product of the differences of the ;
DIN—-1,N-2,...,0) m ... (N-nt

To obtain the expansion of exp(—Tr fU), the idea is to impose initially a unitary
restriction on the matrix § and then use a lemma by Weyl (1946, p 177), stating that the
unitary restriction on the representations of the linear group GL(N) has no effect from the
algebraic point of view. It then suffices to expand exp(— Tr U), which is a class function,
on the complete basis provided by the characters

exp(—Tr U)=exp(—x1(U))=§ cnxa) (18)

dip= (17)

where yx; (U) is the trace of the fundamental representation U. Expanding the exponential, it
is thus sufficient to calculate the coefficients | y{(U)y#:(U) dU, Vp. Now x} is a composite
character; the coefficient, a positive integer or zero, of x in the expansion of xf is
precisely equal to the multiplicity of the representation [ f] in the decomposition of the
product USU® ... ® U (p times). This implies p=f. On the other hand this multiplicity
is equal to the degree of the irreducible representation of the symmetric group 7y,
associated with the diagram [ /], whose value is (Weyl 1946, p 213)

DL ... 1y) 1 1 1

= ! e T
LibY. .. iyt 4 (—N+1) (I-N+2)! I

8in /!
L p(N—1,...,0). .
PP AR N ) 0

g&in=S! (19)
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Without any calculation, we thus have

Y
= 7 81
and writing the characters explicity in (18)
(-1 )f
exp(—Tr UV)= Z ——gin THDVW)DV (V). 1)
(s

The series (21) is an entire function of the elements of V expanded over the polynomials
D(V). These polynomials can be continued to the elements of GL(N) due to Wey!’s lemma,
thus obtaining the desired expansion

- gm Tr[ DYDY (). (22)

exp(—Tr fU) = Z
[/

One could obtain (18) directly, by multiplying the series of the exponential exp(—x;)
by the determinant A(e)=|e¥",..., 1|:

d=exp[—(61 +& + ... +ex)]A

1 2
= I(P) — gl Nl ghaeN=2 | kv (23)
,,EZ,,;V% kilka!. . k! ™ i o
Changing the summation indices k; + N— j=1;, we have
1
5= IP)Eh €2 ... ex
2 LI o D N D I
8in
=l1>12>z..->1N (—I)IWIG“GIZ---GINI (24)

with j}-élj +j—N and definition (19) of g;n. One then obtains equation (18) with
expression (15) for the characters.

3. Calculation of Z(f)

It is straightforward to evaluate the integral (10) with the aid of the series (22):
2u(p)= | lexp(~4Ts U dU

_ 1
Uy 4

where the factor dj;{ comes from the normalisation (12). Using the group property of the
representation D of GL(N), one gets

gin s (DV'48)DGA), 25)

Zy(B)= Z xm(w B) (26)

Al ')2



CALCULATION OF A PARTITION FUNCTION...

where y( 1 (18" B) is perfectly defined by equation (15):
HnGBT B=2"Y A AN L, 27
the A; being the positive eigenvalues of §* S.

By virtue of equations (16), (17) and (19), the coefficient in front of ¥, in equation (26)
is

gt _D(N—I,N—2,...,O). 1 1

1
= 2
(N ATAN (-N+1D! (—-N+2! "~ ' (28)

This permits us to perform the summation of the series (25). In fact (after the change of
variable §— 28)

DIN-1,...,0) 1 1 Ia .
Zy2)=—Fg—— . AAT LAY
v@2h)= ALYy s | MU=N+ D! DI—N+2)! lv)2 | |
N—1,...,0 A A
=B(_W_]____) 5y ey 29)
W10 e T | O-N DT
Let us introduce the entire functions of A defined by the series
= Z 0 ( = eV, (30)
1, being the Bessel function of imaginary argument.
One obtains then, with 4, = b7,
DIN—-1,N-2,...,0)
ZU (2ﬂ)= N—1 N—2 'bfnln (ZbM)IN (3 1)
[V S
where the determinant of order ¥ is the one associated with the matrix
b, 1,(2b,) n=0,12,...,N—1,m=12,...,N
Going back to the original variable
|bm L (b )|
Zy(By=2""""21121. . (N— 1) ,bz(zv—x),"l;z(’;v—;')’ T
so our final expression is
b L(b
Zy(B)=2M-D21121 (N—1)! 1O 1 b)) (32)

M, (b7 —55)

Z appears as the ratio of two determinants, which are functions only of the eigenvalues
of the matrix 5’ = #* §. Such a ratio bears some analogy with Schur’s S function, which is
a useful object in the theory of characters of the symmetric or linear group.

For N=1, equation (32) gives

Z5 (B =L®). (33)
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For N=2

by 1, (by)o(by)— byl (b2)1o (b))

ZN=2 =2 ,
1=2(p) o

(34)

which does not seem easy to calculate directly!

We now have to determine our Lagrange multipliers by imposing the restriction that
(U, as given by an equation similar to (8), is fixed. In order to do this we proceed as
follows. Given the complex matrix (U, one can always find two unitary matrices U and
U® (Hua 1963, § 3.4), such that UV(UYU? is diagonal and real. If we define, for these
fixed U, U, the new matrix U’ by the relation

U'=uPuu?, (35a)
then its average
U= Hu? (35b)

is diagonal and real. The partition function of equation (10) can then be written as

Z(B)= f exp(—Re Tr BU) dU= f exp(—Re Tr(BUM 7'U®@My) dU

= f exp(—Re Tr(UP UML) dU= f exp(—Re Tr gU") dU’, (36a)

where use was made of the property dU=dU’ of Haar’s measure. In the above equation,
B'=UP'BUM'. We shall choose f' to be diagonal and real, to ensure that (U’) is also
diagonal and real. Then (8):=UY(B'HUM, so that UV diagonalises the matrix BB,
and therefore (/9;,)2 =], =b?. The partition function (36a) can then be written, in terms of
the b,, as

2(b)= f exp(—Re S b U,’,) du, (36b)
i

We can now calculate the expectation value of Uj;. For i =1, for example, we have

L) blo(by) BIL(BY)...| |L®y) biLib)... |
Iby) boli(by) BiL(By)...| |Lo(by) bali(B2)...| | 37
Libs) bili(bs) BiL(bs)...| | Io(bs) bsIi(ds)...

This, together with similar equations for (U3, ), . . ., (Ujw ), provide N relations for the
N unknowns b, b,, . .., by. If one now makes the replacement b, =X, UP*B,, U * in
equation (32), one obtains the partition function in terms of §, which can be used to
calculate averages of higher powers of U by successive differentiations.
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4. Caliculation of the cross sections and correlation coefficients in the
‘high-temperature’ limit

If the mean values (U, ) are small, the multipliers § will also be small, and the expansion
of (26) in powers of B'f=5? is the convenient one. To obtain the first terms, it is simpler
to construct the table of values of d| and g/ for the first partitions [ f] than to use the
general formulae (17) and (20).

(A &in din
O (1} 1 N
[ (2] 1 INN+1)
B 1,1 1 INW=1)
O [3] 1 INWV+ 1IN +2)
Ep 2,11 2 NV - 1)
Q (1 1 INV-1)XN=-2)

One then obtains, from (26),

X2) Xi, 1
NN+1) NWN-1)

1 1
Zu(ﬁ)=1+—X1(b2)+ 2 x 42 (

6
AN ) +O(b"). (38)

Now we have

xm =2 b} =Tr b (39)

J
2= 2. bibi =3[(Tr b*)* + Tr b*]

< (40)
ann = 2. b6 =3(Tr b?) — Tr b*].

J<k

One obtains
1 1 NN Trp*)?—Trd*

In Zy =— Tr b’ +O(%). 41
nZy =5 Trb +o—0 NNT—1) () 41)

We know that the characters can be expressed in terms of the coefficients of the
characteristic polynomial

N
det|l +zb%|= D h2
r=0

) (42)
xin=h a1 =h X2 =hi—h etc.
One can write
1 1 hy mn )
In Zy =— hy +—5 - 43
TSN T (N(Nz—l) 2NN+ 1) | “3)
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and consequently (see equation (37)) one obtains the relations, which are easy to invert,

1 1 kKN'—b}
(U11>——b|1(2N SW—_I)_ ) 44)

Using b* = '8 in equation (41) one can write In Z as a function of £, and £%:

—W %‘. BasBas + _2712—1\’1(7\’2_——1_)_ MZM (_JIV B2s Bas BeaBea — Bas B Bac Bas ) +.... (45
From (11), the average of U, is then
dln Z(B, B*
(Uny=-2 2T 46)
Using (45)
(Uab>=—&“_—lz_*( B Zﬂcdﬂa—zzﬁbcﬂfaﬂdc) 47
2N 16NN
If we write
U=(Uy+U", (48)
the average cross section can be split as (Feshbach et al 1954)
(Oaby={|9a — Uas|*> = 0w — (U II* + (| Uz |*)
=0 +ol, (49)

which are the usual direct cross section and compound nucleus or fluctuation cross section.
This last contribution is just a particular case of the correlation coefficient ( uh, U“c,,*),
which can be expressed in terms of In Z as

& In Z(B, B*)
fl fl\ __
Ua U =4 == (50)

For the fluctuation cross section one has

1| 1 1 1
ooy = 1+4(N—2_B(—A7§lﬂml”;lﬂulz—zIﬂmlz-ZIﬂulz)+---]- &)

Using equation (47) to express f in terms of (U) one has, up to second order in (U),

Ugb=% _l +N12V_1 (—(<U><L}‘>T)M — (KUY
+%Tr((U)<U)T)+—1ﬁ|<Uu>|2)+ ] (52)

Suppose now that (U)=(U") and use the limit of a large number of open channels
(N>1):

"bz% (1 — (U UNaa — KUY (UY)is +71\,—Tr«U>*<U>)+ ) (53)



CALCULATION OF A PARTITION FUNCTION...

which is seen to consist of the first few terms in the series expansion, in powers of (U), of
00 = Pog Py /Tt P (54)
where

P=I—(UY(U) 55)

is the so called Satchler penetration matrix (Satchler 1963), which measures the
subunitarity of (U) produced by the averaging.

Equation (54) is recognised as the Hauser—Feshbach expression (Feshbach and Hauser
1952, Satchler 1963), with an elastic enhancement factor (Hofmann et al 1975) of unity.
We thus see that for N> 1 and P~ I (strong absorption), the unitary model predicts a
fluctuation cross section which is strictly separable, i.e. with no enhancement in the elastic
process. We do not know whether or not this property is maintained for arbitrary
absorption.

Going back to equation (50), we can calculate the correlation coefficient between U,
and U$, say, as

1
N* -1

<U?1 Uz*iﬂ>= <U11><U22>*+.... (56)

Consider now, as a special case, that the matrix (U) is diagonal; physically, this means
that there are no direct reactions. We can write the fluctuation inelastic cross section from
(51) and the correlation coefficient from (56) as

o =A—B(UI O + KU +C Y. (U P> + ... (57a)
(U UEYY =D(U WU Y* + .. .. (57b)

In this particular case Monte-Carlo calculations have been performed by the Heidelberg
group (Hofmann et al 1975) for unitary and symmetric matrices, and there is also the
entropy approach to nuclear reactions for unitary and symmetric matrices (Mello
1979a, b, Mello and Seligman 1980), with which we may compare, to see the influence of
keeping the symmetry property only on the average. The four coefficients of equations (57)
are given in table 1 for the present approach and for the two other approaches just
mentioned. It is apparent that keeping symmetry only on the average has an influence that
decreases when N increases for 4, B, C, while D differs by a factor of two from the result
of Mello and Seligman (1980) for N> 1. The elastic cross section is not compared, since
we already know that in the unitary model the elastic enhancement factor of two is
missing.

5. The ‘low-temperature’ limit

This is the region where the .S matrix remains statistically very close to unity, i.e., where
the b are large. Expression (32) can be easily evaluated asymptotically:

exp b
I,y 222 Vn b>N (58)

v/ 2nb
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Table 1. The coefficients 4, B, C and D of equations (57) from the entropy approach for
unitary and symmetric matrices (Mello and Seligman 1980) (first row), from Monte-Carlo
calculations (Hofmann et al 1975) for unitary and symmetric matrices (second row) and

from the entropy approach for unitary matrices (present paper) (third row).

A=1/(N+1) B=(N+1)/INN+3)] C=1/[NN+3)] D=2/[N(N +3)]
N+1.15+0.75/N N+1.15+0.75/N
A=1/N+1) B= = 5 - ;
(N+1XN+2) N+1)"(N+2) (1+0.15NM)*(N+1)
A=1/N B=N/(N*-1) C=1/(N*-1) D=1/(N*-1)
N=2 033 0.300 0.100 0.200
0.33 0.394 0.098 0.197
0.50 0.667 0.333 0.333
N=5 017 0.150 0.025 0.050
0.17  0.150 0.025 0.054
0.20 0.208 0.042 0.042
N=10 009 0.085 0.0077 0.0153
0.09 0.085 0.0077 0.0145
0.10 0.101 0.0101 0.0101
and
lom |
Zyzexp(d b)) —5—, (59)
|bom |
so that
N
InZyx Y (;—3Inb)— 2 Inb, +by), (60)
Jj=1 Jj<k
from which one obtains, for the (U};) of equation (37),
i 1
1+{Up)= vj. 61)
y k=1 bj + bk

This system is very easy to invert by iteration for small values of N.

6. The case of complete absorption

There is a simple way to deal with averages of powers of U evaluated with the unitary
measure du(U), which are useful to deal with the case =0, or {(U) =0, which corresponds
to complete absorption. The method is similar to one devised by Mello and Seligman

(1980) to deal with unitary symmetric matrices.
Let U° be a fixed unitary matrix. Define the transformation

U=U°l.

(62)
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By construction
dU=dU. (63)

We shall denote with a suffix O those averages evaluated with dU. We then have

(Uab>ozf U dU=. UL, f U aU=3. U2 f Uas dU. (64)
Therefore

(Vs o = 2. Usa (Vs o (65)
and similarly

(Uas Yo =; (Uap Yo Upp- (66)

One has similar results for higher powers:
(Uas Ui Yo = 2. Uz Us*(Uas U o (67)
ay
As an example of the usefulness of these relations, choose U2, = d,, exp(if,). Then
(67) gives

(Uap U Yo =expli(0; — 6.)1CU Ut Do (68)
Since 6, and 6. are arbitrary, a necessary condition in order that (68) be different from
zero is a=c, and similarly b=d.
By the same argument, in order to have

Uapy - Uty XUaypy -+« - Uz )*>0 #0, (69)
it is necessary that k=1 and that the set (a, ... a;) coincides with (q; ... o), except for
the order, and that (b, ... b;)=(f, - .. B)), except for the order. A simple consequence is

Uas Yo = ... =(Us U)o =0. (70)

Another simple application of (67):
<|U11|2>o=§ ULX UL (UX Upy o a1
if we choose U° as
01
1 0 0]
I0%l= o,
Lo
then
QU Yo = U [*Yo. (72)

This means that in the extreme case, (U)=0, the average elastic and inelastic cross
sections are equal, i.e. there is no elastic enhancement; in the case where symmetry of
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S is enforced, there is an elastic enhancement factor of two, which can be proved in a
similar way (Mello and Seligman 1980).
Averaging with dU the unitarity relation

Z Iljabl2 = 19 (73)
b

one then gets, using (72),
(Ua|*o =1/N (74)
<aab >0 = <|5ab - Uab|2>0 = 6ab + I/N. (74a)

The equivalent of equation (67) for two U’s and two U*’s, like [U}; [*, would be
QUuly=2 2 |URPIURBPUa P Un Yo + 2 (U QUa Yo (75)

a#f a

But now one can see, in a manner similar to that used to prove (72), that

AU ={Unl" o= ... (76)
QUL U Yo = Usi FlUn Yo = . . - an
so that (75) gives

UL Yo = 2{|Un P1U *Do Zﬂ UL P IUSE + QUi Y D2\ USIE (78)
a# a

or
(1 -2 IU?aI“)<IUu Y =(2 2 Uk |2|U?ﬂ|2)<|U21 PO Yo (19)
a a+f
and remembering that U? is unitary:
U o =2 U1 iU Yo (80)
On the other hand, squaring the unitarity relation (73) and averaging with dU, one has
N[O [*Yo + NN — 1X|Un P|U Yo = 1. @81
Solving (80) and (81)
QUi * Yo =) Un2[* Yo =2/N(N + 1) (82)
QU |Un Yo = 1/NN.+ 1). (83)

From (82) ang (74a) one can calculate the variance of ;5 :
var g1 =(N— 1)/[N*(N + 1)]. (84)
One sees that
var 012/{012 )5 =V~ DAN + 1), 85)

which tends to one as N— oo, suggesting that U;, becomes distributed according to a
Gaussian in this limit. It is interesting to compare the equivalent of equation (85) for a
unitary and symmetric scattering matrix which gives (N2 + N + 2)/[N(N + 3)]. As usual,
the effect of symmetry decreases as N grows.
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SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA GRANDE FONCTION DE
PARTITION POUR DES SYSTEMES DE PARTICULES
IDENTIQUES

M. GAUDIN
Centre &’ Etudes Nucléaives de Saclay, Gif-sur-Yuvette (S. et 0.)

Recu le 23 juin 1960

Abstract: We start from the perturbation expansion of the grand partition function. The
general #'® order term is described by a pair of two permutations and its contribution is
presented in a compact form of a sum of #'* order permanents. The procedure is applied to
a system of fermions interacting via a two-body separable potential. The form of the series
suggests a partial summation which gives the known result for the thermodynamic potential
in the superconducting state.

1. Introduction

Nous considérons la fonction de partition Z d’un systéme de particules
identiques, développée en puissances de linteraction. Le formalisme de la
seconde quantification et l'utilisation du théoréme de Wick 1) pour le calcul des
valeurs moyennes de produits d’opérateurs permettent de représenter par un
diagramme chaque systéme de contractions. L’examen de leurs propriétés de
symétrie 2) dans les opérations d’échange conduit a décrire les systémes de
contractions a l'aide d’un couple de permutations. L.e développement de Z
ainsi obtenu, groupe les éléments de matrice de I'interaction sous forme de
permanents qui rassemblent les contributions de diagrammes en général non
connexes. Ce résultat pourrait sans doute étre atteint par la méthode de
Caianiello 3), Popérateur densité jouant ici le role de la matrice S.

Nous appliquons ensuite ce développement au calcul du potentiel de Gibbs
d’un systéeme de fermions. Les termes de Ia fonction de partition se trouvent
classés de fagon a suggérer 'approximation simple qui consiste a ne conserver
Iinteraction qu’entre paires de fermions dans I’état singulet, d’impulsion totale
nulle, et aussi d’,,énergie’” totale nulle. Nous appelons ,,énergie”’ la variable
entiereattachée a chaqueligne de particules, qui futintroduite dansle formalisme
par Montroll et Ward ). Dans le cas d’'un potentiel séparable, il est simple
de sommer la série partielle ainsi extraite de la série initiale qui définit Z et
d’étudier la limite du volume infini. On retrouve ainsile potentiel thermodyna-
mique obtenu par Bardeen, Cooper et Schrieffer ®) et ensuite par divers auteurs
avec la méthode des transformations canoniques ) et celle des fonctions de

Nuclear Physics 20 (1960) 513-532
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Green 7). Il parait au contraire difficile de traiter le cas d’une interaction de
paires quelconque, non séparable, alors que la méthode de Bogoliubov le permet.

Dans le cas répulsif et au-dessus de la température critique dans le cas
attractif, cette série partielle redonne la contribution qui vient des ,,échelles
généralisées” ®), calculée avec la restriction des paires ,,d’énergie’’nulle. La
sommation des termes importants pour 1’énergie libre de 1’état superconducteur
n’apporte donc pas de trouble dans les cas ol la série de perturbation en dia-
grammes connexes est convergente.

2. Formalisme Général

2.1. LA SERIE DE PERTURBATION,

L’hamiltonien H d’un systéme de particules identiques en interaction
instantanée peut s’écrire sous la forme

H=H+V =Y ¢gaa,+1 Y (spmndatata,a,, (1)
k rsmn
ou g, = E;—1 (la quantité E, est I'énergie d’une particule libre dans I'état £,
enclose dans un volume £, et 1 est le potentiel chimique). Les éléments de
matrice de l'interaction sont symétrisés ou antisymétrisés.

La grande fonction de partition Z = tre™ admet le développement
suivant:

_1\n A ~B
(=) fo du, . . .JO du,, TV (uy)V (10g) ... V (18,), (2)

Z:ZOE

n=0 W !

ol la notation { ) désigne la valeur moyenne au sens de la mécanique statis-
tique, c’est-a-dire

1
(A> = —~tr{de "o},
Zy

avec Z, = tr e”#™. Enfin, V() est exprimé dans la représentation de I'inter-
action en fonction des opérateurs a,(u) et a,'(u) tels que

a,(u) = ae™  aMu) = a, e
En substituant I'expression de V(#) dans (2), nous obtenons
(_l)n 1
I 2 1 risafvlmyng > {rysylvimanyy .

n. 8. MM,

B B o (3)
x f du ... f Qut, (Tl (10y)al, (14y) (14,), (1), (1)l () (1), (13) ... >,
o

0 2

Z o0
2= 2
0 n=0
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2.2, LA REPRESENTATION EN DIAGRAMMES DES TERMES DE Z

Nous portons maintenant notre attention sur la valeur moyenne d’un produit
chronologique de 4n opérateurs a ou a', intervenant dans le terme d’ordre # de
la formule (3), soit

_ t ot ot tot
T, = (Ta, a; a, @y, Ay a5 Ay Ay - .. Ay Ay @y Dy, . (4)
Les sous-indices 1, 2, . . ., », suffisent a repérer les temps u,, #y, . . ., . . . 4,

Le théoréeme de Wick décompose T, en 2n! systémes de contractions distincts.
En effet, les contractions sont du type (Ta' a) et 'on obtient tous les systémes
en associant de toutes les facons possibles les 2# opérateurs a a chacun des 2n
opérateurs a'.

La représentation d’un systéme de contractions par un diagramme est
connue '): on dessine les unes au-dessous des autres #» lignes horizontales
numérotées 1, 2, ... n, qui correspondent aux interactions V(u,), V (i), . . .,
V(u,). On affecte a la partie gauche des lignes d’interaction les opérateurs
a,’ et a,, ct a la partie droite les opérateurs a,' et a,,, que I'on représente par des
extrémités de lignes orientées (fig. 1).

Fig. 1. Représentation des interactions. Fig. 2. Ligne représentant la contraction
{Tal am,>

On obtient tous les diagrammes en joignant entre elles de toutes les fagons
possibles les extrémités gauches ou droites des interactions (fig. 2).

Les éléments de matrice (rs|v|mn) ont un caractere de symétrie défini, pour

‘échange des états m et n, ou I'échange des états » et s.

Les systémes de contractions différant seulement par I’échange des opéra-
teurs a,, et a,, ou a,' et a,', & I'intérieur des contractions, donnent donc la méme
contributionapréssommation surlesindices. Parexemple,lafig. 3montrel’échan-
ge de m, et n,, ou le produit

(Tal,a,>(Td}a,
est remplacé par
e(Tal,a, ><Tal,a,>.
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L’arrivée des deux lignes a 'interaction 1 est inversée. La valeur de e est +1 ou
—1 suivant qu’il s’agit de bosons ou de fermions.

/

{a §b Ye
P lsesies) Pelie) - (3) P71 §)
a-(523227) awfté)  ae- () efrig

Fig. 5. Les cycles y,, y,, ¥, correspondant aux cycles (26), (3), (145) de R’ = QP-1,

De méme pour un échange de #; et s, il suffit d’inverser les points de départ
des deux lignes issues de I'interaction 1. Afin de rendre ces opérations d’échange
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plus claires, nous allons ,,dédoubler’” chaque interaction en deux lignes voisines
que noterons 1’ et 1”” pour l'interaction 1. La ligne pointillée 1’ joint les opéra-
teurs d’absorption et la ligne pointillée 1’ joint les opérateurs de création,
comme si ’émission et 1'absorption se faisaient a des temps différents (fig. 4).

L’échange de m, et n, se traduit alors par une symétrie gauche-droite sur
Pinteraction 1’ et I"échange de 7, et s; par une symétrie analogue sur l'interac-
tion 1”.

Le premier effet de ce dédoublement est de disconnecter le diagramme en
un certain nombre de cycles (y), indépendants les uns des autres quant aux
opérations d’échange. Ces cycles, non orientés, sont déterminés de fagon unique
par le diagramme. 1ls sont composés de lignes alternativement orientées dans
un sens et dans l'autre, séparées par des lignes d’interaction V' et V"' (fig. 5).

2.3. NOUVELLE DESCRIPTION DES DIAGRAMMES

Définissons maintenant une classe (C) de diagrammes, & partir de laquelle
tous les autres seront obtenus par échange de m et # ou de 7 et s. Décidons de
n’effectuer les contractions qu’entre opérateurs a,' et a,, d’'une part, et entre
a,’ et a, d’autre part. Sur le diagramme, les extrémités gauches des interactions
sont réunies par des lignes, de méme que les extrémités droites, maisil n'y a pas
de liaison gauche-droite. Pour décrire un tel diagramme, il suffit de deux
permutations de # objets P et Q.

La permutation ¢ — P7 fait correspondre l'opérateur a,,,, a ali dans la
contraction (Taliampi>, et la permutation 7 — Q7, a,,, a al,.

Sur les diagrammes de (C), on reconnait 4 gauche les cycles de P et a droite
ceux de Q. I1 y a donc correspondance biunivoque entre les systémes de (C) et
les couples (P, Q): leur nombre est (n!)2. Pour cette classe (C), les ,,cycles” (y)
sont liés de fagon trés simple aux cycles de la permutation R’ = QP! ou a
ceux de R” = P71(Q: les sommets consécutifs de (y) notés V' décrivent les
cycles de R'.

Sil'onisole un cycle de R’ soit («fy . . . d), on pourra écrire les “‘parties conti-

8

glies” de R’ a P et Q sous la forme

T 7 k...l j R .1
P = == .
(ocﬁy...@)’ ¢ (ocﬂy... 0
Il faut noter que nous n’avons pas écrit P et Q tout entier, mais seulement les

parties relatives & R’ ou a (y).
La fig. 5 montre un exemple de diagramme construit avec

P_(123456u145236
2 1 4 6 38 5 ° \2 6i3/]1 4 5)°
Q__(123456)0u415362
“6 5 1 2 3 4 2 6/3/1 4 5)°
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et, sous forme cyclique,
QP = R’ = (26) (3) (145),

ot la seconde notation met en évidence les trois cycles (26), (3), (145) de R’ et
les ,,parties contigiies” de P et @ correspondantes, que nous avons notées
P,, Q. P,, 0, P, Q, sur la fig. 5.

Avant d’effectuer les opérations de symétrisation sur les cyles (y) a partir des
diagrammes du type (C), nous remarquons que les seuls (y) symétriques sont
relatifs & des cycles de longueur 1 de R. En effet, si le cycle est symétrique, les
parties contigiies de P et @ au cycle correspondant de R sont identiques;
le troisieme diagramme de la fig. 5 illustre ce seul cas.

Soit donc un cycle (¥) non symétrique relatif & un cycle (xfy ...4d) de R/,
de longueur p # 1. On peut effectuer sur (y), 22 = 4* groupes d’échanges
distincts, qui donnent donc lieu & autant de diagrammes distincts.

Inversement un cycle (y) quelconque, du type (C) ou non, donne lieu a
deux cycles (y') et (") du type (C): (y') et (') sont symétriques I'un de 'autre
et ils engendrent le méme ensemble de diagrammes aprés symétrisation (fig. 6).

Si les parties contigiies de P et Q) relatives au cycle (afy . . . ¢) de R’ décrivent
(y') et s’écrivent respectivement

. , 1] k...l , j R l¢)
: P= =
) (aﬁy...é)’ ¢ (oc[)’y... 6/’
nous aurons pour (y’’) & échanger le role des parties contigiies P’ et Q' (les
autres parties de P et Q restent évidemment les mémes)

e U NS B ZE e (AR R

On voit aisément sur la fig. 6 qu’il n’y a pas d’autres couples de permutation
pour représenter un diagramme que les deux décrits ci-dessus. Si nous adoptons
la convention de Hugenholtz ') de ramener la ligne d’interaction en un point,
un diagramme détermine les cycles de R’ (ou de R”) a 'orientation pres, sauf
pour les cycles de longueur 1, qui correspondent aux ,,doubles lignes”. Aux deux
choix d’orientation correspondent deux parties contigiies possibles de P
et Q relatives au cycle correspondant de R’ (ou de R!’).

En résumé, pour considérer ’ensemble des contributions auxquelles donnent
lieu les 2n! systémes de contractions, il suffit de choisir seulement les systémes
(C) définis par les couples (P, ) a condition d’attribuer a la contribution de ce
couple le poids 4"(3)”, ol » est le nombre de cycles de la permutation R = QP1,

En effet dans une sommation faite indépendamment sur P et ), pour un
cycle (y) de R’, le couple (P, (), et le couple (Q, P), donneront la méme
contribution. Si R a pour longueur 1, le couple (P, Q) n’interviendra qu’une
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seule fois dans la somme, mais au lieu d’avoir 4 diagrammes distincts par
symétrisation, nous en aurons seulement 2.

4 L 4
<’:'"7£*"' VT
- .
() (¥)
(353) P (439
- (157 a- (753)

Fis ©
Fig. 6. Les symétries gauche-droite effectuées sur les interactions 2”/, 4’ de (y’) ou sur les inter-
actions 1’, 3/, 4’, 5"/ de (p”’) donnent le méme diagramme (y).

En régle générale, nous aurons le seul facteur de poids (3)?, le facteur z
devant chaque élément de matrice de (3) disparaissant.

2.4. DENOMBREMENT

Afin de montrer que nous avons obtenu tous les systémes de contractions
possibles, nous effectuons maintenant leur dénombrement.

Nous définirons par A4, le nombre de systemes de contractions comptés avec
la regle du paragraphe précédent:

LB

ou 'ensemble v;, v,, v, . . . définit la classe de la permutation R = QP letla
notation Y, signifie la somme sur toutes les valeurs de »;, v,, . . . telles que
vi+2v,+3v34- ... = n.

Sommons sur les permutations P, a R fixé,
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puis sur les permutations R de la méme classe:

n=nl ZH(4P)V 1»”!- (5)

0 e N2/l
Introduisons la fonction génératrice f(z) définie par la série entiére
0 An n
0 =3 o ©)

En substituant la valeur de 4, donnée par l'expression (5), nous obtenons

-3 1 { p}%% - ,IZGXp “Zp = exp — 3 log (1—4z),

VyVg... p=1
soit
fle) = (1—42)~4,
Cette fonction, développée par la formule du bindme, s’écrit
® 2n!

2 (n1)?

L’identification des séries (6) et (7) permet de conclure

flz) = z". (7)

A, = 2n!,

qui est en effet le nombre de tousles systémes de contraction auxquels donne lieu
le produit 7, du paragraphe 2.2.
2.5. EXPRESSION GENERALE D'UN SYSTEME DE CONTRACTIONS

Pour les fermions, il nous reste & déterminer le signe a placer en téte de
chaque systeme du type (C).
Ecrivons la contribution, au signe pres, d'un couple (P, ¢), nous obtenons

) TT <7l 0, 3<T 1, (8)

L’écriture de (8) fait apparaitre les opérateurs dans l'ordre

t t al t
Ary Gy A5y By Fry By Fay By -+ o5 (9)

ue nous comparons a 'ordre suivant:
q

ta, ala, aTa al

arl my sl my .«raan2 st (10)

On remonte de (10) & (9) en effectuant d’abord les transpositions sur les a,, et
ensuite sur les a,. Or toute transposition sur les 4,,, considérée comme permu-
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tation de 4% objets est impaire, puisqu’il y a toujours un nombre impair d’objets
entre deux a,,

La permutatlon de 4n ob]ets qui fait passer de (10) a (9) a donc la méme
parité que la permutation de »n objets qui fait passer de l'ordre m,, m,, m;, . . .
alordre mp,, mp,, . .., ce qui nous donne un facteur / (P); le méme raisonnement
s’applique aux opérateurs a,, et donne un facteur I (Q). Le signe cherché est donc
I(PI(Q) = I(R) = (—1)"".

L’expression (4) s’écrit donc

T,= 3 f(R) II {T4a],an,><Ta; a,,>,
P,Q i=1 Lo L

avec
_ [(=1)*(—%)" (fermions),
S(R) = é)” (bosons),

ol v est le nombre de cycles de la permutation R = QP
3. Forme du Développement dans la Représentation Indépendante
du Temps

Le résultat précédent permet d’écrire l'expression (3) de Z sous la forme
suivante:

Z o0
Z)=z > Ef

n=0 n ' ri8mmn;

fdul f ity TT Crsdolmny (Tl ST 1,

(—=1)"

Connaissant les propagateurs libres

(Ta, (n)a,(u')) = 64 Gyp(u—u'),
nous sommons sur les indices 7 et s:

"5 5 1

nl mn,

f duy f i, T G (15— 2,)G (1= ) i pmgulolom .
=1

A d

Afin d’effectuer I'intégration sur les variables #,, nous utiliserons le dévelop-
pement connu ¢) de G,(¢—u') en série de Fourier de période 28. Nous avons

fire=e*  dans l'intervalle 0<u=8,
ef, e~ dans l'intervalle —p <u# =0,

Gip(u) = {

avec f; = (efer—g)L,
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Lafonctionad met un développement de Fourier, convergeant vers G, () pour

uw#0 et |ul #p.
Posons

mil

gu(u) =3 crl)e” -,

4
avec

cx(l) = (Bert+mil) ™,

ou la somme est étendue aux valeurs paires ou impaires de l'entier / suivant
qu’il s’agit de bosons ou de fermions. Les propriétés des séries de Fourier
permettent de montrer que

gx(u) = Gy(u) pour u#0 et |ul #Pp,
g:(40) = fit, 8x(—0) = ¢fi™, £:(0) = %(fk+_8fk—)
On pourra cependant utiliser dans tout l'intervalle la fonction g, (%) en écrivant

Gp(u) = lim g (u—7), 7> 0.

70

Apres avoir introduit deux suites d’entiers p, et ¢,, I'intégration sur les variables
u, est immédiate:

8 B
[P [ TT 6y )G =)

=1

= lim Y’ z dul f du, 15[1 Cmpy (P Pe)Cng, (G0:)

0 p;
S q»—f;—zr(mﬂ,-)
= lim ﬂnz HC qt)akr(pPz+qu pl qz)exp__ e ZP -J‘_gz

7—0 p;e; =1

On pourra omettre le dernier facteur exponentiel qui dépend de 7 et écrire
¢n(p) aulieudec,,(p) e™i7?/4,
Par commodité, nous définissons un élédment de matrice

(g IVIpgy = (m'n'vlmndé(p' 49 —p—9q),

ol la lettre p désigne a la fois I'état m et la variable entiére p. Dans le cas d’un
systeme infini, {|V'|> contient donc a la fois la conservation de 'impulsion et de
,,1'énergie’”’.
La fonction de partition prend alors la forme
Z_ 2B o s T ,
Z =3 (R) 2 II c(pi)e(@)<briqe:lVIt:q:>- (12)

n=0 n‘ PQ p;2; =1
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Cette derniére forme de Z montre que les sommations sur P et Q portent
seulement sur les produits d’éléments de matrice

Zf(R) 11 <]5PiQQilV|Ibi‘Ii>,
PO =1
que nous pouvons écrire

S/R)S 1 <PuaudV boigr

=1

Nous remarquons maintenant que les permutations R qui appartiennent a
une méme classe donnent la méme contribution, aprés sommation sur les
variables P et Q.

Effectuons le changement de variables

’ !
?Ci:pi’ q9ci = Yis
ou C désigne une permutation quelconque. Nous avons

TI <t:qz:Vipriar:) = 1;[1 P e crdVIP cpsq cpiy

=1

= H <p,iq/CRC‘lz'IV‘P,CPC_liq/CPC_1i>:

=1

d’ol 'on déduit le résultat annoncé

Egl—[ PiqrlVIppgproc(pilelgs) =2 g TI<P" 9 crelVID p:iq pc(P)(g's).
e i e’ i

On pourra donc restreindre la sommation aux différentes classes de R, que nous
noterons {R}, a condition de multiplier par 4" (R), égal au nombre de permuta-
tions de la classe {R} considérée. Si {R} contient », cycles de longueur p,

N(R) = n! TT ,lpv,,, S by, = n.
Le résultat final s’écrit donc
Z_ 3=y et
7.7 5 SRV RIX S S TLPanlVIpraroe(pocta). (13)

A Yordre #, les différents produits d’éléments de matrice se groupent donc,
pour chaque classe {R}, en une combinaison symétrique qui est un permanent
nXn et que nous apptlerons 4,

Soient Cy, C,, ..., C,, ..., les cycles de R, de longueurs /;, ly, .. ., L, . ..
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avec [, =1, < ... =<1,, le permanent a l'aspect suivant:

—— e S—— e

C, G Gy
Si nous appelons A, @ .., Pt “ g,% ... g*, les variables relatives au
PP 15 P » Pry 95 92 > Gy

cycle C,, la matrice dont les lignes appartiennent a C, et les colonnes a C,
s’écrit

PP <P et Vip D - <P1a92alV]1blAﬂ?l>
(P VP <P 07 VP 4> - <?2a93a\V']5?192\;_>
C, PqWVIp gy <P3“q4“lV175?ﬂ?1>
PrEQVIP Gy LV P>

Ca

Nous pouvons alors revenir a la représentation en diagramme de la maniére
suivante: dessinons les cycles (y), disjoints, en confondant en un seul point les
lignes d’interactions. Ces cycles sont formés de lignes alternativement orientées
dans un sens et dans l'autre (fig. 7). Il existe deux sortes de sommets, les uns
notés I’ ou convergent deux lignes, les autres notés 7”7 d’oll partent deux
lignes. A I'ordre #, on a 27 lignes et 2n sommets. On connecte ensuite les cycles
(v) de toutes les fagons possibles en joignant les sommets ¥V’ aux sommets V"’
par des lignes pointillées orientées qui représentent un élément de matrice et
transférent 'impulsion et ’énergie totale de la paire en interaction. Nous allons
justement porter notre attention dans les paragraphes suivants au cas ot l'on
impose que ces transferts soient nuls (fig. 8).

Cette représentation peut étre commode, pour calculer les contributions des
diagrammes connexes. On peut, en effet, montrer que la formule exponentielle
permet d’écrire le potentiel de Gibbs sous une forme identique a (13) mais en
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restreignant les sommations sur les permutations P qui forment une configura-
tion connexe avec R. Les facteurs de poids ne dépendent toujours que de R.

Fig. 7. Représentation d’un diagramme contenant deux cycles (y)

12345678
avec R = (123456) (78), et P = (47253618)

)

é:droite, le méme diagramme dans la description de Hugenholtz.

£ K

Fig. 8. Les deux seuls cycles d’impulsion et d’ ,,énergie’” non nulle du diagramme précédent.

4. Application a un Systeme de Fermions de Spin %

4.1. HYPOTHESES

Nous considérons un systeme de fermions enclos dans un grand volume £2; les
états individuels sont repérés par I'impulsion p et une composante de spin notée
A ou | . A lalimite £ infini, 'impulsion est conservée a chaque interaction dont
nous écrivons les éléments de matrice sous la forme

% {rsjpyjnm>d(r+s—n-—m).
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D’autre part, nous omettons toujours de noter la sommation sur les spins, qui
sera comprise dans la notation

5~ | P

p

Partons de 'expression (13) de { = Z/Z,. Nous allons extraire de { une série
partielle {; = Z,/Z,, dont nous évaluerons exactement la contribution dans le
cas d’une interaction séparable. Cette série partielle est définie de facon a ne
contenir que des éléments de matrice du type

P, =W Y, =2 V> =—<pd, =2t VI 4, =" 1>
1
:§<p, —plv|p’, —p').

Comme plus haut, p désigne ’ensemble de la variable d’impulsion p et de la
variabled’, ,énergie’”’ notée encore p. Nous retenons donc seulement les termes de
I’hamiltonien modéle de Bardeen %) ol l'interaction n’a lieu qu’entre paires
d’impulsion totale nulle dans 1’état singulet, mais nous imposons de plus la
condition d’,,énergie”” totale nulle. Ce traitement symétrique est naturel dans
une représentation indépendante du temps. En termes de diagrammes, au lieu
de sommer sur les variables attachées & un systeme de cycles indépendants
pour chaque partie connexe, nous nous limitons aux seuls cycles (y) (fig. 8).

Afin d’effectuer la sommation de la série {; = Z,/Z sans autre approxima-
tion, nous prendrons

<p: ’_p“)|p,: —p,> = gUpUy,

ol v, est une fonction de |p|, et g est positif ou négatif suivant que le potentiel
est répulsif ou attractif. On voit alors comment l'introduction du potentiel
séparable permet de factoriser les contributions des différents cycles (y) quelque
soit la facon dont les interactions les connectent.

4.2. SOMMATION DE Z,/Z,

Selon (13), les éléments de matrice de V interviennent dans le produit

1:[1 $PeqrdVIPP:igpi)-
D’apres les hypothéses de la paragraphe 4.1, nous aurons, quel que soit I'indice ¢,

Pi= —qri» Pi= —4

ce qui entraine

b :Pm-
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La sommation sur les variables ¢, peut étre effectuée:
g\ ¥
S TTepdeled bl pnand = (§) TLelpde(—petd(pu)
e = i=

Cette expression est indépendante de la permutation P. Si nous la substituons
dans la série (13), avec

c(p) = (Pep+ml)', p— (P,1),
le facteur 1/n! disparait aprés sommation sur les diverses P et nous obtenons
= 38 5 0 ) 3 T g )
n=0 0Q {R} Pl i=1 ﬂ2 ! nz _2

Ecrivons maintenant une permutation de la classe {R} sous forme cyclique:
soit (xBy . ..8) I'un des cycles. Le produit des fonctions d(p;—pg,) fournit un
facteur 6( Pa—D5)0(Pg—Dy) - - - 0(ps—pa); C'est-d-dire aprés sommation sur
toutes les variables sauf une par cycle, nous devons attribuer un ensemble p, / de
variables indépendantes & chaque cyclede R. Sinousrepérons la classe de K par
ou les », sont liés par la relation

v+ 20, + 33+ .. = #,
la série §; = Z,/Z, devient

L= 20 (:_gé)n % (—1)"(—g)t n’kT_Il R ) {pz,( 2+n212)k;Vk
2

=3 7300 l{ % £, (!12 ﬂ2egf:izz2)k}Vk'

n=0 ) & Vi

Vi Vay ooy Vpyo o

Si I'on définit les fonctions 4,(p) d’une variable p,
1o (8 vt
hilp) = — o (w ‘2—17_2—2) ’
2k po \ Q2 B2e 2H-n2l
et les nombres &, = &, (p = 1), {; s’écrit
L= 2 n! EH*h”"
n (v) k= lvk

Nous pouvons sommer cette série en définissant #! par 1’égalité

n!l = f:o e~ ?p"dp,

d’ot, formellement;

~OO

£y :.Jo dp e~ PH z *h Vi (p :JO exp (—p+ kz hk(P))dP, (14)

[o.o]
k=1 v, Vk =1

87
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avec
1 o (80 v, )k ( ghp v, )

h = - ( —r ) = log{l— >~ —————}.(15
2l = =25 20 proran) =28\ g g (1Y)
Nous remarquons que la série précédente envisagée comme fonction analytique
de p (ou de g) n’est pas uniforme. Cette difficulté est levée en considérant la
fonction exp Y %,(p) qui intervient seulement et qui s’écrit dans tous les cas

11 (l_gﬁ ___)
2,10 0 ﬂ28p2+n2l2

Le produit infini sur / impair positif a pour valeur

ch %ﬁwp/ch —%ﬁsp,
ou l'on a posé

8P

0,2 = g2 B?)v 2
Si g est positif (cas répulsif), w,? peut prendre des valeurs négatives lorsque p
varie de 0 & 40, et ch $fw, doit étre écrit

cos £f (gg pz—epz)i.

Le produit infini sur p a la forme suivante:

(T cos 4 (5 0—0t)" /o 3] x (L et dpoien 3pe. (10

La premiére parenthese enferme un produit fini, puisqu’il est restreint aux
valeurs de Kk telles que || < v, (gp/BR)%. Le second produit est étendu aux
valeurs de q telles que |e,| > v,(gp/fR2)% et converge avec 'intégrale [ v2dg.
Nous supposerons donc que v, décroit convenablement 4 'infini. Dans la région
d’'intégration p = 0, le prolongement analytique des fonctions & intégrer est
donc défini sans ambiguité, essentiellement & volume fini.

4.3. LE COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE Z,/Z,

L’étude du comportement asymptotique de {; = Z,/Z, lorsque {2 augmente
indéfiniment, nous amene a traiter séparément les cas attractif et répulsif. Dans
le premier cas, g < 0, il existe une valeur critique f,, au-dessus de laquelle la
quantité

P — — lim (82)7 log (£,/2)
2—co

3

n’est pas nulle et détermine I'énergie libre de la phase superconductrice. Au-
dessous de la valeur g, pour g << 0 et quel que soit f pour g > 0, # = O et {,
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est indépendant du volume: on obtient alors la seule contribution dite des
,,échelles généralisées” calculées dans I'hypothese des paires d’énergie nulle.
On sait que dans la série des diagrammes connexes qui définissent le potentiel
thermodynamique ce sont les échelles qui donnent la contribution maximum,
indépendante du volume. Elles ont été sommées en toute généralité ®) et con-
vergent si g est positif, pour g < f,, sl g est négatif. C’est cependant le terme di
aux paires ,,d’énergie’”’ nulle qui présente la premiére singularité, en g, lorsque g
augmente. On peut donc penser que cette hypothése des paires est valable dans
le voisinage de la température critique.

4.3.1. Cas attractif, g < 0.

D’apres (14) et (15), nous écrivons Z,/Z, sous la forme

Z, f°° { ( gbp V)t ) }
‘1 _ log (1—8PP "} 14
7, " Jo ORI ,,,%0 8 Q Preirmir) |

—[Tex (=3 log(ch Fhu,ch B, }dp. (17)

La somme sur p converge quel que soit p avec l'intégrale | v,2dp. Changeons
de variable pour l'intégration en p en posant

Lok
i

D’autre part, a la limite du volume infini,
1 2
— d3p.
G2 (2n)3f P

Définissons f(z) par l'égalité suivante:

_ ~1— 2 R xzf%v, 2
flz) = — lglﬁx+ (2n)3J‘d p 2 log (1+ﬂ28p2—|—7'5212).

1>0

Nous avons, pour le logarithme des deux membres de (17),

1 0 1

log — + — log f dx 77,
0

1
—-log (Z,/2,) = 0 gp 0

0

La méthode de Laplace conduit a rechercher le maximum absolu de f(x) pour
x = 0, et a calculer sa dérivée:

iy P 2 vy’
J@) = =g (2n>3J P2 e

Sous cette forme, on voit que la dérivée seconde est toujours négative. Si

89
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I'équation f’(x) = 0, posséde une solution &, celle-ci est unique. L’équation
pour & s’écrit donc
I3

— 3 . 1
1= 2(2n)3fd p o th zhw,, (18)

avec
w,? = g2+ &v, %

On reconnait en (18) I’équation connue qui détermine le ,,gap” 4,2 = év,?,
en fonction de f. Il existe une valeur g, telle que la solution &(f) existe pour
f = .. Plagons-nous d’abord dans ce cas. Nous obtenons

# — lim — Elélog (24/2)) = — ;—f(s).

C’est-a-dire, pour le potentiel thermodynamique Qv,

1

_ 1

p = lim — log 7, = ﬂ_QlogZ 5/6)
_ 12 e lo(+e—ﬂ€m)—}——§————2—lfd3 log (ch B, /ch 1 ge,)
=7 g P80 gl @ap p) TP OB (N EIOIAEEE),

ou

2 wepog e — L [@piw, )

P =—— og e F¥) — —— ~&p).
gl (27)° B (2)° ’

Cette formule est la spécialisation au cas du potentiel séparable du résultat plus

général donné par Bogoliubov, Zubarev et Tserkovnikov ¢).

Considérons maintenant le domaine f < f,, ou I'équation (18) n’a pas de
solution. Le maximum de f(z) est atteint pour = 0 et 'on trouve £ = 0.
Sil'on veut obtenir la limite de Z,/Z,,, il faut revenir a I'expression (17) qui est
uniformément convergente par rapport a £ et 'on obtient

. e g_ﬁ_p v’ } _ !
hmzl/Zo—fo eXP{ TP 0 B e P T TR )

avec la définition suivante de F(f):

_FB Ut _
FO) =G 2 Pepiait — 2P

1
Jd3p v,2 —thige,.
81’

Silon effectue la sommation des échelles on obtient effectivement log Z=log Z,
— log(14+gF(B))+ . ... La singularité en f, est déterminée par 1'équation
1 = —gF(f.), qui coincide avec (18) pour & = 0.
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4.3.2. Cas répulsif, g > 0

Nous montrons ici la convergence uniforme par rapport au volume de
I'expression (14) que nous devons écrire

Z [o.]
b= :f e~?T1 (ch }pw,/ch 3Be,)dp,
Z, 0 P

ott le produit J],(. . .) est défini par (16). Chaque facteur de ce produit est en
valeur absolue 1nfer1eur a 1, nous avons donc [[],(...)] = L
Divisons lintégrale sur p qui définit {; en deux parts

{ = f e~ ”H dp—J‘OR—{-J‘:. (19)

La seconde intégrale est inférieure en module & e™®. Nous pouvons étudier la
premiére pour £ — co. Elle s’écrit, d’apres (16),

f e T ( f dpeTL (- )x TT(

Le premier produit [y est restreint au domaine |e,| < v,(gp/BR2)%.
Le domaine du produit sur k et 'argument du cos (. . .) tendent vers zéro
uniformément par rapport a p,

dely=(e)

v \BR pe
On peut donc remplacer J],(...) par 'unité sous l'intégrale [§, qui peut
s’écrire maintenant

R
| doexp {—p+3 Tog (ch Bugfch e, (20)
0 q
avec
led > va(gplP)R.

Comme dans le cas attractif, si 2 tend vers I'infini, on obtient par un développe-
ment limité au terme en 1/,

S ()~ [ dge, (£ 25) g = —goT ().

C’est-a-dire, apres substitution dans (20),

R
_ fo dp e~PAHIFE) i < oK.

D’aprés (19), R est arbitraire, la limite de {, est donc (14gF(B))™!
Dans les deux cas, ce résultat s’obtient en ne conservant que le premier
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terme 4, (p) de la série 332,%,(p) dans (14). Ce terme correspond en effet aux
cycles de {R} de longueur 1, les seuls & retenir pour la définition des diagrammes
en échelles.

5. Conclusion

Sans qu’une justification plus précise en soit donnée, nous avons vu dans ce
papier comment une écriture nouvelle de la série de perturbation de Z/Z, et la
représentation correspondante des diagrammes, permet de reconnalitre le rdle
particulier joué par les termes de I’hamiltonien modele de Bardeen et d’extraire
la série partielle qui donne le résultat connu. La sommation exacte est possible
grace au potentiel séparable, sans lequel il faudrait évaluer de fagon approchée
les permanents qui rassemblent les éléments de matrice, afin de retrouver la
solution plus générale de Bololiubov ¢).

Je remercie le Professeur C. Bloch et Monsieur R. Balian pour les nombreux
conseils et remarques qui m’ont aidé dans ce travail.
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GAZ COULOMBIEN DISCRET A UNE DIMENSION

M. GAUDIN

Service de Physique Théorique,
Centre d’Etudes Nucléaires de Saclay, BP no 2, 91190 Gif-sur-Yvette, France

(Regu le 14 février 1973)

Résumé. — Les isothermes d’un gaz discret (lattice gas) coulombien sont calculés exactement
pour trois valeurs de la température inverse § = 1, 2, 4. Les zéros de la grande fonction de partition
se condensent avec une densité uniforme sur un cercle ou un arc de cercle.

Abstract. — The three isotherms 8 = 1, 2, 4 of a circular Coulomb lattice gas are calculated
exactly. The roots of the grand partition function are uniformly distributed on a section or on

the whole unit circle.

1. Introduction. — Dans sa théorie statistique des
niveaux d’énergie des systémes complexes [1], Dyson
étudie la thermodynamique d’un systéme de charges
identiques portées par un cercle conducteur et se
repoussant mutuellement selon la loi de I'électrosta-
tique 4 deux dimensions. Si 'on prend pour unité
le rayon du cercle conducteur, I'énergie potentielle
du systéme de n charges ponctuelles + 1, de coordon-
nées angulaires 6, 0,, ..., 0,, est égale a

W=~ Y log|e%— %], (1)
i)
et la fonction de partition de ce systéme classique a
la température T = ' s’écrit

1 2n
= - d6, ...de, e "
bt = 5= ¢
_ 1 [ i0; 0 |8
= -~ || df,..4de, i )
(271)”J’ Jo jIJ\ e ¢ |(2)

Il se trouve que pour les valeurs particuliéres
B = 1, 2, 4, la quantité () peut étre considérée
comme la mesure du volume de certains espaces
homogénes (ensembles de matrices orthogonales,
unitaires, symplectiques), et de cette fagon a été éva-
luée par Dyson qui obtient

‘ P
\w.,mf(sz)
) o
,%®=n!

2n!

:\ V(4 = o

Le Journal de Physique 34 (1973) 511.522

Ces résultats lui ont permis de formuler la conjec-
ture

r (1 + gn)
,(B) = Fﬁ— VB 4)
r (1 + —2)
prouvée peu aprés griace a4 un lemme de Wilson [2] et
Gunson [3]. La thermodynamique du modéle cou-
lombien circulaire s’en déduit simplement.

Nous nous proposons ici de considérer une version
discréte du modéle continu précédent. Le systéme
sera constitué de n charges mobiles — 1, dont les
seules positions possibles sont les N sites d’un réseau
périodique circulaire. Etant- donnée la croissance
logarithmique du potentiel coulombien avec la dis-
tance, il sera suffisant de placer ces charges mobiles
négatives en présence d’une distribution uniforme
mais discréte de charges positives, pour qu’une énergie
libre par particule mobile puisse étre définie. Comme
on le verra de fagon plus précise au paragraphe S5,
ce modéle pourra étre considéré comme une version
4 une dimension d’un modele d’Ising en présence de
champ ou si 'on veut d’un modéle de gaz coulombien
discret a une dimension (Coulomb lattice gas).

Utilisant des méthodes développées pour les
ensembles gaussiens [4), [5], nous procédons d’abord
au calcul des trois isothermes 8 = 1, 2, 4 du lattice
gas coulombien.

2. La fonction de partition. Le cas f = 2. —
L’affixe de la charge négative n® j occupant le site
P 1 < p; < N, sur le cercle de rayon 1, est ¢,
avec ¢ = e®*/¥ Une configuration de charges
mobiles est donc définie par une suite

{py={priLpspn}
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formée de n entiers distincts variant de 1 & N. L’énergie
mutuelle du systéme de charges est donc

W= — 3% log|e” — &™|.

i<k

®)

Afin d’obtenir des propriétés extensives normales,
Dyson soustrait de W, I’énergie du fondamental des
n charges, qui dans le cas continu vaut »/2 log n.
Or, sur notre réseau périodique, nous ne connaissons
pas en général la configuration d’équilibre. Bien que
la quantité n/2 log n soit sQirement une borne infé-
rieure de I'énergie du fondamental, cette soustraction
a Pinconvénient de dépendre du nombre » de fagon
non linéaire et rend malaisée l'introduction de Ia
grande fonction de partition, c’est-a-dire la compa-
raison avec un modele d’Ising. Ayant ceci en vue,
nous choisissons de placer les n charges négatives en
présence de N charges + 1 fixées sur chaque site du
réseau circulaire ; prenant pour zéro I'énergie mutuelle
d’une charge — 1 coincidant avec une charge fixe + 4
L’énergie d’une charge mobile dans le fond uniforme
positif est évidemment indépendante de sa position
et vaut

N
! Y loglet — &f :—llogN, ©)
2,5 2
(P#q)
ce qui donne lieu a une énergie totale
n
W0=—§IogN. )

La fonction de partition du systéme classique ainsi
défini et obéissant & la statistique de Boltzman est
donc

1 -
0.(B) = — Z porTH ®
nlip}
= 1 z H | pi pi|B 9
_;_ N(nﬂm L <ic<n =™t )
Pour faciliter la comparaison avec I’ensemble cir-
culaire, on posera
1 . ,
o) = % [llem—e™ ), (10)
N {p} i<j
0 1 2¢; 3 sf
4
g — g) = dét
1@2‘; <n ® ) 1 &j & &

ol I'on a posé &; = ™.
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puisque I'on a, pour f réel positif

P}im PulB) = Y.(B) . (1

Evaluons tout de suite ¢,(2). On a I'identité connue

A, e = T (87 — 7)) = dét. | 77|, (12)
j>i

ol figure au second membre de (12) le déterminant
d’ordre n d’éléments " avec k; = i — 1;i,j = 1,
2, ..., n. Dans la somme (10), pour Re 8 > 0 la res-
triction « p distincts » peut étre levée et 'on obtient
1
— 3 A4*
N

1 '
©a(2) = = Y M| e7h
N" &

z g(kpl kQJ

pj=1

- 2o 11 (5 7).y

x(P) étant I'indicateur de parité de la permutation P,
d’ordre n, etc...

Puisque I'on a | kp; — ky;| < N, nous obtenons

,(2) = Z x(P) x(Q) H o(kp; — koj) = Zl =n!.
PO i=1 P
(14)
On notera ’égalité ¢,(2) = ¥,(2).
3. Calcul de ¢,(4). — L’expression (10) pour
p = 4, s’écrit
P4 = Z N H THOTIRTT (M - )t (15)

i>i

1l est facile de mettre le double produit sous forme
d’un déterminant. En effet, si I’on considére le déter-
minant de Van der Mond

A(xl’ X35 eers xZn) = l_[ (xj - X[) il (16)
1<€i<j<2n
on a la limite
A(Xqy ey Xap)
lim 1 = Xy — 34
xoxg (X2 — Xy) (X4 — X3) . 1<fZ’jsn( 2 x20)
(17)
D’olt 'on déduit I’identité
@n—2¢ 2n~1ye?
2n—2 (18)

£%

2n—1
J &

Substituant au second membre de (15) un développement de Lagrange du déterminant (18), nous obtenons

oa;—1

b Z Z/(P) H ~2(n= 1)1 oy &y

Pu(4) =
2" e

o, —1

a3 —1 a,—1
o3 &g %3 &3 3 ¢

Ay €y

80;2 a4

&3’ &y

(19)
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ol la seconde somme porte sur les permutations P
d’ordre 2 n

P=[0 1 2 2n—1]' 0)
% oAy Ay ... 2n

La sommation sur les Pj peut alors étre effectuée et
Pon obtient

@ud) = n ! PfA(@, f) = n!|A@ p)|'?

wf=01,.,2n—1, (D

avec la définition usuelle du pfaffien. L’élément de
matrice antisymétrique A(x, f§) est donné par I’égalité

N
A(d, /g) — (a _ B) L Z 8P(a+/]*2n‘il) . (22)
N =,
Comme on a toujours les inégalités
—2N<a+f-2n-1<+ 2N, (23)
on en déduit
o+ pf=2n-1
\A(u,ﬁ):a—[)’ si a+pf=2n+N—-1
a+f=2n—-N—1
( Alx, f) = 0 dans les autres cas . 24)

Pour calculer dét | 4 |, il nous faut donc distinguer
les deuxcas2n < Net2n > N.

3.1 2n < N.— On ne peut avoir
2+ pf=2n+tN-—-1,

puisque avec le signe —, x + f serait négatif et avec

le signe +, « + § > 4 n — 1, en contradiction
avec0 < o, f < 2rn — 1. On a donc seulement
A, ) = a — avec a+f=2n-1

ou
Ao, ) =2n =28 —1.

Ce qui nous donne

2n—1
dét|A|l= ] @n—-28~-1
=0
=(1.3.5.....2n = DX (=), (25
et par conséquent pour 2 n < N
2n!

0,4 =|PfA|n!=n!(1.3.5.....2n — ]):2—".

(26)

La aussi, dans ce domaine
ou(4) = ¥, (4) . 27)

Les choses seront différentes dans le cas 3.2.

3.2 2n > N. — La matrice A(z, f) est semblable
a B(a, B) = A(x, 2n — i — 1). On déduit des expres-
sions (24)

. - =0
Blo,)=a+f —2n+1 sl §—2=+N
=0 autrement .

Ecrivons le tableau de.la matrice B :

L—@2n=1 0 : —@2n-N=1 i
0 —(2n—-3) : C
3 0" @n-N-1|21-N
B o= | e 0_1 ......................................... n .....
0 +1 0 n+1
0 0 +3
—(2n=N=1) ’ N+1
0 .
0 .
. 2n=-3) 0
0 " (2n=N-1) 0 0 @n-1) |2n
n de la .
colonne : 1 2 2n—N n n+l N+1 2n (28)
On en déduit au signe prés
V
|4} =[B|=[l.3.5... .2N—-2n— ]?.dét U\ (29)
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ot U, U et V sont des matrices diagonales d’ordre (2 n — N) définies a vue d’aprés le tableau (28) de la
matrice B:

'

(U, =Qk—-2n-1) k=1,2,.,2n - N
U=2AN-n+2k—-1 k=12.,2n—-N (30)
'V, =N-2n—-1+2k k=1,2.,2n-N.

U vV
Le déterminant § = y T est égal &
2n-N .
o= H (UkUk—sz)
k=1
2n—N s (31)
= [I[CN+2k-2n—-DQRk—-2n—-1)—-(N+2k—-2n—- 17
k=1

_ (__)N N2@n=N)

On obtient donc, d’aprés (29) et (31)
PfA =1.3.5.....2QN —2n~ 1), N ¥, (32)

C’est-a-dire, pour 2 n > N

N 2N —=2n)!n!

(4 LA,
(4 = N

(33

Notons que pour 2 n = N, cette formule donne le méme résultat que (26). Pour n = N, on a le test du
calcul direct py(4) = N¥ N !

4. Calcul de ¢,(1). — D’aprés la définition (10), nous avons a calculer
(pn(l) = Z I—[ sl‘j - " l s (34)
tpy j>i

Oor, nous avons

A e ey = [ (€™ — &%)

J>i
= 1‘18"1 =02 1T sm( N i )(2 plr= vz 3s)
i>i
et par conséquent, dans la région D :

1<p, <p, <= <p, &N (36)

I‘)I[ gPr — ght | — ["(" e H ~[pi(n—1))/2 A(s"‘, ey Epn)

J> J=
— 1 kipj
= ooz | & 37

avee

1 n—3 n—3 n—l}. 38)

n—
{k}:{—- 5T T Ty e Ty Ty

En vertu de la symétrie de P'intégrant dans les variables p; au second membre de (34), la quantité

¢,(1) peut étre calculée comme une somme dans le domaine D défini en (36), et compte tenu de (37),
on obtient

o, (1) = i~ lntn- D)2 1%7!. Z Z 2(P) g7t g72p2 | gonpn (39)
D p

ou P désigne la permutation courante d’ordre n

. n+1
Pz[k‘ k,,] ki=1i-— 5
e o

% i =1,2,..,n. (40)
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La méthode consiste maintenant a effectuer les sommations d’abord sur les variables py, ps, ..., Pyy_;
ol v désigne la partie entiére de #/2. Nous limiterons la preuve au cas n = 2 v. De fagon précise, nous som-
merons dans les domaines

l<p <p;
P2 < P3 < Pg

Pav-2 < Pay—1 < Pay- (41)
Puisque lintégrant . s’annule lorsque ;= i+1, nous sommes libres d’inclure les égalités. Nous avons
q g q Da2i P+ g
p2i+2—1 gI2HIPT __ oE2i+1P2it2
6‘!2i+ll7 P (42)
P=p2 1 — Eazul
et par conséquent la somme (34) s’écrit
L _ n | 8“ _ 8«1;72 BHJPZ _ Ealpa suzv_gpz‘,-z —_ Sﬂu—xpzv
(p"(l) =1 tn(a =102 _‘Z Z 7(P) —_— e T T gk T g TPy (43)
_ 1 _ 3 - A2y -1
N5 ¥ 1 —¢& R 1—-¢

~u encore

l n
90,.(1) = j - D1/2 ;\FZ 1—[ 1 - Z X(P) (831 _ sﬂlpz) (Sazpz _ eaz(pﬁ-l))x

D i1 1 —g“F

x (Eﬂwz - 8"”’“) (81494 _ Eaa(pﬁl)) (euzvpzv - salv(P2v+1)) . (44)

Dans le déterminant que représente la somme sur P, ajoutons les éléments de la premiére colonne i la
seconde, puis de la nouvelle seconde 4 la troisiéme et ainsi de suite ; nous obtenons

) (1) = j [e-112 n_'
n

e i I T At TR RO PR ()
n
N 1Spy<pg<.-<pi, &N i=11 — ¢

ol la notation du déterminant d’ordre n qui figure dans (45) est suffisamment explicite (k — k,, k,, ..., k,).
L’intégrant est maintenant complétement symétrique en p,, p4, ..., p,, €t nous pourrons écrire

n
o (1) = jto-vy2 il 1 1
u
N" vVispusn i=1 1 — ¢

AR (46)

Développant le déterminant comme en (19), nous obtenons donc

, .
(1) = itz 1L = L N* v PfE(k, k') .
N' vl Q)" i=1 | k=n

S

ket kel{k}, (47)

ol I’élément de matrice antisymétrique E(k, k') est défini par la somme

PN DA I QPLC D I EPLY
E(k, k) = N 21 1 — KD 1 — gkr (48)
fryed >
On trouve
, L. 2nk ,
E(k, k') = 2 isin == 6(k + k) (49)

et par conséquent

n 2]( 1/2
PfE:i(zi)”{gsm;‘} , ki=i~";1
- i(2i)Vsin[§V-sin3".....sin(_zl“_l)f.

N N
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On déduit finalement ) 4\ ) 2v + !
o i tim r. () = (4) 01 im g = DY
sin( j— 1= N-w m N-o vin (52)
LS Q. N
o) =2 ST ————s  (50)
NY 2V j=1 Sinz(2] — D=
2N 5. L’énergie libre. — Nous rassemblons les résul-
ou encore tats des paragraphes précédents dans la proposition
I 271 suivante.
o, (1) = 27‘: [] cotg @j=D= (n=2v).
NY j=1 2N 5.1 ProrosiTioN I. — La quantité
(51
Un calcul analogue effectué pour n = 2 v + 1 Q) = N2 . Z . l4i% (53)
donne le résultat spécifié en (55). Dans les deux cas ERLCRLE LG
de parité on vérifie le test avec
n N
F(l + 5) A=JlE ) et g=e™™% (54
fim (1) = ¥(1) = ———
N—ew r _3_
(2) prend pour f = 0, 1, 2, 4 les valeurs
0,00 = C;f
: Y 2j—-Dn=n
A = cotg -0 pour n=2y
0. JD1 ¥
= 2jn
= /N [] cotg —= pour n=2v+ |
i1 2N
(55)
042) =1
!
} nto b si 2n <N
| \ 2wt N
Le,® = R 5y
,,;‘1\,’,,_*”)7' ,_l’f si 2n = N.
2N — )L NN
Dans ces quatre cas, on vérifie, si ¥ est pair Appliquons-le au calcul de ¢, (2 k)
On-nlB) = Qu(B) . (56) s
" A2 = T (I A )
En présence des résultats (55), il est normal de se N" (g}
poser la question de leur extrapolation possible a "
toute valeur de . Le changement de forme analytique x [T % (58)
de Q,(4) en fonction de la densité p = n/N, rend i=1
sceptique sur la possibilité de renouveler quelque avec . = &P
chose d’analogue a la conjecture de Dyson [4]. s
Dans un domaine restreint de densité, le théoreme Du fait de la relation
suivant conjecturé par Dyson et prouvé trés simple-
ment par Good [13], permet sans nouveau calcul 1 X pa _ |1 pour g=0
d’obtenir Q,(f) pour f = 2 k (k entier naturel). N p;l =10 pour 0<|q|l<N, (59

Théoréme : le coefficient du terme (x4, x5, ..., x,)" ¥
dans le polynéme
(_)[kn(n—l)]/l AZk(le seey xn)
est égal a
(nk) !

. 57
Gy (57)

si les puissances de ¢;, j = [, #], qui figurent dans le
développement de I'intégrant au second membre de
(58), sont en valeur absolue inférieures 2 N, la som-
mation sur {p} élimine la contribution de tous les
mondmes, sauf celle du terme constant. Or, les puis-
sances de &; sont bornées en module par k(n — 1),
on en déduit la proposition II.
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5.2 PrOPOSITION II. — Si k < N/(n — 1), on a

Les résultats (55) et (60) nous permettent de calculer
ce que nous appellerons une énergie libre par parti-

0,2k = (nk) ! cule a Ia limite thermodynamique N = oo, en fonction
! kD de la densité p = n/N, pour les valeurs en question
de la température.
it par conséquent 1
~ BF(B) = lim —log Q.(B) . (61)
(nk)! now
0,2k = — 2 (60)
n U NTETD (o On obtient aisément
F(2y=0
1 np/2
F() = —J' dx log (tg x) O<p<l (62)
P Jo
ceci dans les 2 cas de parité .
1 1
—Z(logZp—l) 0<p<§
F(4) =
11 i
\ 4(,0 1)(10g2(1 p) — 1) 3> P> 1 (63)
F(2k)—4§:——1(l0 —1)+ilo ki—tiogk 0<p<i (64)
Y e 2k BN T 708 Pk
k=1,2,3,..

I1.faut observer ici que la quantité p*(8F/Zp) ne
saurait étre considérée a priori comme la pression
du systéme de charges mobiles, puisque la période
du réseau positif dépend de N, autrement dit I'inter-
action dépend du volume. Pour étudier les propriétés
extensives du systéme, il faudrait par exemple res-
treindre Je volume alloué aux charges mobiles 4 un
arc de cercle défini. Le calcul de la fonction de par-
tition serait alors analogue 4 celui de la loi d’espace-
ment des niveaux dans les ensembles circulaires. Le
calcul est simple pour 8 = 2. Si le volume alloué sur
le réseau circulaire original est restreint & N-M sites
on trouve pour la fonction de partition Q,

A~ s sin np(p —
0, = 0,det | o(p — q) — NIEL D
.om
N sin N(p - q)

M

et il resterait a étudier le comportement asymptotique
d’un déterminant de Toeplitz, ce que nous n’avons
pas fait.

Il est cependant possible de définir une pression
au moyen de I’ensemble grand canonique ; la pression
grand canonique coincidera avec la quantité p*(¢F/ép)
dans les régions de température ol ¢F/dp = 0. Ce
sera le cas pour f = 1, 9F(1)/¢p > 0. Par contre,
pour f = 4, ¢F(4)/¢p < 0, on aura p = 0 pour
0<p <l

6. Les zéros de la grande fonction de partition. —
La grande fonction de partition de notre systéme

coulombien est, en vertu de la définition (8), le poly-
néme de degré N dans la fugacité Z

N

o) = Zo .Mz, Qp=1. (65)
Montrons d’abord que Q(f) peut étre interprétée

comme la fonction de partition canonique d’un

modéle d’Ising pour un antiferromagnétique en pré-

sence de champ. Plus précisément, si I'on définit

"’hamiltonien

N

J = — Y o,o,logle” —&l+h Y o, (66)
1<p<q &N p=1

d’un systéme de spins o, = =+ %, localisés sur les

sites ¢” du réseau circulaire, en présence d’'un champ
magnétique externe /, la fonction de partition

0ip = X " (67)
est proportionnelle a Q(f)
OA(p) = NPNEZTNIZQ(B) (68)
avec la relation champ-fugacité
Z = efh.
La preuve de (65) s’obtient en posantg, = — v, + §,

v, = 0,1, et en remarquant que
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Cependant Q et Q, ne peuvent posséder simultanément
des propriétés extensives normales, & moins de redé-
finir le zéro en énergie en soustrayant de JC I'énergie
de Détat ferromagnétique de spin N/2, auquel cas
les deux fonctions de partition en question coincident.

Le potentiel répulsif log | €/ — &7 | prend des valeurs
des deux signes et par conséquent le théoréme de Lee
et Yang [6] sur les zéros de Q(Z) ne peut étre invoqué
Cependant nous allons voir que ces zéros ont pour
module 1, lorsque § = 0, 2, 4 et trés probablement
pour § = 1.

a) Les cas § = 0, 2 sont évidents : d’aprés (55)
0(0) = (1 + Z); c’est un cas limite de confluence
des racines.

) 1 — ZN+1
00) = 55—
la densité de zéros est uniforme sur le cercle | Z | = 1.

Les racines sont simples.

b) Le cas B = 4 reléve du théoréme de Polya-
Szégo sur les zéros des polyndmes trigonométriques
4 coefficients monotones (Szégo, Orthogonal Polyno-
mials, § 6.4) [7].

En effet, d’aprés la remarque Q,(f) = On-np)
on peut écrire en posant Z = eff

i ‘
0) = 26™ Y Qupycos(y  u)r (69)

n=0

on a évidemment Q,(f) > O et, pour n < N/2 en
vertu des formules (55),
2@ _2n-
Qu-1(4) N

< 1. (70)

La suite 0,4) (I < n < N/2) est décroissante et
par conséquent en vertu du théoréme de Polya-
Szégo les zéros de Q(4) sont sur le cercle unité, simples
et répartis avec une densité asymptotiquement uni-
forme (N — o) sur tout le cercle; ce qui rejoint
le cas f = 2. Par contre on ne peut rien conclure du
théoréme de Polya-Szégo pour Q(1) car en ce cas,
on a les inégalités

2.(1)

0, > (" <

oz

) (71

qui sont dailleurs celles de la stabilité thermodyna-
mique des systémes usuels.

¢) B = 1. Nous restreignant aux systémes a un
nombre impair de particules mobiles, nous avons le
résultat suivant.

6.1 ProposITION I, — La grande fonction de
partition du systéme impair

M-1
Qimp(l = Y 277100 (); N=2M
v=0
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a ses zéros non nuls sur le cercle | Z | = 1, aux angles
0,et 0, + n, avec

AT

n
A Y

A=1,2,..M—1. (72
La encore, les zéros sont simples et a densité uniforme
sur deux arcs symétriques [n/4, 3n/4] et [— =n/4,

— 3n/4].
La preuve repose sur une identité de Gauss citée
par Szégo (Orthogonal Polynomials § 2.7) [7].

M-1

5 uv(qM - @" - 4. ¢" - )
I-—qU-¢)..(0~-¢q)

v=0

M-1
= [T U-4"w (73)
=1

il suffit de choisir

g=¢e"™M et u=iZ? (74
pour mettre 1’expression (73) sous la forme
M-1 v jTZ M-1 . .
Z 72 H cotg 2 = H (1 - 72 em/2+mA/M)
v=0 j=1 M i=1
(75)

ce qui prouve la proposition III.

Nous n’avons pu montrer un résultat analogue
pour la fonction compléte Q(1) faute d’avoir une
formule de Gauss portant sur les puissances impaires
de ¢. La forme de Q, et la limite N — oo laissent
penser qu’il existe une fonction interpolante entre
0, et O,,, analogue a4 une fonction Béta d’Euler ;
mals existe-t-il une généralisation de la formule de
Gauss avec un coefficient du type

[N] —(qN+p_1)(qN—1+pv_1)...(qN*v+l+p_1).
y o (qv+p_‘])(qv+p—l_!)“.(ql+p_l)

>

(76)
nous ne le savons pas.

Cependant la limite thermodynamique pour § = 1,
est la méme pour le systéme pair, le systéme impair,
ou le systéme complet, en vertu de (62). Si I'on calcule
la pression et la densité du systéme grand canonique
par les formules

fp = lim . log 0(f)
N—x (77)
. d(Bp)
P=r7

on obtient évidemment le résultat (62) pour I’énergie
libre
p l
F==-—-——-logZ
PR A
du systéme impair. Une conjecture de distribution
uniforme des zéros de Q sur les arcs [n/4, 3 m/4]

(78)
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et symétrique, donnera aussi le résultat (62); en
effet, dans une telle hypothése

1+ iZ*
1—iz*’

_ log
N NTZ - in

(79)

et par conséquent

1(? 1 np/2
F=—jlo Zd =ﬂj log (tg x) dx , 80
pogpnpog(g) (80)
résultat identique a (62).
Signalons pour terminer ce paragraphe sur- les
zéros, le résultat suivant que nous n’avons pu exploiter.
Les zéros du polynéme
N
Zo O,(1) Qi (1) Z7 Qo= Qy+1 =1, (8))
sont répartis avec une densité constante sur le demi-
cercle RZ < 0.

7. Une transition solide-liquide. — Les résultats
précédents (voir Fig. 1) sur les zéros de Q(Z) et leur
distribution asymptotique sont suffisants pour déter-
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- @ - ‘%
Bao B Ba2t B-2
() (b) {c) (d)
FiG. 1. — Distribution des zéros de K pour diverses valeurs

de la température inverse § dans le modéle coulombien a) b) c)
et dans le modéle du paragraphe 8 [Fig. d)].

miner les isothermes § = 0, 1, 2, 4 mais ne se laissent
pas facilement interpoler. On peut conjecturer que
les zéros sont simples et sur le cercle | Z| = 1 pour
B > 0. On peut aussi conjecturer que leur densité
est uniforme sur tout le cercle pour § > 2, puisqu’elle
I’est pour f = 2 et B = 4. Dans toute cette région de
température, cette propriété pourrait résulter tout
simplement d’inégalités du genre Q, < @, ,
(n < N/2). Dans la région 8 < 2, le mouvement des
zéros semble compliqué. Entre § = 2 et f = 1, on
pourrait imaginer que la distribution reste uniforme
sur deux arcs symétriques [a, 7 — a]et [— o, — 7 + «a]
aveca = Opour f = 2eta = nf4 pour § = 1. Une
interpolation linéaire dans cet intervalle donnerait
pour la pression

2+p)n/4 _dp ~(2=p)n/4
Bp = J log (Z — €% — + j (82)
(2-pyn/a np —(2+p)n/4
c’est-a-dire, aprés un calcul facile,
sin fgf
2= — (83)
. T
sin 7(1 -0
et l'isotherme
p
pp=Gsin | xdx . 1spe2 (84)
4 2 Jo . mhx . wf
sin - sin 5 1 - x)

Nous verrons cependant plus loin que cette hypothése
d’interpolation conduit a2 un résultat inacceptable.

En ce qui concerne l'intervalle 0 < f < 1, il est
plus difficile d’imaginer le mouvement des deux sec-
teurs symétriques venant se confondre au point
Z = — 1. Pour comprendre la séparation de la racine
multiple Z = — 1| au voisinage de § = 0, calculons
par perturbation Q pour obtenir, au premier ordre

en f
Qo (1+Z)”‘2(1+Zz+22 - %ZNlogN). (85)

Sous cette forme, I'ordre des limites, 8 petit, puis N
grand, ne peut étre interverti. Pour en tirer une infor-

mation a la limite thermodynamique, nous remarquons
qu'il s’agit probablement du développement d’un
terme

A+ Z)V1 + 2 + 2ZNY (86)
on voit que si B est seulement de 'ordre de 1/N, deux
racines sont déji envoyées en Z = + i. On peut alors
imaginer que, dans l'intervalle 0 < f < 1, le secteur
angulaire [o, n-a], avec n/4 < « < 7/2, et le secteur
symétrique coexistent avec une racine multiple en
Z = — 1, dont 'ordre décroitrait de N a O lorsque
o décroit de n/2 & n/4. D’autres hypothéses sont pos-
sibles.

Quel que soit le mouvement de la distribution des



102

zéros de Q dans l'intervalle I < f < 2, cette distri-
bution est asymptotiquement uniforme sur le cercle
complet [ Z| = 1 pour f = 2; et pour § = 1 elle
est uniforme sur les deux arcs [n/4, 37/4], [~ n/4,
— 3 n/4] on en conclut :

7.1 ProposiTION IV. — Le systéme subit une tran-
sition 4 une température f telle que 1 < f, < 2.

On peut considérer cette transition comme une
transition solide-liquide (ou gaz). En effet Dyson a
montré dans le cas continu — ce qui équivaut & une
limite de basse densité pour le gaz discret — que le
systéme coulombien a4 une dimension était caractérisé
par un ordre 4 Jongue distance semblable 4 celui d’un
cristal. La fonction de corrélation a4 deux particules
posséde un terme oscillant dont la période est la dis-
tance moyenne entre voisins. Bien que cette période
soit uniquement déterminée par la densité et ne
dépende pas du potentiel entre voisins comme dans un
véritable solide, nous appelons la phase § > fB.:
phase solide. La fonction de corrélation peut étre
calculée aisément pour f = 2 (elle peut I’étre aussi
pour f = 1 et 4); on trouve

2 _ ﬁinz prlpy, = pa)
”2(171 - Pz)z

a la limite thermodynamique ; [ p;, — p, | est la dis-

tance de deux particules en nombre de mailles du

réseau. Par exemple pour p = 1, la probabilité atteint
son maximum p? pour | p, — p, | = 2,4, 6, ...

Ripy —p))=p (87)

Pour i = 2, la pression grand canonique est nulle ;
dans I'intervalle 0 < p < | de méme pour 8 = 4.
En effet, une distribution uniforme de zéros de Q(Z)
sur tout le cercle nous donne

o 0, dO
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c’est-a-dire

A

p <1
1.

p=0 2 (89)

p=0

On peut penser qu’il en est de méme dans toute la
région f = 2.

Une premiére idée serait de supposer . = 2. En effet,
nous avons déja noté que la raison des isothermes

“triviales p = 0, 0 < p < 1, réside dans les inégalités

0, < Quy, W< N2

Or, pour f = 2, nous avons d’aprés (55) Q1) = 1,
c’est-a-dire les égalités sont atteintes partout. On peut
conjecturer que les inégalités seront toutes renversées
pour f < 2, assurant la stabilité thermodynamique du
systéme, et la pression sera alors la dérivée p2(8F/ép)
de I’énergie libre comme en = 1, donc une fonction
a priori non nulle. Du point de vue de la distribution
des zéros, ’hypothése la plus grossiére que nous avons
faite plus haut est d’admettre I"ouverture des arcs de
condensation au voisinage de Z = 1, pour § = 2 — 0.
Dans une telle hypothése, la pression serait donnée
par la formule (84). Posant § =2 — 7, t > 0 on en
déduirait pour I'énergic moyenne par particule juste
au-dessus du point critique

. 1 2si
U(t) = ﬁlog( S np) + o

T

t=f-B<p.
(90)

Or, 1l est possible de calculer exactement I'énergie
moyenne par particule 8 # = 2, connaissant la fonction

- 1 — e =2,4, (88 .
br J,,, gz —e )2 n p (88) de corrélation d’ordre 2.
0@ = - tim 2 (22 20)
now O n =2
1 ' - ‘
=lim— ~ Y |AZ|(—ﬂ Diogle, — ¢, | +flogN)
nt N" i) 2
, sin2 (P = pa) n
- w1 log | €”* — & | 1loN (€2))]
21 p % | N7 N? . 2{py —p)m 2 ®
sin® ~——=—
N .
. 5 pmn
n 1 1 (v/23 S5 . pm
= — 2—ElogN - ElogN = Nn P 7in2£ﬂ Iog(2smﬁ)
. 5 prn
N V21 sin® 2= o
U2 =+ o log (2N sin W) (92)

= PR
r 1N251nz7v£
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D’ou 'on déduit la limite thermodynamique
Z

La formule (90) introduit une discontinuité infinie
de I'énergie pour f = 2 qui semble invraisemblable.
Il faut donc abandonner I'interpolation simpliste qui
conduisait a I'expression (84) pour la pression et nous
en tenir a l’existence probable d’une transition du
premier ordre dans la région 1 < . < f < 2.

Signalons enfin que dans la région de basse tempé-
rature § > 2, il reste a comprendre la signification de
la singularité de /’énergie libre en fonction de la densité.
Par exemple (&°F(4))/(2p?) est discontinue pour

= 4. Il est probable qu’il en soit de méme pour
(*F(B))/(8p%), en p = 2/8 d’aprés (64). Cette singu-
larité se retrouvera sans doute dans I'expression de
I’énergie et de la fonction de corrélation qui peuvent
aussi étre calculées en f =

m

UQ) = 7’3’”’ log(27p) > 0. (93)

8. Une généralisation analogue au modéle d’An-
derson. — L’inconvénient des modéles coulombiens
non neutres, tel celui que nous venons d’étudier, est
évidemment 'absence des propriétés extensives nor-
males qui caractérisent les systémes dont le potentiel
interparticule est a portée finie. Cependant si I'on
cherche 4 construire un modele dont le potentiel
conserve I'allure coulombienne a courte distance mais
soit écranté, on a décroissance rapide 4 longue distance,
les difficultés de solution deviennent considérables.
Au lieu du fameux triplet d’isotherme f =1, 2, 4, il
n’en reste qu'une seule qui soit accessible, f = 2. Un
tel modéle avait déja été considéré par 'auteur pour
un gaz répulsif unidimensionnel [8], avec le potentiel

L a*
Vix, — x;) = - log(l + ;E) 94)
2 (xy = x3)"
qui, 4 une dimension, est un bon potentiel répuisif,
coulombien & courte distance, intégrable a longue

+

Y V(p+ kN) =

k=-o

Va(p) =

Vu(p)tend uniformément vers V(p) sur tout intervalle.

La fonction de partition s’écrira

0.p) = )
1€p;<pa<-+<p, <N

ou encore

n!

S|

aprés avoir posé

e27u'/N ,

1Iog 1 -
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distance. Toutes les propriétés d’équilibre de ce systéme
sont connues sur le seul isotherme f = 2. Il n’est pas
difficile de traiter le lattice gas correspondant, mais
cette extension ne présente pas plus d’intérét que le
modéle continu. Par contre, une généralisation existe

conduisant a un gaz discret attractif intéressant : le
potentiel est le suivant
1 ' a> )
Vo = p) = - log (1 - — )
2 (py = p)’
fpv—pl=123.. (99

ol p, et p, sont les coordonnées entiéres des particules
sur le réseau linéaire périodique, et a est un paramétre

O<a<l. (96)

Le paramétre a permet un dosage relatif de la partie
attractive a courte distance. L’intérét de ce potentiel
est d’abord de fournir une grande fonction de partition
dont les zéros auront tous méme module (Théoréme
de Lee et Yang): ensuite de décroitre a l'infini en
(py — p,)~? et par conséquent d’avoir le méme intérét
que le modéle d’Anderson [9] dans la question de
Pexistence d’une transition [10] et d’un effet Tou-
less [11], [I2] associé. Si la thermodynamique du
modéle construit sur le potentiel (95) était connue au
voisinage de la température nulle, celle du modéle
d’Anderson le serait aussi ; en effet

lim gV(p,—py) = — —~— @ f=p. ON
I fades) )

Etant donné la décroissance rapide du potentiel,
il sera indifférent pour la thermodynamique de choisir
des conditions aux limites périodiques, c’est-a-dire
de placer les N sites sur un cercle. (Cette équivalence
a été prouvée dans le cas répulsif [8], la preuve serait
analogue dans le cas discret attractif.) Le potentiel
N-périodique sera

sin® —
et lpl=1,2,..,N — 1. (98)

sin® pr

N
exp(~ B Z Valp: — Pj)) 99)

i<j
8[’1 _ 8”’) (8!71 . SP") gj| B2 i

S @ e (100)

é':eZRia/NA (IOI)
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A P’aide de I’identité de Cauchy, on obtient donc

0. =1a
n!

— Y dét

{r}
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1 B2

1 — CB(P;"P.') " (102)

L’espoir d’évaluer ces sommes pour les valeurs § = entier pair est trés faible. Le cas = 4 a résisté
4 tous nos efforts. Pour f = 2, le probléme est trivial ; la grande fonction de partition s’écrit, d’aprés (102)

Nt .

Q@) = dét | 3, + Z _1 ;a(f_q) = (1 +2 11_—; . C") (103)
ou encore

N sin =2
002 = I,:[ bz sin wa et 1oy
vl N-1  N-3 N1
T 2 072
sin na

Les zéros de Q(2) sont asymptotiquement situés sur le cercle de rayon r =

une densité uniforme sur 'arc

[=(1 — @), — =(1 - @],

On déduit de (104) I’équation de I'isotherme f = 2,

P

< 1, et répartis avec

O<a<l.

x dx (105)

2p=nasinnaj

Le paramétre a, joue ici le réle que jouait /2 dans
notre interpolation (84). C’est d’ailleurs I'exemple
ci-dessus de condensation des racines a densité uni-
forme sur un arc variable qui nous avait fait considérer
comme non absurde linterpolation tentée au para-
graphe 7, mais sans succés. Il est notable que dans tous
les cas exactement résolus de cette étude, la densité
de zéros ait été trouvée asymptotiquement constante

o Sin (max).sin na(l — x)

sur un arc de cercle. Cependant nos résultats sont

encore trop fragmentaires pour &tre extrapolés
valablement.
Remerciements, — Je remercie J. des Cloizeaux

pour des discussions utiles et une lecture critique du
manuscrit.
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Résumé. — On détermine exactement 'équation d’état, a la température critique de collapsus, d’un plasma neutre
bidimensionnel 4 deux composantes ou les charges sont astreintes & occuper les sites d’un réseau périodique
comme dans un cristal ionique. Les singularités de I'isotherme, a la densité nulle et a4 la densité maximale, sont
explicitées et la longueur de corrélation est calculée a la limite de basse densité.

Abstract, — The equation of state of a two-component bidimensional neutral plasma on a lattice is calculated
exactly at the critical temperature of collapse. The singularities of the isotherm, at zero and maximal density,
are given explicitly and the correlation length is given in the low density limit.

1. Définition du modéle.

On considére 4 nouveau le modéle de plasma bidi-
mensionnel 4 deux composantes, trés étudié il y a une
décade en particulier par Deutsch et Lavaud [1],
ou certaines techniques déja appliquées aux systémes
de charges sur une droite ou un cercle permettaient
d’atteindre des résultats exacts a deux dimensions,
pour la température inverse f = 2 {2]. Cette valeur
de la température est critique pour le systéme a deux
composantes avec potenticl d’interaction logarith-
mique, qui n’existe comme plasma que dans le domaine
B < B. = 2. A cette valeur frontiére, les propriétés
du plasma sont masquées par le phénoméne de
collapsus ou fusion des paires de charge opposée si
I'on néglige le rayon de la molécule neutre, qui cons-
titue la distance minimum d’approche. Il est alors
naturel de revenir a un modele discret ol les charges
sont localisables sur les sites d’un réseau, dans une
situation semblable & celle du systéme des charges
d’un cristal ionique dans un plan réticulaire.

Le systéme étant de dimension 2, il est commode de
repérer la position des particules par leur affixe dans
le plan complexe C, soient {x;} et {y;}]j=[l, N},
pour les charges + 1 et — 1 respectivement, ou les
coordonnées varient dans le domaine rectangulaire (S)

A A B B
S): —5<.Rex<5,—5<me<5,etc...
1

dont la surface est 4B.

Le Journal de Physique 46 (1985) 1027-1042

L'énergie potentielle d'une configuration {x, y}
est donc

i<j

Vix,y) = — Z(log'xi;le+10g|yi;yj|>+

X, — .
" Zlog%’ 1)
ij

ou a désigne une longueur caractéristique de la portée
du potentiel a4 deux corps. Si le systéme était polarisé
par un champ électrique externe constant heC,
I'énergie potentielle supplémentaire serait Re A} x;—
Y »)), ol la notation h désigne le complexe conjugué
de h.

Dans son domaine d’existence, la fonction de parti-
tion de ce systéme thermodynamique a la température
inverse f3, s'écrit

L[
0:(h) ZWJ e [1duts) duty)

)

ou du(x) est 'élément de surface

dulx) = d(Re x) A dOm x) = ziid} Adx. (4)

Moyennant I'expression (2) du potentiel, on a encore
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QZN(B‘) = (N ‘)2

Il est évident que le second membre n’existe que
pour f < 2. Pour g = 2, lintégrale de configuration
présente des divergences logarithmiques en x,—y;=0.
Le potentiel attractif entre charges opposées n’est
pas borné inférieurement et a température suffisam-
ment basse le systéme n'est qu'une assemblée de
molécules neutres sans interaction. La température
B. = 2 constitue une valeur critique frontiére et cest
cependant pour une telle valeur que l'on pouvait
espérer une détermination exacte de I'isotherme.

Pour éviter le collapsus il suffit d’introduire une
distance minimum d’approche entre les charges;
par exemple en localisant celles-ci sur les sites d’'un
réseau quadratique comme dans le mod¢le du fluide
discret (ou lattice gas). Si Fon s'en tenait 13, on aurait
I'équivalent d'un modéle d’Ising avec interaction

X = %(wm + i’ n) = (m

y = %(wm + iw'n) = (m

ol la maille élémentaire d’'un sous-réseau est un
rectangle de cotés w et ' = 1~ ' w (pour un réseau
a maille carré © = 1). Cependant le fait de traiter le
cas t # | a l'intérét de briser la symétrie quaternaire
du réseau complet. Par commodité on définit le
domaine (S) par les inégalités

- M<mng M

@)

ce qui a I'inconvénient d’introduire un effet de bord,
la frontiére appartenant entiérement i Fun des sous-
réseaux qui contient (M + 1)? sites, et l'autre seulement
M2 On espére que les propriétés extensives n'en
soient pas altérées. On aurait pu aussi définir nos
deux sous-réseaux par les conditions

X :(m + n)pair; Y :(m + n)impair (8)
qui aurait 'avantage de conserver la symétric +, —
sur les bords.

Entre les dimensions 4 et B de (S) et la longueur w
on a les relations A = Mw, B = Mt ', 1 '=B/A.
Le choix (6) donne M?+(M +1)*=2M? +2 M +1
sites et le choix (8) le double moins un, soit (2 M +1)2
La maille w, »’ est celle du sous-réseau dans le premier
cas et du réseau complet dans le second.

La figure montre les deux sous-réseaux pour
M=6ett™! =/3

Hllxi_lelyi_yj
I<j
J;s)< Hlx.'_yl"
ij

! 8
) [T dut) du(y) s)

logarithmique. Pour que le modéle soit soluble,
il faut encore une restriction et localiser chaque type
de charge sur chacun des deux sous-réseaux contigus
du réseau quadratique donné. D’ou la définition
modifiée du systéme, constitué d'un réseau cristallin
quadratique diatomique, les sites d’un des sous-réseaux
appelé X (x e X) occupés par des atomes ionisables
positivement, les sites du sous-réseau complémentaire
Y (yeY) ionisables négativement, le cristal restant
neutre, la situation physique du réseau étant compa-
rable a celle d’'un plan principal du cristal ionigue
CINa.

On choisira pour repérer les sites de X, les coor-
données a valeur entiére paire, et pour Y les valeurs
entiéres impaires :

+int™Y) 7 mn pairs
+ int” 1)92—) m, n impairs . (6)
Y g = 3w
+ + + + + + +
L] ® L] * [ ] L] .
+ + + T + + +
[ ] L ] L ] L ] L ] [ ]
+ + + @ + +
. . w'e .
—+— +— + + =
g =3w
* * [ ] L ]
+ + + + + + +
. L] * [ ] L *
+ + + + + + +
L ] L d L J L L] *
+ + + + + + +
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2. La grande fonction de partition comme déterminant avec
de Toeplitz. 4, = 1 _ (10)
D’aprés (5), la fonction de partition du modéle discret Xi = Viln

pour f = 2 sécrit simplement ot I'on a utilisé une identité due a Cauchy, aprés avoir

a2 effectué le changement de variables y — ¥ qui laisse

Qi = W Y Ay Ay (9) invariant le domaine(S). On peut ensuite écrire le carré
N e du module de 4y comme un déterminant d’ordre 2 N :
L 0 0 L
. X — yj X — yj
Ay 2y = . L= (ay
X, -y Vi — X; 0
2N
qui est celui d’'une matrice anti-hermitique K d’éléments
a_ si zeX et z;eY
7Y — zZ.— Z -
Kz —z) =575 ou zeY et zZeX. (12
0 autrement .
Si 'on introduit la grande fonction de partition Z(1)
M2
Z(y = 3 A0y, (13
N=0

qui est un polyndme de degré 2 M2 dans la fugaciié 4, le second membre de (13) n’est autre que le développement

suivant la diagonale principale du déterminant | 1 + AK |d'ordre2 M2 + 2 M + 1

1 ia
x—y 1 1
Z(1) = =14+ (aP®) - — —
CH I e I
y—-X
1 1
0 Xl—;l xl—j;l
1 1
+ (Ja)* X, =Yy X3 =V,
( )x,;q | | 4o (14)
y1<y2 — —
Yi— X Vi — X2 0
1 1
Vo= X ¥, — %

(la notation x, < x, suppose qu'on a défini un ordre
lexicographique des points du réseau; si on leve cette
restriction dans la sommation, il faut compenser par le
facteur 1N !)? en téte de Q,,).

La matrice K(z — Z') peut étre considérée comme
une extension i deux dimensions des matrices de
Toeplitz, ou de Hankel :

Kz—2)=Km—m +in+n)c" %) (15
avec
- M<mm nn <M,

les éléments n’étant non-nuls que sim — m' et n + n'
sont impairs.

Notre intention est de calculer 'éventuelle limite
thermodynamique définissant la pressiona f§ = 2

togZ 1

= lim
Bp 1 1B ol !

lim # logZ. (16)

M-

11 nous faut donc évaluer le comportement asympto-
tique du « déterminant de Toeplitz» |1 + 1K |
S’il s'agissait du probléme unidimensionnel corres-
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pondant (towjours avec le potentiel logarithmique)
on aurait le noyau réel antisymétrique K(m — m’) =
aj(m — m’). Méme en ce cas, il ne reléve pas directement
des théorémes de Szego [3] sur le spectre des formes de
Toeplitz; il manque une hypothése de positivité.
Voyons cependant comment les choses fonctionnent
dans ce cas simple, sans prétendre a la rigueur. On
introduit la série de Fourier

flg =Y Kme™, —n<qg<n (17

avec K(m) = a/m pour m impair, et zéro autrement.
inra . . e,
Ona f(q) = 7[7 €(q). On aimerait montrer la validité

de la formule asymptotique

, 1 , ,
dim gy '8 om — m) + AKGm = m) Loy =
1 +n
- L J dglog(l + (@) (1)

pourvu que la fonction 1 + Af(g) ne s'annule pas sur
l'intervalle d’intégration, V4 > 0. (Une telle formule
résulterait de ce que le spectre de K, de dimension finie,
soit asymptotiquement donné par une indexation
uniforme de la variable ¢ du genre Mq ~ nm). Le
théoréme de Szegd n’est directement applicable que si
1 + Af(q) est réel, positif et continu; or f(q) est
imaginaire et discontinu. Il est alors naturel de faire
intervenir le carré du noyau :

+M

/ 1 1
(my | K2 |m;) = %

miiy My —mm—m,

(19

m, et m, de méme parité ; m — m, impair). On obtient
1 2 1
a) m =m,

M-my 1 M+my 1
—(m1|K|m1)=zl:F+ - ol
n? M N
=T i _m +(m | Oy lmy) M=M+1.
1
(20)
b) m, # m,
1 M+m
m, | K?|m,) =z log — L
( 1| | 2) 2 n“ ) ( g M — "H
M+
— log — 2) +(m | 0yimy). 21
M - 2
0, désigne un reste vérifiant uniformément
2 @)

Oy |my) | < — v
| (my | Oy [ ms) | (M — |my )(M —|m, )

ce quon prouve a l'aide de la double inégalité
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M

11
Y < 3log

m=M;

LM, 42
2 %8,

M, +1
M, =1

la différence entre les bornes étant inférieure a
1 M, - M, +2

3 M, DL, 1) On a donc

2
(my | K2 |my) = = Zoamy — my) + (my | R m;) +

+ (m, | 0| my) (23)

avee
() -1(3)
1
(my | R|m,y) = 5 e >0 (24
1+ x
L(x) = log § — X =—, (25)

et, par conséquent

trlog(l + AK) = %tr log(1 — 4% K?)

2 32
=2M+llog<1+n l>+

2 g
+trlog(l + ¥ R + 2 0) (26)

2 52
P g2 n* A
A= i/<l+ 4>.

Il suffit maintenant de montrer lim M ~! tr log x
(1 + R + X O) = 0; ce dont on peut se convaincre
en appendice A. D’ol finalement I'estimation asymp-
totique

avec

@7

1
2M +1 4

+ 0<1°§4M ) (28)

et la limite thermodynamique pour la pression, donnée
par la formule naive

2 12
trlog(1 + iK) =%log<l P > +

+n

1 inal
Bp = 37 B dq log <1 - 8(‘1))
1 1t a? n?
_ilog<1 += >, (29)
enfin 'équation d’état (f = 2)
p=iffp=1-e  (30)
04
ou
2p = ll ! (31)
p=3log—s



I’ISOTHERME CRITIQUE D’UN PLASMA SUR RESEAU...

On observe que cette équation est exactement celle
d’un gaz discret unidimensionnel, sans autre interac-
tion que le coeur dur simulé par le réseau, mais le fac-
teur 1/2 (au second membre) indique que la longueur
d’exclusion est ici deux fois la maille. On interpréte ceci
en disant qu'a la température critique les particules
effectives (les configurations de poids dominant) sont
les dipdles constitués de deux charges opposées sur
deux sites voisins, analogues aux molécules neutres du
modéle unidimensionnel de Lenard [4]. L’absence
d’interaction effective entre dipéles est probablement
liée au fait que K? est asymptotiquement multiple de
Punité, ce qui exprime que effet de moyenne sur les
configurations de charge d’un signe donné est d’an-
nuler toute interaction a distance entre les particules
de l'autre signe.

Signalons enfin que la structure de déterminant de la
grande fonction de partition permettrait de calculer
toutes les fonctions de corrélation a f = 2. Par
exemple, on obtient la corrélation réduite a deux corps

AK

—<I’ll mn2>x
><<n2 4K n1>
4 p(1 —p) N

1 + AK
= — p2oln, —ny) + —
P olmy 2 n? (ny — ny)?
o
X )

I

Grealtty — 113)

(32)

le second terme n'existant que si(n; — n,) est impair.
La corrélation totale p + g,y est bien positive, et
vaut, si n, # H,, p? entre charges de méme signe, ou
p? + 4 p(1 — p)/n*(n, — n,)* entre charges de signe
Opposé.
On vérifie enfin la régle de compressibilité

-1,

ol
g

i
Sl Gl =1-2p =
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ainsi que la régle dite d’écran parfait

%Z(—)" Fea) +1=0.

Nous n'en dirons pas plus sur cet exemple a une
dimension qui avait simplement pour but d’illustrer
la validité probable d’un résultat de Szeg6 dans le cas
ou C'est seulement le carré de I'opérateur de Toeplitz
qui est réel et de signe défini.

3. La fonction de partition du «cristal ionique » a
deux dimensions.

A défaut de disposer d’une généralisation parfaitement
adéquate du premier théoréme de Szegs pour la
matrice bidimensionnelle (15), on conjecture I'exis-
tence d’'une formule analogue a (18) traduisant sim-
plement la distribution asymptotique uniforme de la
variable de Fourier g, ici un vecteur a deux compo-
santes. On examine donc les conséquences de la
formule naive

log | 1+ AK Lz ers 192 ~ 2 log (1 +21(p, @) (33)
r.q

ou f(p, q) est le spectre continu de la matrice infinie K
définie par (12) et (15), les deux indices p et ¢, indexant
un ensemble complet de fonctions propres de K,
étant discrétisés, mais uniformément distribués dans
leur domaine de variation. Nous reviendrons plus
loin sur la vraisemblance de cette conjecture a la
lumiére des théorémes existants.

Appelons qom(m, n) et xp‘q(m, n) les composantes,
définies respectivement sur le sous-réseau pair X
pour ¢ et sur le sous-réseau impair Y pour y, d’'un
vecteur propre courant de la matrice infinie K(z — Z').
L’équation séculaire s’écrit

(1= (P, @) @pgmm) + 4 ¥ Km—m' +i(n + n)t ") g, (m', ) = 0

(34)

(1 = S, ) tpqlmm) + 4 3 K(m—m' +i(n +n)17") 9 (m', ) = 0.

Choisissant
(pp'q("l, n) = ¢P.q ei(P""*q") (35)
YoM 1) = Ypq etpmman,
Nous obtenons
{(1 — 0. D) e,, + Ahp.a) x,, =0 36)
(1= f(P.@) sty + M0 — 9 @, =0

avec la définition
hp,g) = Y K(m+int™!)e iom+en
imp. 37)
— 2_(1 Z/ ____l___ e—i(pm+qn) .
w Samtint?

Cette transformée de Fourier est certainement définie
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comme distribution vue la «croissance lente» du
coefficient. Or, un théoréme de L. Schwartz [5].
(Théorie des distributions; t. II, ch. VII, formule VII-
7-7) assure que la « somme » est indépendante de la
fagon dont elle est effectuée, la distribution étant
indépendante de la maniére dont elle est approchée.
Nous verrons plus loin que la série double, comme
somme répétée, converge vers une fonction méro-
morphe doublement périodique de p + igr, ce qui est
remarquable. On vérifie sur la définition (37) les
propriétés de symétrie et de réalité

hp,g) = h(—p,q) = —hp,—q). (39

Eliminant ¢ ou y de (36), on obtient

TRAVAUX DE M. GAUDIN

avec
TpalPpa = T (D, )]\ H(p, @) |. (41
On a deux séries de vecteurs propres
{elomban 1 jellom—an Areh(p.g) y (42)

avec la normalisation
27 6,(p—p)ofa—4q)

et 'on vérifie aisément les deux relations de fermeture,
a condition de choisir le domaine suivant
0<pg<nm. (43)

Dans T'hypothése de distribution asymptotique

(1-f(p, CI))Z = 22 h(p, @) h(p,—q) = — I? | L)) |2 uniforme
(39) <{ { rnosm })
D, q } ~S 3P A ) (44)
d’ou le spectre M M
fp, @) =1+ id|hp, g (40) la formule (33) nous donne
im L 10gz=L [ [ 2 :
Alfinm 3208 Z = = L L dpdqlog(l + A% | A(p, @) |*). (45)

Le calcul explicite de la fonction A, que nous effectuons ci-dessous, rendra évidente la convergence de

I'intégrale dans (45).
Calcul de A(p, q) :

Nous convenons de faire rentrer le facteur d’échelle 2 a/w dans la définition de A(2 2a/w — ). Nous avons
la sommation sur les seules valeurs impaires de m, ne Z

h(p$ ‘1) = Z e

m>0

o
= —mptip)—in(@+ptTl) _ a—mlp~ip)tin(pt!—gq)
= dple e ).

n m>0 Jg

m + int”

eipm
+ o1
— m + int

(46)

L’interversion sommation sur m, intégration sur p, est légitimée par la convergence normale de la somme résul-

tante

e~ingtprh)

, ginter ™' - @)
Hrd) =2 L @ (2 sh(p + ip) ~ 2sh(p — ip)>

+ o

nT
=5 y

ou l'on a utilisé la formule de Poisson

Yemw=n Y (=)dp— va). (48)
n vel
On peut encore écrire, en posant
{=p+iq7, (49
="y ) (50)

2i 5 sin({ + ivar)’

RIS o)

1 (@)

qui converge dans tout le plan { vers une fonction
méromorphe de périodes 2 n et 2 mit. On a précisément

2K
=7iK’ds<—n—C;k> (51)

dn gc

T
)

dans les notations traditionnelles de Jacobi pour les
fonctions elliptiques [6] sn(u; k) et dn(u; k) de la

M) = —iK’
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variable u et du module k, fonction du rapport des
périodes 1 = K’/K. On a ici
2K
U =——
A

= %(pK +igK) =& +in. (52)

La fonction impaire ds(u) a deux pdles (et zéros)

4. L’isotherme g = 2.
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dans -le paralléllogramme des périodes 4 K, 4 iK',
mais la fonction ds*(x) a pour périodes 2 K et 2 iK'
et elle prend donc deux fois toute valeur dans ce
rectangle qui est justement le rectangle d'intégration
ou équivalent. A lorigine ds®(u) ~ 1/u?, Cest le seul
infini.

Les formules (16), (45) et (51) donnent la pression en fonction de la fugacité

n n 2,2 K;z
Bp = —— ,[ dpJ dq log <1 T L S PRI |> . (53)
(40 (4 o o w
On redéfinira la fugacité par le changement d’échelle
2a .,
Aop= - AK (54)
et ’'on prendra le c6té w de la maille comme unité de longueur. Ainsi
1 2K 2K
Bp=-—5| d&| dnlog(l +4*|ds*(& + in; k). (55)
4K? ), 0

La fonction p(u2) est holomorphe dans le plan y? coupé par [— co, 0]. On aura observé que les zéros de la
grande fonction de partition sont localisés sur 'axe imaginaire Re y = 0 comme l'indique la formule (40) :

A =

P.q

+ i | hp, q) | On donnera plus loin I'expression exacte de la densité de zéros, qui s’annule linéairement

au voisinage de l'origine. Le seul fait notable est la singularité résultante en u = 0 des fonctions p(u) et p(u),
ce qui justifierait de parler de point critique  pression et densité nulle.
L’équation de I'isotherme § = 2 s’obtiendrait en éliminant y entre p et p

2 2 2K
P=#a—uﬂp=mj

0

ce qui ne semble guére faisable ni utile, sauf aux points singuliers.

On vérifie la symétrie des rdles joués par les deux
longueurs o et @' (1 = w/w') de la maille d'un sous-
réseau grace a la transformation de Jacobi

|ds(¢ + in; k) | =|ds(n — i&; k) |

qui donne

(57)

plr, ) = pe™ W plt, ) =2 p(r™h ). (38)

Sans avoir a effectuer une intégration compléte,
on obtient aisément les comportements de haute et
basse densité. Vérifions la limite de haute densité :
D’aprés (56)

I

2K2'2K'2K’=2r, (w=1)

p. =lim p =

H— o

(59

”
déd

j e (56)

o M |sd*E +insk)

ce qui est bien la densité limite supérieure

p. =2 M*Mw.Mw' = 2 tjw* On précisera plus loin
I'approche de p..

5. Limite de basse densité.

La singularité de Pisotherme critique a basse densité
s’obtient en notant qu'elle est déterminée par les petits
vecteurs d’onde {p,q} ou {¢& n} modulo {2K,
2 K'}. Avec le domaine indiqué par (56), les points
d’intérét sont les quatre coins du rectangle, il vaut
mieux intégrer dans le domaine [— K, + K] et
[— K', + K}, aussi iégitime que le premier du fait de
la périodicité. D’aprés la remarque finale de la section 3,
nous avons a lorigine

| sd?(E +in)|oc & + 52,
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et par conséquent

dédn
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2
o o —
p ZKZ,[JfZ"'ﬂZ"'#Z

ou C est une constante qu on pourrait calculer :

dédn

+K pt+K
—nlogC =P —— = lim
® J—x J—K‘ ISdz(é + ir])| =0 J‘Jls‘>

On a pour la pression

ﬂp—J WP szzduzlogCu +0(f) = —

et enfin I'équation d’état a basse densité

N — NI—

Bp uwr + o) =

4 K 2

1 plogllogp|

p<l 10gp> * 0( |log p | )

0
On a le comportement singulier —(ﬂp/p) — 0, si
p =0

On note d’abord sur (62) le terme dominant

Br/p = 1/2, qui permet encore linterprétation du

systétme comme gaz de molécules neutres a densité

faible selon la remarque analogue pour le systeme
unidimensionnel (cf. 31).

Le fait important est ensuite la singularité a 'origine
de p(p) dont la nature est aussi complexe que celle

(62)

1 .
de la fonction y(x) ol x = y log 7 L’existence d’'une

singularité « faible » est attendue pour un tel systéme
coulombien a 2 dimensions, ou la théorie de Debye
prévoit une correction au terme linéaire en p%? avec
d > 2, ce quon obtient soit par le traittment RPA
des fluctuations de densité, soit par la resommation
des chaines de la série du viriel. Pour le systéme a une
composante avec fond neutralisant cette derniére série

donne a lordre p: fp = p(l — §>’ qui est aussi

le résultat exact du modéle continu 4 deux composantes
pour f < 2.

Enfin, la longueur de corrélation est simple a déter-
miner sans grand calcul puisqu'elle est définie par le
pdle du « propagateur » qui intervient manifestement
comme intégrant dans la densité (56) ou (60). On donne
en appendice C des résultats préliminaires sur les
fonctions de corrélation réduites g (m, n) = 11 g, (r)
entre charges de méme signe, et g_(m, n) = t~ ! g_(r)
entre charges de signe opposé. Dans la limite de basse
densité, le comportement asymptotique (a grande

3 Kz log Cu? + 0(u*) (60)
dédn
s dlz + n log r?
T
Tz Hlog Gt = 1) + - (61)
distance) serait le suivant
L1k

g+(Noc —g-(Noc ——x7e (63)
r=% m + 1t 2n?, (=1 (64

ol la longueur de corrélation / est proportionnelle a la
fugacité inverse

_K (65)
U

et devient infinie a Papproche du point critique de

densité nulle.

On remarque l'universalité de I'équation d’état et
de la fonction de corrélation au voisinage du point
critique (/ = o) puisqu’elles sont, a 'ordre dominant,
indépendantes de 7, la forme de la maille :

11
P 2m]?

Cte

AR (66)

B~ 5k gy b

L’existence de cette singularité a I'origine, due a la
ligne de zéros Reu = 0, est probablement cause
de la difficulté a trouver un théoréme asymptotique
adéquat au noyau de Toeplitz K, et peut méme jeter un
doute sur la validité de la conjecture faite. L’énergie
libre grand-canonique (la pression) est certes repré-
sentée par une somme convergente et les propriétés
extensives attendues sont assurées. Mais la série de
perturbation en puissances de A* n’a pas la propriété
extensive normale, comme on le voit dés le second
ordre, sefon (13) et(15) :

0, _4e ! <
z w? —M<m,m'<M(m_m,)2 +r‘2(n—n’)2
m, n;pairs oc 4+ 2L pr2 log M. (67)
m', n’ impairs 2
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A cet ordre, on a

1

2 ..—-1

= '#loglocanzlzlogM (68)

a rapprocher du terme exact de la pression

Bpoc — mt? Allogp + < =7

Nr) 69)

qui manifeste la méme dépendance en M, mais
«soustraite ».
Il existe cependant un autre argument pour conforter

1 +1 pr dx' dy' ,
(=N + {j f P ; x55x5 1) =0
-1 -t

et la seconde en échangeant le réle de g et y. (v = t71).
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le résultat obtenu a basse densité. Supposons que nous
voulions déterminer la partie de basse fréquence du
spectre en partant des équations séculaires (34) et
passant directement 3 la limite continue

m4+ it 'n

lim 7 =z=x+1iy. (70
lim AM = 7 lim pM = p,qM = §.
limf,, =f,,=1. (71
lim (pp’q(m, n) = (pm(x, V) =@z, z). (72)
Nous obtenons la premiére équation intégrale
(73)

Nous constatons avec intérét que les intégrales de surface sont convergentes et que le systéme (73) est
équivalent a un systéme d’équations aux dérivées partielles complétées par des conditions aux limites convenables.

En effet, nous avons 'identité

0 1

0z z — 7

=nd,(z — ) = nd(x — x)o(y — ¥).

(719

qui est la forme locale au sens des distributions du théoréme de Cauchy pour les fonctions analytiques. On

obtient donc

4 -D2paD + 25 0 = 0
4

I -Neian + ZpE2=0

lorsque z(Z) appartient au rectangle (S) [+ 1 + it'].
Echangeant z et z dans (76), on peut éliminer 7(z, z),
etl'ona
lik int\?
- fP——0 =5 @
=D ez? (2) ¢

z,ze(S) (77

Cest-a-dire 'équation d'onde A,& + x* & = 0, et la
relation pour le spectre de :

f=1ii£’f-=lii£.

2 (78)

Lafonction ¥ vérifie aussi(77). Par contre, a l'extérieur
du domaine (S), $ est manifestement une fonction
analytique de z nulle a l'infini, de méme ¥ en z;ona
donc
0@/0z =0, @5/0z =0, alextérieur de(S).

De plus, ¢ et x sont conuinues a la frontiére (mais a
dérivées discontinues). On montre en appendice B
a partir de I'exemple d’'un domaine circulaire que les

(79

(76)

conditions aux limites, en conséquence de (79) et de la
continuité, équivalent simplement &

=0 ou =0, surlebordde(S). (79)
Des solutions élémentaires de (77) sont
F(2,2) = @y (%, y) = PTIV
HZ, 2) = g54x, — y) = PTITV(80)
avec -
KE=p + @7 et gy =4/p. @D
Les solutions du probléme aux limites sont
(pﬁj(x’ )=
sin rmx sin smyt
cos <r + %) x| " | cos <s + %) nyT 82)
, , o . 0p
et'on détermine ¥ par(75) : ix7 + 2 == 0.
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On a une seconde série de solutions en échangeant ¢~ vecteurs d’onde au déterminant |1 + AK | est donc
et y. Dans chaque série, on a quatre familles de nombres

d’onde M? 1
l +——]) ~ l + —s————
- I, (e sm) - 10 e
{p.g}={rnsn (84)
r, s entiers ou demi-entiers positifs . (83)
ce qui équivaut au produit figurant au second membre

Le spectre ainsi défini est asymptotiquement équivalent  de (84) ol p et g ont les deux signes et sont quantifiés
a celui donné par (40) et (44). La contribution des petits  selon la régle (45).

6. Densité de zéros. Limite de haute densité.

A défaut de savoir effectuer I'élimination de la fugacité entre la pression et la densité de fagon exacte, il est cepen-
dant possible de ramener (56) a une intégrale simple et d’expliciter la densité spectrale, en utilisant les propriétés
algébriques des fonctions elliptiques. En effet, selon (56)

2 du n d 1
_u u A du
”—21@” 27 @24z ®3
avec z = Sdu . (86)
Or, nous avons la relation [6]
dz\? 2.2 2 2 2 2
o =1 +k*2)0 -k*z%) (kK +k*=1) (87
et, par conséquent
-~ u? dz A dz . 1 . 1 g8
P=5K2 20 |1+ K21 -k?2] (212 38
Selon la remarque sur I'ordre de la fonction sd(u), le domaine de variation de z est une fois C; d’ol 'on déduit
2 o 2n
i rdr 1
= = __ — do - -
P =5K2 . 2+ 2 L |1+ k2701 — k2,220 (89)

ou encore

2

u rdr 1 ,
= K
2K? L rt b2 (1 + k(1 + ke 40

p

avec le module

(K2 r2 — DK — 1) :
k, = k2 k2 =
1 (kz r2 I 1)(1{'2 2 + 1)’ 1K 1, (91)

et K

It

’
1

7—; FG %, 1; k’f) (fonction hypergéométrique) . 92)

K| est la seconde intégrale elliptique compléte relative & k.
On peut simplifier 1égeérement (90) 4 l'aide de la transformation de Landen [6] k, — k,

1 — k]
Ki=(1+k)K,, k = 2
1= 2) 1 [+ 5 (93)
On a
r? (I + k)1 + k2 r?)
kK =— ——— 1 4+k, = .
e ’ ©9
Ki K

=>(1 +k2r2)(1 +k/2r2)=l+k2k/2r4'
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d’ou I'expression de la densité

dr? o

au? 7
p= ”2
1K7 |,

La densité spectrale en u? est donc

L_"__Fl
TKIT F KNI (2

La densité de zéros s'annule comme | i | a I'origine.

r2+u21+k2k12r4
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95

11 r 2
F<§’§’l’<TI?W> )
1: __LZ .

L 1_+_k2k!2u4

(96)

Enfin, la forme (95) est adaptée a 'étude du comportement au voisinage de la densité p, = 2 7(u —> o) :

® 242 ,
7 r*dr n  log (kk' u?)
Y = — - e/ 97
p Pe 2K2J; r2+ﬂ2 1 +k2kr?r4 o 2K2 kzkfzyz ( )
D’ou la pression
1 (" de? 1 2 n 1 ' 2
ﬁp—z 071):5%103# +4_122_k2—k’—zﬁ(log(kk#)+l)+m
ﬁpocl log—l—— +l(p —p){1 + log + O(log|log(p. — p) 1) (98)
2pC pc —_ p 2 c pc _p g g pC p .

La singularité est plus complexe que dans le modéle du gaz discret ordinaire. Elle est analogue dans sa nature

a celle de densité nulle (cf. (63) et ss.).

Les formules données dans les deux derniéres sections ne se simplifient guére lorsque le réseau est carré.

Pourt=1l,onak?=K?=1/2;

K=K = geg(o; ¢ = 1.854073...

7. Conclusion,

Nous avons obtenu pour une valeur particuliére de la
température I'équation d’état d’'un plasma neutre a
deux composantes ol les charges sont localisées sur
un réseau bidimensionnel comme dans un plan de
cristal ionique, et nous avons déterminé les singularités
de cette isotherme critique 4 basse et haute densité.
Le calcul repose sur le comportement asymptotique
conjecturé d'un « déterminant de Toeplitz a deux
dimensions ». L’extension naive d’un théoréme de
Szegd conduit certes a un résultat fini et plausible,
mais est-il valide ? Ii existe un ensemble de théorémes
tout a fait non triviaux généralisant de diverses
maniéres les résultats de Szegd qui vont dailleurs
au-dela de ce qui nous est ici nécessaire, puisqu’ils
donnent la correction a la limite thermodynamique
due aux effets de bord. Le noyau K intervenant ici
ne satisfait pas les hypothéses (pas seulement techni-
ques) généralement postulées. Par exemple, des théo-
rémes de Widom [7] ou de Linnik [8] postulent a) la
surface limitant le systéme doit rester homothétique
a une surface continiment différentiable et a courbure
positive. (Il nous faudrait un cercle et non pas un rec-

)

tangle; ceci serait indifférent si 'on pouvait prouver
l'existence de la limite thermodynamique.) b) Les
séries Zz |K(z)| et ZZ |z| | K(z) | doivent converger.
Or notre noyau ne vérifie pas les conditions de décrois-
sance a Uinfini. De plus il est du type de Toeplitz dans
une coordonnée et du type de Hankel dans l'autre.

Plus utilisable peut-€tre serait un théoréme de
Gyires [9] sur les matrices de Toeplitz par blocs.
Il permettrait d’atteindre le résultat pour la limite
d’une bande N x M

lim N7! lim M~ 'log|1 4+ AK |y «n -

M- Moo

En effet considérons la matrice de Toeplitz par blocs

K(m — m’) dont les éléments sont des matrices de

Hankel K(m — m’ + i(n + n')17 1)
—M<mm<M, —N<nn<+N.

On introduit les séries de matrices

h(p) =5 £ Km +int e (100)
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vérifiant la condition de réalité

h(p) = h(p); h(—p)=—h_(p)

et convergeant vers des fonctions continues (n est

impair !). Alors, pour A imaginaire pur et assez petit,
N étant fixé, la matrice || 3, _,. + Ah,, . || est stirement
définie positive, et selon le théoréme de Gyires

. 1 _
All_{x;M log|1 +,1K|_27r

dplog|d,_, + Al (D) |n

J-+n
1 ('
.

Le second membre est évidemment une fonction analytique de 4% dans le plan coupé selon [~ oo, 0]. Le premier
membre est limite d’une suite analytique dans le méme domaine, car |1 + AK |, v = |1 + A2 KK" |34 11
suffirait de montrer I’existence de la limite thermodynamique pour un ruban, ou que la suite M~ fog| 1 + AK|

log| 1 + A2 h*(p) |y dp. (101)

soit bornée, pour que le théoréme de Vitali permette de conclure la validité de (101) dans le plan coupé.
On pourrait ensuite, dans une seconde étape, utiliser le premier théoréme de Szegd pour prouver

lim N™'log |1 + A2 h¥(p) | =

N-owo

avec

H(p, @) = ¥ () By () €400 = | H¥(p, )

ce qui nest pas directement évident puisque A%(p)
n'est pas exactement un noyau de Toeplitz (cf le
probléme unidimensionnel section 2 et Appendice A).

Nous n’avons donné ces quelques indications que
pour souligner finalement que la solution obtenue
ici par des méthodes heuristiques demanderait un
traitement mathématique rigoureux pour étre consi-
dérée comme établie. En champ électrique non nul
le modéle parait aussi soluble, mais il semble bien
que le systéme f = 2 soit instable en présence d’un
champ fini. Enfin il existe une fagon radicale d’éviter
les théorémes asymptotiques requis par les conditions
aux limites strictes, c’est d'introduire ab initio des
conditions périodiques. Ceci se fait en choisissant
un potentiel interparticules ayant la double périodicité
Mo, Mo’ dans les coordonnées de toutes les particules.
Ceci est possible, mais comme il s’agit de forces a
longue portée, le champ moyen est trés modifié sur
des distances comparables a la dimension du systéme
thermodynamique. Le potentiel entre deux charges
n’est plus fonction de la seule distance entre celles-ci,
mais fonction des distances a toutes les images ou
points congruents modulo les périodes. Ceci ne
modifie certes pas le comportement de portée finie
devant Mw, mais revient & surimposer un champ
électrique moyen inhomogéne a 'échelle des domaines
de périodicité.

Dans le modeéle périodique, le potentiel logarith-
mique élémentaire log | z | trouve son extension natu-
2z

M>' ou o(u) est la

fonction de Weierstrass, proportionnelle a u pour

relle dans la fonction log | o

1 +r
EJ‘ log (1 + A% H(p, q)) dg

>

u petit, mais vérifiant la propriété

R(log o(u + 2w) = log o(u) + 2 n(u + w))
R(log o(u + 2 ') = log o(u) + 2 n'(u + ).

On peut d’ailleurs compenser par un potentiel
quadratique leffet d’inhomogénéité. Avec un tel
potentiel, et en présence du champ si 'on veut, la
résolution de l'isotherme § = 2 est encore possible,
sans le probléme posé par les matrices de Toeplitz.
En surmontant quelques difficultés techniques mi-
neures, on peut encore associer la fonction de partition
au développement d’un déterminant, car il existe une
extension de la formule déterminantale de Cauchy
pour la fonction elliptique de Weierstrass.
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Appendice A,
On se donne les deux matrices d’ordre M, Ret O :

A_Z L(x,) — L(x3) -

(m1|R|m2)=2 X, — X,

m
0 x, = ﬁl’ ete...

(A1)
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1 1
M—|m1| M_|m2|

|(my |01my)| <2

(m, — my) pair (A.2)
et I'on voudrait montrer

trlog(l + X R + A'0) = O(log M). (A.3)

Pour avoir une estimation asymptotique du spectre
de R, on regarde la limite de I'équation aux valeurs
propres

+

S (my | RImy) fimy) = rf(m,)

my=-M

(A%

soit

+1 —
J -L(X)J%L,;L@ﬂx»dxz =4rflx) (A9
1 2

-1

ou, par changement de variables x; = th ¢, etc...

D’ou I'estimation

+ o
log|1 +A’R|~logMj

- ®

i—10
2n &

117
e 61 - 52 f(éz) _ f(él)

J-w SRE = &) chg, 2 = P eng, W9

quon résout par transformation de Fourier
. n? 1

f(x) =ch&e®t; rk) = — - A
4 7k
ch >

On obtient un continu. En fait, la différence somme-
intégrale provient essentiellement d’un effet d’extrémité
(pour une fonction analytique sur tout lintervalle
de sommation la différence serait e™™). x, n’atteint
pas la valeur 1, mais plutét A—:I= 1 ——1—,

M M
conséquent I'équation en ¢ est définie avec les bornes
+ 1log2 M. On est alors en présence d'un noyau
intégral du genre de Toeplitz, ce qui introduit la
quantification asymptotique de k :

et par

2nn

~m, —M<n< M.

(A.9)

__ nt A4 1
1+ (n® 22/4) ch? %

(A.9)

On remarque que la quantification approximative réalise une périodicité 2 M du vecteur propre approché

M

fm) (M“”)‘
VM —m\M —m

JM) = (- M)=QM+1)*=1=(A.3).

(A.10)

(A.11)

Reste & montrer que 'adjonction & R du noyau restant O, ne modifie pas les choses. On note d’abord
que | + A" Rest un noyau positif, VA réel. Si (m, | O | m,) était exactement de la forme factorisée

(M — |m )" (M — | m,|)"* on aurait
log|l + AR+ 20| =log|l + 4 R| + log 1+ﬁ)]0'
2N 1 1
=log|l + AV R| + — * = m - m, ). A 12
g! | mgﬂzM“lnﬁl M_lm2i< 1’]+A,R 2) ( )

Cette seconde somme est bornée en module par

x Valeur propre maximum de <
2 prop 1+ R

o2 )2
< Cte<1 +—4;>|).’} = Cte. 42 (A.13)

puisque la série Z m~ % converge.
Ce résultat subsistera en postulant seulement I'iné-

galité (A.2) sur O, si 'on peut prouver la positivité
de tous les éléments de matrice de (1 + 4’ R) ™ 1.
On vérifie celle-ci 4 la limite M » 1 :

(m [(1 + 4 RrR)™! fm,) = o(m, —m,) +

< — /'R
+ [ my

Dapres (A.7) et (27), le signe du second terme est
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celui de I'expression

, 2 1
+ o —
2 ik.
f k=

. 1

4 2 Tk

ch 7

+ elké
= 20 _dk 1
J—oo €8 2 chzﬂ(_cozn_ko (A 5)
2 2

avec £ =&, — &,; thé, = (m,/M)... Le nombre ko,
) . nky, wl .
0 < kg < 1, étant défini par coth =5 Or l'inté-
grale vaut Ach(l — k) &/ch £, quantité positive.
Enfin, a laide de I'inégalité de Hadamard et de la
convexité du log on a, pour toute matrice A4 réelle

log|l + Al <trd +%trA/T
prenant 4 = (1 + A R)"* 1O
trd= Y (m (1 + Y R)"!|m,)(m,|0|m,)

mymz

et, en vertu de la positivité des éléments de (1 + 1" R) ™!,

TRAVAUX DE M. GAUDIN

de(A.2) et (A.13),

[tr 4| < Cte 12,
De méme
tr AA < Cte 1°*.

On en conclut (A .3)

log|1 + AR + 40| = O(log M).

Appendice B.

Les équations intégrales couplées (73) sont équivalentes
aux équations aux dérivées partielles suivantes

op | ... dp
22 +iKy =0 @ _y

A ze(S) z¢(S) (B.1)
25+ iKp =0

3 =0

X
0z
avec les conditions de continuité sur le bord de (S)
et de décroissance en | z7! | a I'infini. Montrons que
le probléme est équivalent a

Ao+ K2 =0, (B.2)

avec ¢ = 0 ou y = 0, sur le bord de (S). 1 suffit de le
prouver pour un cercle. En coordonnées polaires,
(B.1) s’écrit :

a—q"+ia—q’+iKe““’x=0 a—“’+ia—(p=0
op p 00 ) dp p 06
sip<l 5 s p>1 (B.3)
Ox P00y e _ x 10y
a—p——a—0+1Ke =0 i 0

Une base de solutions élémentaires dans (S) est

{ @ = J(Kp)

. 4
iX,,. =J,,,+1(KP) el(m+1)ﬂ (B )

—0 <M< w.

Or ¢ est une fonction analytique de z = p e pour
p>1:

Q= Zcmp”'ei'"e, p>1 (B.5)
m<0
qui se raccorde donc continiiment a
¢ =) cu(J(Kp)J(K))e™,  (B.6)

m<0

ou il nous faut supposer J,(K) # 0, Vm < 0.

{ ¢ = J (Kp) e
=0

De méme y est fonction analytique de z pourp > 1:

iy= 3 c,p mem™ (B.7)

m>0
se raccordant continiment &

7= Y s s (KOs (K €100 < |

m20
(B.8)

toujours si J,,, ((K) # 0, m = 0.

(B.5) et (B.6) entrainent ¢, = 0 pour m > 0, et
(B.7),(B.8) = ¢, = 0 pour m < 0.

Pour ne pas avoir a conclure ¢,, = 0, il faut donc
supposer que I'un des J,(K) est nul. Dans cette hypo-
thése on obtient la suite de solutions associées a chaque
couple m, K vérifiant J(K) =0 :

JAK)=0 (B.9)

p>1
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{iX = Jor ((Kp) em 00 p<l J(K)=0 (B.10)

IX —_ ‘]m+1(K) p—(m+1)ei(m+1)6, p > 1,

et la suite o ¢ et y sont échangées.

Appendice C.

On donne ici des résultats préliminaires sur la corrélation réduite & deux particules dans la limite thermodyna-
mique du plasma sur réseau. Notant p, = 2 7 la densité maximale, toujours avec 'unité de longueur w = 1,
dans les notations de la section 3, les deux composantes de la fonction de corrélation réduite sont les suivantes

AK AK
g+(22_zl)=—pc<zl T+ K Zz><22 T+ 1K 21> (€.
si z,z,eX. ;= %(m1 +itT ny), ..
AK - — AK
g-(z; —z) = — Pc<21 T8 Zz><22 T+ IR 21> (C.2)
si z,eX, z,eY, etc...

Utilisant les vecteurs propres donnés en (42), ¢, (m, n) et y, (m, n) notés ici { p, g, + | z >, correspondant
aux valeurs propres du noyau K = £ i | h(p, q) | données en (40), nous obtenons

dpdq }“Zlhzl i(pm+qn
g.(mn) = —2I’J"[ ) TT[ZT}"E—IC(F *+an)

g.(mn =—21 J‘Jdp dq | ih eileman) o dep dg ;h_ei(pm+qn) (C.4

2

(C.3)

7'[2 1+/12Ih2[ 7'[2 1+12|h2|

avec la notationm = m, — m,, ...eth - h(p, q).
Substituant dans les intégrants I'expression (51) de A, nous avons encore

dpdg  4° ; 2
= _2 — T ilpmtan)
o= 2| [ [l

dp dg usd ; dp dg usd .
= -2 1 P eilpmtan) T eilpmtan) .
g-tmm T” e ) 2P+ [sdl ©

(C.5

avecsd — sd(& + in) et & +in = 2—;(,0 + itq).

Sous cette derniére forme, on vérifie trés aisément les deux régles de somme

dpdg p* + 42| sdf?
’;m(mn)-g_(m,n): —21” I;zq'fuz +H's|d|2')25_9 (C.7)

dpdg p* - ;12 | sd|2 Op
=_2 . =yt _ . ]
ME‘" g.(mn) + g_(m n) TJJ T (@t AP H3 p (C.8)

Seule la premiére ne semble pas évidente; par contre la régle de compressibilité (C.8) découle de la structure
de définition (C.1) et (C.2) :
) A2 K2
] _r
r<Z‘ (1 + K7 Z‘>

—21  K? 8 1K
—lim L = (g - 1) lim s 2 :
v 2M7 T (14 IK)? <“au >‘mABr1+u< €9

I

Z 9(z; — zy)
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Le comportement a grande distance des fonctions de corrélation se déduit de (C. 5) et (C. 6). Avec la notation
r = ¥m? + 172 n?)Y2 nous avons le comportement asymptotique de g, (r) = tg(m, n)

— 2177 ? T m a1\ 2
soit
n? (pu\ afmu
g.(r)oc — —2-—<E> K¢ 7’

et, si 'on définit une longueur de corrélation / = K/nu, on obtient donc

o — 1 C.11

9+ an r© (C.1D

On trouve enfin que g_(r) a le méme comportement asymptotique que g, (r) :

g () o —g,(n. (C.12)
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LES PREMIERS TERMES DE L’ENERGIE LIBRE
DANS LE MODELE DE FEYNMAN POUR LA TRANSITION i

M. GAUDIN
CEN Saclay, B.P. n° 2, 91190 Gif sur Yvette, France

(Regu le 6 mars 1978, accepté le 28 mars 1978)

Résumé, — Les cinq premiers termes du développement de I'énergie libre dans le modéle de
Feynman pour la transition 2 de I'hélium 4 sont calculés exactement.

Abstract. — The first five terms of the free-energy expansion in Feynman’s model for the i-transi-

tion in helium 4 are given exactly.

1. La fonction de partition d’un systeme de N
atomes d’hélinm 4, de masse m, 4 la température
inverse f3, peut étre représentée par 'intégrale fonc-
tionnelle suivante :

Qexier = 7\,1—, Y PDx; DX, ... DXy
TRenN J B =xpi0)
4 2
m dx;
ST ——

(m

Dans le but de comprendre la nature de la transi-
tion 4, Feynman [I] procéde a une triple simplifica-
tion de la somme sur les trajectoires (1):

a) Pour tenir compte de 'effet du potentiel mutuel
entre atomes, la position de ceux-ci est restreinte aux
sites d’un réseau périodique cubique de forme et de
volume donnés (par exemple un cube N = L7%).
En effet. le ceur dur a pour effet de maintenir les
distances entre atomes voisins dans des limites ¢troites.
La densité détermine d’ailleurs la longueur « de la
maille du réseau a® = p~', puisque I'on a un atome
par site.

b) Le propagateur de chaque particule entre 0
et f# est approché de facon naturelle par

' m dx\?
exp Oﬁ a oC

'

i

exp — ;,’7—,; (¥(B) =x(0)) = exp — %ﬁ xi—xp)? ()

i

ot m' désigne une masse effective.

Le Journal de Physique 39 (1978) 737-739

Les deux hypothéses ci-dessus donnent une approxi-
mation de Q.,,. sous forme de la somme symétrique

suivante :
1 N

Y Y ]exp - 2im(x_, —xp)2. (3)

{xi P j=1

Quppr. = i

Définissons la matrice N x N d’éléments
— = — _'L — 2 /
Jx —y) =exp -3 [ x —y°. 4

Aprés la sommation sur les x; nécessairement dis-
tincts, qui a pour effet de multiplier par N !, on recon-

nait dans Q... le permanent de 1a matrice

Quppe. = [ f(X = V) | (5)

¢) Si 'on note que f décroit trés vite avec la
distance, une troisiéme simplification consiste 4 ne
retenir dans la matrice (4) que les éléments domi-
nants : la diagonale f(0) = 1 et les ¢léments para-
diagonaux correspondant a la propagation de chaque
atome d’un site au site voisin. On appelle 7 la valeur
correspondante de f

m’ a®

SRR 6)

/= exp —
D’outt 'approximation de 'Feynman. donnant une
fonction de partition modéle

+ + + +
O=|1+idly=]dx -y +idx -y|, O

dépendant du seul paramétre /: les ¢léments de la

matrice 4 sont
A(x —y) =0 si xetynesont pas voisins
(¥)

=1 st xetysontvoisins .
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Si I'on développe le permanent (7) par la m¢thode
de Laplace et qu'on utilise I’écriture cyclique des
permutations de n,, on obtient pour Q le polynéme
de degré N en 4

N
0 =1+ Y C, )
n=2

ol C, est le nombre d’applications distinctes des sys-
témes de polygones orientés fermés — ou cycles —
ayant un nombre total de c6tés égal a n. sur les arétes
du réseau cubique donné, chaque site étant emprunté
au plus une fois. A noter que les polygones de lon-
gueur 2 n’ont qu’une orientation et que les cycles ont
toujours une longueur paire.

2. Ce rappel des hypothéses de Feynman étant fait
(on trouvera leur motivation trés étayée dans ses
articles [3] et ceux de Kikuchi [2]) on s’intéresse & la
limite thermodynamique de¢ l'énergie libre par par-
ticule

@) = lim IOLNQ—QQ. (10)

N-ow

On notera la majoration qui découle immédiatement
de (7)

D)) < log (1 + 2d7) an
ou I'on a appelé d la dimension de I'espace (nombre de
coordination ¢ = 2d pour le réseau cubique). La
conjecture de Van der Warden [4] pour le permanent
des matrices bistochastiques nous donne de plus la

borne inférieure

log(1 +2d}) — 1. (12)

Nous avons construit sans difficulté une théorie
diagrammatique pour le développement perturbatif
d’un permanent et P'avons appliqué au calcul des
premiers termes de @(A)

+ +
@ (4) . log [ (14+24) |
= lim

_ 2
Nd =a, M+

A4 A° A
+ a2—2—+ az % + -+,

o (13)

Les a, sont des entiers. Voici la valeur des premiers
coefficients de la série (13) jusqu'a 'ordre i'°, en
fonction de la dimension d = ¢/2.

a; =1

a=—(g+ 1D

as = (3q¢* —9q + 16)

a, = (5¢% — 118 ¢2 + 505 g — 613)
as = (85¢* — 1630 ¢ + 11975 ¢ —

—36015q + 35936). (14)

ce qui donne pour les trois premic¢res dimensions
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ed=213:
1 92 Phe A8 78 - A10
§§D3(A) = A*=7 7—#70?—751 7+9 026 —-5-+
(15)
oed=2:
1 . 4 28 A8 A10
-z-‘pz(/.) = )2—57 3 2
(16)
o d=1:
) 6 /]8 )10
d,(1) = 12— 27+10——25 +126——+
o 2217
= Y (et an

p=1

1 1
= i ;2
log<2. 4—|—/‘>.

Le probléme a une dimension, facile a résoudre,
fournit un test tres sir de la justesse du calcul des poids
et d’une énumération correcte. Par exemple ['éva-
luation du terme en A'® nécessite plus de 200 dia-
grammes connexes. Pour d = 3, la contribution d'un
diagramme est couramment de l'ordre de 103-10%
La somme des 205 contributions est de I'ordre de 103,
ce qui donne une idée des effets de compensation.

On remarque que la fonction @ admet une forme
limite lorsque la dimension devient infinie, le produit
22 d = x restant constant

B = x —x2 4+ 4x + 10\—4+°7° NS —

l Y ‘4 i

-5 7+!8—+47”T+HO4O )
1

+;17<16 +1010—+47900—+ >
l x4

— ~+77020—+

- (o )

(5036 1) 4 8
da*\'" s (%)
Donnons enfin une borne inférieure du rayon de

convergence de la série (13) pour @,(/). D’aprés une
formule connue on a

1

Mt et
A < G A

(19)
pourvu que
47" > Sup. Spect. 4 = 2d. (20)

On a la majoration

<10g <l -2 i cos<p»i>> @2n
j=1

D) < —
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ot { > signifie valeur moyenne sur les angles ¢;

@ (2) converge donc pour 2 id < | . (22)

La borne (19) donne lieu a une somme sur les poly-
gones ou la condition de non-intersection est levée.
La majorante (21) de I'énergie libre manifeste une
transition essentiellement la méme que celle d’un
systéme de Bose sans interaction et ne nous apprend
pas grand chose sur celle de &.

Bien que ce soit probablement le poids des poly-
gones de longueur macroscopique qui soit prépon-
dérant au voisinage de la transition, I'information
contenue dans les premiers coefficients de @(4), qui
ne font intervenir que des polygones d’ordre 10 tout
au plus, a au moins le mérite d’étre sire. Il serait utile
de T'exploiter au mieux en construisant les divers
approximants de Padé, mais ceci reste entierement
A faire. ‘On pourrait utiliser aussi le comportement a
I'infini, sirement en log A d’aprés (11) et (12). en
étudiant les approximants [N. N — 1] de ¢®. Pour
d = 2. le résultat de Fisher [5] pour le systeme de
diméres sur réseau quadratique permet de calculer

logldl 2
lim 28141 29 gsg30
Noor N T

123
avec
1
{( = l A?+§_?+
On a donc : .
, . 24
d,(4) ~ log i + —.
A= oo n

Comparer 0,58 avec la borne inférieure log 4/¢ = 0,386
et la borne supérieure 1,38 données par (11) et (12).

On aura noté que les séries (15) et (16) pour les
dimensions physiques commencent alternées et ont
une allure géomeétrique, ce qui n’entraine pas force-
ment I'absence de singularité physique. Par contre,
le développement dans la variable x = ;*d. au
voisinage de d = oc. fait intervenir des coefficients
de méme signe (sauf le second !). mais on ne peut plus
rien dire sur le rayon de convergence de la s¢rie

lim &(x) .

d— o
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Méthode d’intégration sur les variables d’énergie
dans les graphes de la théorie des perturbations.

M. GAUDIN

Centre 4’ Etudes Nucléaires de Saclay, Service de Physique Théorique

(ricevuto il 2 Febbraio 1965)

Summary. — Using an algebraic identity, the product of propagators
associated with the lines of a given graph of the perturbation theory,
is decomposed into partial fractions. This allows a systematic summation
over the energy variables of a diagram in statistical mechanics. The
result is a sum of terms each corresponding to one of the « trees» into
which the graph can be decomposed.

Introduction.

La théorie des perturbations appliquée au probléme & plusieurs corps fait
correspondre un diagramme connexe a chaque terme du développement des
grandeurs physiques considérées. En mécanique statistique quantique ce sont
par exemple l'énergie libre et les diverses fonctions de corrélation, en théorie
des particules élémentaires ce sont les amplitudes ou éléments de la matrice S.
Dans tous ces cas, les contributions associées & un graphe ont des définitions
analogues, dont les éléments communs sont les suivants: Un graphe étant con-
stitué de points ou sommets et de lignes orientées qui joignent certains couples
de points, & chaque point est associé un «temps » ¢ et a chaque ligne un pro-
pagateur G. Points et lignes sont numérotés. Si la ligne o est par exemple di-
rigée de t, vers t,, le propagateur associé est du type G ({,—1,). La contribu-
tion d’un graphe I" d’ordre n est I'intégrale

W) :fdtlfdtzf... At, TT G -
[2] [2] ] a ael

1l Nuovo Cimento, Serie X, 38 (1965) 844-871
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L’intervalle d’intégration 6, commun & toutes les variables, dépend de la théorie
considérée.

On peut transformer la quantité W de deux maniéres en utilisant les pro-
priétés analytiques de G(t) et de sa transformée de Fourier G(z). G(t,—t,)
étant composé de fonctions analytiques différentes suivant le signe de t,—t,,
le premier procédé d’intégration de W consiste & séparer W en n! intégrales
portant sur les suites de temps ordonnés. Ceci revient & considérer comme
distincts des diagrammes numérotés qui different seulement par ordre de suc-
cession des interactions dans le temps. L’intégration sur les temps ordonnés
se fait explicitement et ’on obtient la formulation dite «indépendante du
temps » caractérisée par la distinction entre «lignes montantes » et «lignes de-
scendantes » et par les « dénominateurs d’énergie » relatifs aux états intermé-
diaires (1).

La second méthode emploie les transformées de Fourier G, (z) (séries ou
intégrales) (2). En statistique, on a G, (2) = (e,—2)"!, ol g, est une quantité
qui dépend de la ligne «, par exemple de I'impulsion associée.

Le propagateur d’une particule de masse m est du méme type:

1 1 1\
p*—m* 2B, \p,—E, p,+1H,)’

ici po joue le role de 2z, et LK, le role de ¢_.

La contribution W se présente apreés transformation comme une somme
(ou intégrale) sur les variables 2, associées & chaque ligne et liées par les rela-
tions de conservation & chaque sommet du graphe. Se pose maintenant le
probléme d’effectuer explicitement la sommation sur les variables z indépen-
dantes. Dans chaque cas particulier, il suffit d’appliquer de facon répétée le
théoréme des résidus. Ceci améne a rechercher une méthode générale et con-
duit & un ensemble de regles permettant d’écrire directement le résultat de
Vintégration, qui ne dépend que de la structure du graphe.

Dans la premiére Section de cet article, nous rappelons les définitions utiles
et quelques notions simples sur la théorie des circuits. Dans la seconde Section,
est établie une identité algébrique qui est & la base des régles proposées et qui
vaut pour tout graphe. Enfin dans la dernicre Section sont exposées les ap-
plications de ce résultat au calcul des diagrammes de la mécanique statistique
avec ou sans lignes externes. Nous avons essayé d’appliquer ces régles aux
graphes de Feynman et obtenu un résultat que nous signalons, sans préjuger
de son intérét; si, en mécanique statistique la variable « d’énergie » joue un
role tres différent des variables d’impulsion, ce n’est pas le cas en théorie

(1) C. BrocH et C. DE DowmiNIcis: Nuel. Phys., T, 459 (1958); 10, 181 (1959).
(2} A. A. ABrikosov, L. P. Gorkov et I. E. DzyarLosHINSKI: Methods of Quantum
Field Theory in Statistical Physics, Trad. R. A. SILVERMAN (Princeton, N.J., 1963).
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relativiste ou les quatre variables d'intégration relatives a chaque cycle peu-
vent étre traitées simultanément.

L’identité algébrique démontrée ici peut étre considérée comme une dé-
composition en éléments simples de certaines fractions rationnelles définies sur
le graphe. Nous n’avons effectué cette décomposition que dans le cas de poles
simples. (Pest pourquoi une restriction importante, dans lapplication de ce
résultat aux systémes conservatifs usuels, est que les diagrammes doivent étre
irréductibles, ¢’est-a-dire sans parties diagonales & une particule. On a done
envisagé seulement la théorie renormalisée ol, & chaque ligne, est associé un
propagateur complet. Ceci nous conduit & exprimer les grandeurs telles que le
« potentiel de Gibbs» ou «l'opérateur de masse » d'un systé¢me de particules
identiques comme une fonctionnelle des densités spectrales o(k, &) des fonctions
de Green & une particule. (‘e n’est pas objet de cet article
de développer un tel formalisme, mais I’introduction de ces

¢ densités nous permet de donner les régles du calcul des seuls
5 /) \ 6 diagrammes irréductibles.
//" \ En guise de résumé, nous montrons lapplication de ces

7\ " T ot
dk—"——b regles sur 'exemple suivant.

Y '/2 Le diagramme [’ de la Fig. 1 donne une contribution du
/, 4ieme ordre & Dopérateur de masse dun systéme normal de
a\I’,{ . fermions. On a sept lignes internes k;, k,,..., k,. On note

P E,=(1/2M)k} —pu. L’impulsion commune des deux lignes

Tig. 1. externes est k, 1’énergie 2. Dans le formalisme de Tuttinger et

Ward par exemple, a température quelconque, la contribution
particulicre de ce diagramme [" & la fonction 2(k, 2) s’écrit ainsi, en omet-
tant des coefficients numériques,

2k, 2) = 2f<klcslv |Tey koo (ks ley |0 kgleg) Koy kg |0 | ko ler) (gl |0 | By B> ﬁ [E,—C1
¢

(3(2—{— Ca_ CI_C2)6(C5 + C7"‘C‘3_ C4)6(C1 + Cz“éﬁ”‘a) 'd3k1d3k2 dakv 3

ot la somme porte sur les variables discrétes I, telles que (,=2mil,/B. Le
potentiel v étant invariant par translation, on a dans I’élément de matrice
Ckkg v | kyky> 1a fonction ¢ usuelle o(k+-k;— k, —k,). Dans Pexpression ci-dessus,
nous avons pris les propagateurs non perturbés [ £, —{;]-%. Dans une théorie
renormalisée, nous écrirons &, (7,) au lieu de [E, — (]!, et nous ferons usage
de la représentation spectrale

G(8) :f QE(T‘_’? de ,

avee

0>0 et f@(k, gde=1.
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Nous sommes amenés dans les deux cas au probleme de sommer sur les va-
riables { liées par les relations de conservation, un produit de la forme
T1le;—C:]*. La méthode classique d’intégration nous conduirait & décomposer

Z" ~en la somme de 4! contributions associées aux diagrammes ordonnés dans
le temps.

Nous exposons maintenant Papplication des regles proposées au calcul du
diagramme I', en définissant sommairement les notions utiles.

A) On dessine sur le graphe I', amputé de ses lignes externes, tous les
arbres possibles, c’est-a-dire les graphes connexes sans cycles de quatre som-
mets et de trois lignes choisies parmi les lignes de I Il existe 21 arbres .o/
sur I'. En fait, il n’est pas besoin que d’en considérer 13, qui sont représentés

Y

Fig. 2: ceci & cause de la double ligne, 1 et 2, qui joint les deux sommets a

\
(Za>/5§7

(la): (1b).
|

t
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et b. C’est toujours le cas pour les doubles lignes, il sutfit de considérer seule-
ment un arbre qui passe par I'une d’elle et de doubler le résultat. Appelons X,
la somme des contributions X , associées & chague arbre

2k, 2) = somme des X _(k, 2) .-

Explicitons maintenant la regle du calcul de X', pour un arbre particulier,
par exemple Z(al) de la Fig. 2.

B) La contribution de P’arbre 7(al) a 'allure suivante:

aux lignes de larbre «Z{F,, E,, E;} sont associés des dénominateurs
d’énergie & des états intermédiaires déterminés par o7

aux autres lignes de I, n’appartenant pas a =7, et formani un en-
semble B{E,, E,, H;, E}, sont associés les facteurs statistiques f"(H) cu f~(K).

Il reste donc & préciser comm-nt déterminer le choix entre f* et f~ pour
chaque ligne de #, et comment construire les dénominateurs d’énergie relatifs
aux lignes de /.

C) Dénominateurs d’énergie. La Fig. 3 montre comment sont définis les
trois dénominateurs D,, D,, D, relatifs aux lignes E,, K, et E,.

Au préalable, on joint ensemble sur un sommet
auxiliaire w, les deux lignes ~xternes, affectées de la
variable d’énergie z.

Soit a4 déterminer I),. On supprime idéalement la
ligne E; de I’arbre 7. Ceci a pour effet de couper ’arbre
en deux arbres et de séparer les sommets de I’ en deux
groupes. Dans le cas présent, on a le groupe formé du
sommet a seul, et le groupe formé des sommets b, ¢, d.

Fig. 3. La ligne en tirés I, est la ligne de séparation des deux
groupes: la ligne de partage I, coupe les lignes de [I' et
la ligne externe suivantes: F,, K,, F,, 2. Le dénominateur est D,=-4-FK,—
—E,— E,+=z ou 'on a mis le signe -~ devant U’énergie F; de 'unique ligne
de .o/ qui coupe I, et les autres signes suivant le sens relatif par rapport & E;
des lignes qui coupent . On lit done sur la section idéale I, le transfert total
d’énergie correspondant 4 l’état intermédiaire défini par I. On lit de méme,
relativement aux sections des lignes E, par I’ et E, par [":

Dy=FE,+ Es—E,—E, .

D=FE,+H—FE—7.
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D) Facteurs statistiques. Soit & déterminer le facteur f(E) relatif a la
ligne K de #. On rema,rqlie que 'adjoinction mentale de la ligne Eq a 'arbre o7,
crée un cycle et un seul formé des lignes K, E, et E;. Définissons Porientation
totale de ce cycle de la facon suivante: on parcourt le cycle dans le sens indiqué
par la fleche de la ligne n. 6. Le nombre total de fleches rencontrées du méme
sens que la ligne 6, diminué du nombre de fleches orientées dans le sens inverse
de 6, est un nombre entier dont le signe est e. Nous avons alors un facteur

ef(B)."
Pour la ligne 6: cycle (6, 4, 7) doteg=—1.

(+ — -
Pour la ligne 5: cyele (5, 4) dott e = +1.
(+ +)
Pour les lignes 1 et 3: eycle (1, 7, 3) dou e=-1.
(+ + +)

Dot les facteurs: —jf (He) fH(Es) fH(ENfH(E,).

Il peut arriver que certains cycles aient une orientation totale nulle. La
regle est alors de lever ’ambiguité en renforcant arbitrairement, une fois pour
toutes dans un graphe donné, certaines lignes du diagramme auxquelles on
peut associer deux fléches, ou trois fleches, ete. Par exemple dans le cas de la
Fig. 2a, 1a ligne n. 2 ajoutée a Varbre &/(2a) crée un cycle (2, 1) d’orientation

+

totale nulle. On léve I’ambiguité en mettant deux fleches sur la ligne n. 1,
une fois pour toutes. Le cas se présente toujours pour les doubles lignes. Il
montre aussi que la décomposition que nous donnons n’est pas unique.

Rassemblant facteurs statistiques et dénominateurs d’énergie, on obtient
pour la contribution de ./(la)

Xuawm(k, 2) :f<kk3 \v lkl ko sk, Iv l Fykyy <kiky 1 v ‘ Lgkyy Ckyks ]?) l sk -

U ) P ) A, A%k ks
(Ek1+kz—k - Ekl_-— Ekn + Z) (E/"+k5'7'¢ +E"‘s - ’Eks - Z) (Ekx‘L'kz'“""c +E"‘s _ E"l_ El"z) .

On remarque que les variables d’impulsion qui figurent dans les facteurs sta-
tistiques peuvent étre choisies comme variables indépendantes a’intégration.
Le fait est général. (Pest pourquoi on a écrit E’ﬁ“‘r’f pour E; , ete. La fonction
2n(k, z) est la somme de 13 termes analogues. On peut noter le nombre de
quatre facteurs f* pour un diagramme de sept lignes. En général dans un graphe

(3) J. M. LuTtIinGgER et J. C. WarD: Phys. Rev., 118, 1417 (1960).
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Q’ordre n de p lignes on a p—n-+1 facteurs statistiques. Enfin, sauf pour
une classe de diagrammes et d’arbres exceptionnels, la séquence d’états inter-
médiaires définis par un arbre ne peut étre identifiée & une séquence d’états
intermédiaires de la théorie usuelle, indépendante du temps.

1. — Généralités.

1°1. Définitions et hypothéses (*). — Soit € un graphe connexe d’ordre =,
comprenant » sommets appelés a, b, ¢, ete., et p lignes orientées, numérotées
1, 2, ..., p. Lie degré du sommet a est le nombre de lignes incidentes 4 a, quelque
soit leur orientation. Le degré de chaque sommet est supposé supérieur & 1.
Une ligne dont les extremités initiales et terminales sont sur le méme sommet a,
est dite une boucle en a. Enfin un cyele est un chemin fermé, constitué par
une séquence de lignes du graphe. Nous ne faisons aucune hypothése restrictive
sur la nature du graphe connexe dans les deux premicres parties. Pour les
applications nous considérerons seulement les graphes irréductibles. Un graphe
est dit irréductible 8’il ne peut étre rendun non connexe par la suppression de
deux lignes.

A chaque ligne nous associons deux nombres ¢, et z,, ¢ =1, 2, .., p. Les ¢
sont un ensemble de p parameétres indépendants.

Soit a un sommet de degré r de €. Supposons que les lignes qui convergent
en a aient les numéros 1, 2, ..., ¢q; celles qui sont issues de a, les numéros ¢+1,
q+2, ..., r. On définit en a la quantité I2,(e):

(1) Rie)=¢ + 6,4 ... - 64— Eqr1— Eqra— voo — &4

R, est la somme algébrique des quantités ¢ relatives au sommet a et mesurces
positivement dans le sens des lignes convergeant sur a. Si le graphe avait une
boucle en a, la variable e correspondante ne figurerait pas dans R,, d’apres
la définition donnée plus haut.

Par hypothese les p variables 2, vérifient les n équations linéaires et homo-
génes:

(2) Ru(2) =0

pour tout sommet o de 7.
Si le graphe représente un réseau, les variables 2z représentent des ‘ourants.
Légalité R,(2) =0 est aussi appelée relation de conservation en a.

() C. BuRGE: Théorie des graphes et ses applications (Paris, 1938).
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1'2. Les variables indépendantes. — Nous rappelons maintenant la solution
générale du systéme d’équations (2), en introduisant la notion d’arbre (3) sur
un graphe connexe %. Soit &/ un arbre sur 4, c’est-a-dire un graphe connexe,
sans cycle, dont les lignes appartiennent au graphe €, et qui contient tous les
sommets de ¥. &/ possede donc n sommets et n—1 lignes. Nous appelons &
le graphe complémentaire de o/ sur €, c’est-a-dire le graphe de n sommets,
formé des lignes de ¥ qui n’appartiennent pas a /. & possede donc p—n--1
lignes. On a le résultat classique suivant (¢): & tout arbre .7, de lignes «, f,
¥y .-y 0, correspond une résolution du systeme linéaire (2). Les quantités z ,
Zgy 2,y .y 25 SOt des formes linéaires des quantités z,, 2,, ..., 2, associées au
complémentaire # dont les lignes sont 4, u, », ..., g.

I1 suffit de remarquer que toute ligne A de %, ajoutée a o/, détermine
sur ¥ un cycle et un seul. Nous 'appellerons le cycle (1) (o7 étant donné).
Les cycles ainsi formés sont indépendants ear chacun d’eux contient une ligne
que ne contiennent pas les autres: la ligne 4 n’appartient pas au cycle (u). Les
lignes de # déterminent donc p —n-41 cycles indépendants. Par convention,
un cycle (A1) sera orienté dans le sens de la ligne A qui le détermine. Ces remar-
ques permettent de construire les n—1 formes linéaires

2, = 6,(22, ... 2,) ,

Eg(2, ... 2,),

que l'on obtient de la fagon suivante:

Le coefficient de 2, dans la forme &,(z;2,...2,) est nul si la ligne a n’est
pas sur le cycle (4); il est égal & +1 (ou & —1) suivant que la ligne « est sur
le cycle (A), orienté dans le méme sens que 4 (ou dans le sens opposé).

Chaque arbre &7 sur %, détermine ainsi un systéme de variables indépen-
dantes 2,, 2, ..., 2,, en fonction desquelles s’expriment les variables z,, 2,4 ..., 2,
associées aux lignes de 7. (Pest la solution générale du systeme (2). Il existe
une identité évidente entre les quantités R,(¢) qui est la suivante:

(4) 2 Rue)=0.

ac®

i

Les quantités z, liées par p relations indépendantes, dépendent de p—v va-

(®) Voir réf. (%), Chapitre XVI.
() Voir réf. (*), Chapitre XVI, p. 152.
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riables; or, nous en avons trouvé p —n+1, on a donc »>n—1. L’identité (4)
est donce la seule relation entre les R,, et y=n—1.

1°'3. Les formes &(g). — Nous donnons ici une autre expression des formes
&,(%2,...2,) qui servent & exprimer la solution du systeme (2) relativement a
un arbre donné 7.

Soit o une ligne de /. En la supprimant, on détermine avec les lignes res-
tantes de .7, deux arbres: oZF et o7, tels que la ligne « soit orientée de o7
vers /. Nous avons l'identité suivante:

(5) g,— E,(e)=2 Re)=— 2 R,(e) .

aec7% a'esy

Pour le voir, considérons la quantité 3 R,(¢); elle ne peut dépendre d’au-
aEyZI
cune quantité e attachée & 7%, car toute ligne de /) qui joint deux sommets

b et ¢ ne contribue pas & la somme R,+ R.. Elle ne peut dépendre non plus
des quantités ¢ associées a &7 car

Y Rle)=— 2 R,(e)

ae /- a'ec/+

en vertu de (4). La quantité > R,(e) est done identique a ¢, +une forme linéaire
ae;]"‘
24
de quantités e attachées & %, que nous appelons — &’'. Nous avons done

(6) y— &' (e58, ... ) = 2 Rile),

ags73

or si nous remplagons g, &,, ..., &, Par les z;, z,, ..., %y, le gecond membre
de (6) s’annule et ¢ est égal & z,. Nous trouvons
done la solution (3) du systeme (2) et nous avons
&= 6.

La facon la plus simple de visualiser la quan-
tité e, — &, sur les graphes € et o/ est la sui-
vante (Fig. 4): la suppression idéale de la ligne «
coupe larbre &/ en deux, et sépare donc les som-
mets de € en deux groupes, les sommets sur o77
et ceux sur /7. En déformant le graphe on peut
placer les sommets de /7 et de o7 de part et
d’autre d’une droite 4, qui coupe un certain nom- sommets d, e, f: arhee o7~
bre de lignes de # et la ligne « de /. La quan- v b, Somméts’ a, b e Energ?e:
tité ¢, — &, est égale au « dénominateur d’énergie » o '¢tat intermédiaire .1 _:
correspondant & «Pétat intermédiaire » A. (enteete,—6,—&,)

Iig. 4. — Arbre oZ%: 9, &,
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2. — Identités.

2°'1. Identité préliminaire. — Etant donné un graphe € et p indétermindes,
£;, associées aux lignes de %, on établit I'identité suivante:

(7) 0 =[e188;.. 65 1= Y D(st)[ege, .o 8,17t

[ (aBy... D]

() désigne I’inverse du produit de tous les ¢ sur €. La somme du second membre
porte sur toute la famille des arbres .7 sur €. «Z(«fy ... 0) désigne ’arbre o/
formé des lignes «, 3, v, ..., 0. L’ensemble d’'indices A, y, v, ..., o désigne tou-
jours les lignes de # complémentaire de o/ sur €. D(s/) est un coefficient
relatif & chaque arbre =7, qui ne dépend des ¢ que par ’intermédiaire des quan-
tités R,(e), ac¥: c'est 14 le point essentiel. Nous démontrons cette identité
en quatre étapes.

2'1.1. Contraction d’une ligne. — Soient « et b deux sommets de €,
joints par une ligne «. L’opération de contraction de la ligne « sur € consiste
a supprimer la ligne « et & confondre les sommets ¢ et b en un seul sommet

que nous appelons o (Fig. 5). On a évidemment R, = R,+ R,. L.e graphe €’
obtenu par contraction de la ligne o sur ¢ contiendra des boucles en a’ x'il
existe une ou plusieurs lignes autres que o joignant b a a sur %.

2'1.2. Décomposition d’un produit @ relatif a un sommet. -
Soit @ un sommet; g, &,, ..., g,1es quantités associées aux lignes orientées vers a;
Eat1y Eatay ooy &, les quantités associées aux autres lignes issues de a. L’identité
suivante est évidente:

1
(8) Q = [£185 «oe E¢Eqi1 - &L = i {[8283 N e ol 2 T RITI 7 Il o =

4 [£1€5 oo Eq18qrt oer & — €1 vov Eqqin con &N — oo — €185 o &g - 8,_,]‘1}.
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Nous interprétons cette décomposition du produit @, relatif aux lignes inci-
dentes a un sommet a de € en termes d’opérations de contraction. Nous pouvons
dire que le produit total ¢ est la « somme » des produits attachés aux diffé-
rents graphes obtenus par contraction d'une seule ligne incidente en a. Nous
avons mis somme entre guillemets parce que nous ne nous occupons pas pour
I'instant du signe des termes obtenus! mais seulement de la structure de la
somme. Nous notons cependant la présence d’un facteur 1/, devant chaque
terme.

2'1.3. Les contractions successives définissent un arbre. —
Quel est Peffet d'une suite de contractions successives sur le graphe original €7
Partons d'un sommet « et déeidons de contracter toujours sur le méme sommet.
Par exemple, aprés contraction de b sur a, a devient «’; aprés contraction de
csur o/, ¢ devient a’, etc. On obtient ainsi une suite de graphes €, €', €7, ...,
d’ordre n, n—1, n—2, ... ou le sommet a, devient ¢, a”, etc. Sur un graphe
connexe d’ordre n on peut donc effectuer n—1 contractions successives, jus-
quau moment ol tous les sommets sont confondus en un seul sommet a™.
Comme on a supprimé¢ n—1 lignes, il reste done p—mn-+1 boucles sur le
sommet final unique a”. Quel est la structure du graphe constitué des lignes
successivement supprimées sur €% Il contient n-—1 lignes. Il est d’ordre =,
puisqu’il contient en plus de « les sommets de € qui sont devenus a', o', a”,

, . Enfin il est connexe. On le voit par récurrence: si ’ensemble des lignes
supprimées jusqu'a la p —1-iéme contraction est un graphe connexe 77", la
p-iéme ligne contractée a le point commun a®™ avec o"V et constitue le
graphe connexe ./, or, un graphe connexe d’ordre n de n—1 lignes est un
arbre (7). I’ensemble des lignes supprimées dans un processus de contraction,
tel que nous venons de le décrire, est donec un arbre 7.

2'1.4. Décomposition du produit dans un processus de con-
tractions. — A étape 2°'1.2, nous avons associé & une opération de contrac-
tion sur %, une décomposition du produit @ = [, ... e,]71. A quelle décompo-
sition de ¢ nous méne un processus de n-—1 contractions successives? On
peut exprimer ainsi d’aprés 2'1.2 Veffet sur ¢ d’'une contraction de la ligne «
sur le sommet a: une contraction de la ligne « supprime dans @ le facteur 1/e,
et introduit un facteur 1/R,. On peut continuer ainsi: une contraction de la
ligne B, sur &, supprime le facteur 1/e; et introduit un facteur 1/R,. Or R,
est nécessairement égal & R,+R,, car o’ a été obtenu en confondant un sommet
b avec a. De méme R, est de la forme R, +R,= R, + R, R,.

Ainsi aprés n— 1 contractions des lignes o, f3, y, ..., d, il reste & @ une con-
tribution [e;e, ... e@]‘l associée au complémentaire Z(Auv ... o) de Z(afy ... 8),

(") Voir réf. (#), Chapitre XVI, Th. 1.
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que multiplie un coefficient de la forme 1/R, R, R, ... qui ne dépend que des
quantités R,, R,, R,, ... . L’identité préliminaire est donc démontrée. Le coef-
ficient du terme [ee, ... g,] est évidemment une somme de termes de la

forme
1

o T
2 R, Ry Ry ...
étendue a tous les processus de contractions possibles qui fournissent le méme

arbre .&7. Nous allons déterminer ce coefficient au paragraphe suivant par une
méthode indirecte.

2'2. Théoréme. — Soient e, et z; les quantités associées a la ligne 14
(t=1,2, ..., p) dun graphe ¥ d’ordre n. Les ¢ sont des parametres indépen-
dants, mais les z sont supposés liés par les relations de conservation en chaque
sommet

R(z)=0 pour tout a sur €.

On a lidentité suivante

1
O e o)
1 1 |

T @S (Ea— E)es— Ep) les— &) (E1— ) (€ — 2,) oo. (65— 2,)

€

ou la somme est étendue & tous les arbres = d’ordre n sur € et ot les n—1
formes linéaires &,(¢) sont les fonctions de ¢, €,y -y &, définies a la Sect. 1°3.
On peut écrire I'identité (9) sous la forme plus concise

1 1 1

(10) .-,z (r,fg_g)(g[s—z)

Démonstration. — a) Dans P’identité préliminaire (7), remplacons les nombres
&; par ¢;,—z;. Les coeflicients D(.«7) ne dépendent des ¢ que par 'intermédiaire
des quantités R. Or

R(e —z) = R(e) — R(z) = Rle) .

Les coefficients D(&7) sont donce invariants dans la transformation &, —¢;,—=2,
et nous pouvons écrire

1 — S D) 1

(1) P—. . ——
—2) e (8 — %) [T

(61— )&y

(e2— 2) (€0 —2,) on (8, — %))

ou les D(s7) ne dépendent que des e.
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b) Calculons le coefficient D(s7) relatif & Darbre 7. (est le «résidu »
du «pdle » de Pexpression P considérée comme une fonction des variables z
indépendantes associées & Z. Multiplions les deux membres de 1'¢égalité (11)
par (a~—z;) . (55—25) ou 1, By, ¥, ..., 0 sont les indices de # complémentaire
de o sur €. Nous obtenons au premier membre de (11)

(12) D)+ 3 Dst)

Led T )

Il existe en général dans chaque % des lignes qui appartiennent & %, en ce cas
la fraction se simplifie au second membre, mais le quotient ne peut se réduire
a 1, car # est distinct de #. Apres simplification les indices figurant au déno-
minateur n’appartiennent plus & I'ensemble 7, f, ..., p. Ils appartiennent donc
& Pensemble complémentaire &, 5, 7, ... , 0.

Considérant alors les nombres z-, 27 ey 75y COMINE fonctions des variables
By By ey U définies par la solution (3) du systéme (2), nous faisons tendre z;
VOIS &, & VOIS &y ...y 25 VeTs e, La quantité z- tend vers & (e), 2y vers (5’5, ete.
Le premier membre de (12) tend vers [(s;—@”’;)(éag —(o‘"g) e (g5 — )] ol
les dénominateurs sont supposés non accidentellement nuls. Ils ne peuvent
létre identiquement car si 'on avait e~ —&-= 0, il existerait, d’apres (5),
une identité autre que (4) entre les R, ce qui n’est pas, d’apres les conclusions
de la Sect. 1°2.

La somme du second membre de (12) tend vers zéro. En effet, les dénomi-
nateurs sont non nuls par hypotheése, puisque les facteurs qui constituent le
dénominateur de la fraction apres simplification sont extraits de la suite
eg— &y ..y g5 — . D’autre part, au numérateur, il existe des termes qui
tendent vers zéro, puisque %+ %. En conséquence, le second membre de (12)
tend vers D(sZ) et I'on a

~ 1 1

" DA = by s~ Ll

2'3. Hxtension aux graphes comprenant des lignes externes. — Nous nous sommes
limités jusqu’ici aux graphes dont tous les sommets étaient de degré supérieur
a 1. Nous considérons maintenant les graphes avec lignes externes auxquelles
nous associons encore deux nombres ¢ et 2. Soit I'le graphe obtenu en supprimant
les lignes externes. Nous cherchons, pour le produit P associé aux seules lignes
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internes, une décomposition analogue & celle donnée par la formule (10). Dans
la définition de P
1
P= e
I,
on voit que les quantités ¢ relatives aux lignes externes ne jouent aucun role.
Nous les avons introduites comme auxiliaires de calcul.

Soit € le graphe obtenu en réunissant les extrémités libres des lignes externes,
numeérotées de 1 4 s, A un sommet supplémentaire de degré s, que nous appelons w.
Nous avons donc

R (z)=0.

Formons le produit ¢ associé au graphe €

(14 0=TI > - Ty | P

¥ E—% (e,—2) (82— 23) ... (65— %) 7 6—2

et appliquons le théoréme (10), en désignant par =/’ un arbre sur /' et %' le
complémentaire de 7’

Q=3 D(d’)(n ! )

@ E—%

Partageons ensemble des arbres .o’ en deux classes:

a) la classe des arbres o7, sur € qui contiennent la ligne n° 1 et le point w
comme sommet « pendant », ¢’est-a-dire comme une ligne extréme de Parbre.
Cette classe est formée des arbres &7 sur I" auxquels on a ajouté la ligne no 1.
On appelle #Z le complémentaire de o7 sur I', c’est-a-dire %, diminué des lignes
externes n° 2, 3, ..., s.

b) La classe des arbres qui n’appartiennent pas & la classe o7, soit .

La somme ¢ est divisée en deux sommes:

(15) 0=73 D(.yz,)‘(n iz) + 3 Dist) (U L) _

1541 #, € o #, E—7
Puisque &, contient les lignes 2, 3, ..., s, on a

1 1 1

(16) 1 T Ty |

Yre—0  (ea—2) .. (6,—2) G e—2

Multiplions les deux membres de I'¢galité (15) par (s, —=7) ... (e,—2,) pour
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obtenir d’aprés (14) et (16),

an I—

rée—=s 7)) % €2

= 3 (Plote = T ) +

-+ termes contenant au moins 'un des facteurs (g,—=2.), ..., (&, —2,) .

Les quantités e, &y, ..., ¢, relatives aux lignes externes étant arbitraires,
LIOUS POSONS &y = &y, ..., & = &,, eb Pégalité (17) s’éerit

or

on obtient donce la formule finale

(18) 11 Q% = zl (1’)'(@/) H 1 ) ’
avec

(19) D2y =T1]

7 8*—§,

ol les & sont les formes linéaires des e relatifs aux lignes internes, et des z relatifs
aux lignes externes, obtenues en résolvant le systéme

R, (z) =0 ae€

par rapport aux variables associées a arbre 7, ¢’est-a-dire que le.coefficient
D'(oZ) est le résultat de la substitution z,= & (e, ... ¢, 2, ..., 2,) ete. dans

II11/e—=.

&7
On a encore la formule commode, analogue a (5),
(20) g,— &, = 2 R,(e),

a7}

ou ’on convient 'identifier les ¢ et les # relatifs aux lignes externes.

3. — Application aux diagrammes de la mécanique statistique quantique.

3'1. — Si nous essayons d’appliquer directement les résultats précédents
aux termes du développement de perturbation du potentiel de Gibbs par



140 TRAVAUX DE M. GAUDIN

exemple, d’un systeme de particules identiques, nous nous heurtons & une dif-
ficulté.

Prenons un systeme invariant par translation: les états de particules sont
repérés par 'impulsion. Celle-ci est conservée & chaque interaction. A la ligne
d’impulsion % est associée 1'énergie E, = (k?/2M)—pu. Nous voyons tout de
suite que si le graphe %, que nous voulons évaluer, contient une « partie dia-
gonale » relative 4 'impulsion k, les quantités F, associées a ces lignes & seront
les mémes; nous avons donc des identités entre certaines quantités ¢ du théo-
reme (10), ce qui est contraire & ’hypothése d’indépendance de la Seect. 1°1.
En effet dans la formule (10), certains dénominateurs ¢ — & seraient identique-
ment nuls. N’ayant pu généraliser de facon commode la formule (10) pour
la rendre directement applicable aux graphes réductibles, nous appliquerons
aux graphes irréductibles d’une théorie des perturbations renormalisée ou ’on
associe a chaque ligne le propagateur complet (?).

3'1.1. — Prenons l’exemple du potentiel de Gibbs d’un systéme de fer-
mions. Les graphes sont connexes, sans lignes externes, sans boucles; les som-
mets sont de degré 4. A chaque, sommet est associé un temps u, 0 <u<p, et
a la ligne d’impulsion % joignant #' & u est associé le propagateur complet
Gru—u'). Cette fonction admet la représentation suivante (?)

f 0ule) f-(e) exp[— e(w— )] de, e,
@) Gu—u) —
f@k(a) fH(e) exp[—e(u —u')]de, w>u',
avec
1 1
o) FO=—iomaii O a1

Qk(g) >0 et ka(E) de=1.
Nous définissons g(e, u—u') en rassemblant les égalités (21) sous la forme
! ] I
(23) Gulu—u'y = Bfgk(g)g(s, u—u')de .

La contribution d’un graphe [I' d’ordre n, avec p = 2n lignes fait intervenir

(8) Voir réf. (2:3).
(® J. M. LuTTINGER: Phys. Rev., 121, 942 (1961).
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Pexpression suivante:

B B8

. B
= ﬁ"‘fdulfduz ...fdu,, 11 Grlu—u')
r
0 0

0

Substituant dans W(/") les expressions (23) des (4, il est possible d’intervertir
Dordre des intégrations sur les ¢ et sur les u, & cause des propriétés (22). Il suffit
donc de calculer I’intégrale suivante:

8

1
(24) I(eiey ... 8,) = "5 fdul ...J‘dun TT gt u—u')
o r
ce qui donnera pour W(/)
(25) w(I ——'fdel v de ey o &) 01 (81) oo 0k (&) -

Notons que pour les fermions, 'intégrant de (25) est borné par 1 et pour les
bosons par [ 1/e.
I

3'1.2 — Nous allons maintenant évaluer 1'intégrale (24) comme la valeur
limite de la fonction de p variables réelles 7, 7,, ..., T, que nous définissons
ainsi:

1 .
(26) I(e; Tyy Tay eeny Tp) = ﬁfdul woldu, I g9le, u—w'—1).
0 0

Il est clair que si les 7 sont bornés, 'intégrant 'est aussi uniformément et 'on a

(27) I(e;...e 1,)__11_19) I(ey e £55 Ty e Tp)y

quelque soit la maniére dont les v tendent vers zéro. On transforme I(e, 7)
en substituant dans Pintégrale (26) le développement en série de Fourier, de
période 2p, des fonctions g(e, u):

(28) gle,u) =Y (8_%&1)—1 exp ——%ﬂ u

ol la somme porte sur les entiers algébriques I pairs ou impairs suivant qu’il
s'agit de bosons ou de fermions. Comme la série (28) n’est pas absolument
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convergente, nous utiliserons la somme partielle

1
(29) gle,uy, L) = 3 —-—-exp[—zau].
i<z €— %
Bz=nil
L’on a

1im gle, u, L) = gle, u) .

La convergence est uniforme par rapport & u« sur tout intervalle qui exclut
les points de discontinuité v =0 et |u|=p de la fonction g(e, u). Nous
pouvons done intervertir ’ordre de la limite sur L, et de l'intégration sur les
temps w:

B
(30) I, 1, ... 7,) = lim lﬂ [\du1 du, I gle, u—u'— 7, L)
o f8 . T
D’apreés (29), nous obtenons
i
(31) I(e, Tyy ..ry T,) = lim 1 du, ...fdu,. 11 ?Xp[t—z—ﬂ expl—a(u—u')}=
o g 5”0 : T £-—2z

g
e expler]) 1 , :
= lim ¥ (]I—[ ) ﬂofdul explu, Ri(2)]

L—>© 1<z E—RZ

8 B
-%fduz exp [u, Ra(2)] ... %fdun explu, R.(2)] -

L’intégration sur les » nous donne les n relations de conservation des variables z
(ou 1):

Ry(z) =0, pour tout sommet a de [}

et nous obtenons pour I(e, 1)

(32) I(e, 7) = lim expler]

Lo i< ilies I €—R

Dans cette expression (32), la somme porte sur les variables I liées par les rela-
tions de conservation, donc en fait sur p—n--1 variables indépendantes, et
elle est limitée au domaine 2, |I;|< L, |l,|<L, ..., |l,|]<L. Ce domaine est
un polyédre convexe de I'espace 4 p —mn--1 dimensions des variables indépen-
dantes puisque les relations entre les I sont linéaires.
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3'1.3. — La forme (32) se préte a Papplication directe du théoréme de dé-
composition (10):

b 1 = ! ! P
(53) -2 (g

ol o7 désigne un arbre sur " et & le graphe formé des lignes de " qui ne sont
pas sur o7,

D’autre part, la somme D 27 = 2,7, 2,7, ... 2,7, Sexprime, relativement
a chaque arbre .Z(afy...d), comme une forme linéaire des variables indépen-

2 -

dantes 2, z,, ..., 2,:

(34) zzj'r,.:lel%—zﬂl'ﬂj'—...—lrzeTQ .

jer

Nous déterminerons plus loin les formes linéaires T', des paramctres T, pour
chaque arbre 7.
A Taide de (33) et (34), expression (32) de I(g, T) s’écrit

(33)  I(eyTy...T,) =

=3 (1,2 ) i exp [573] exp [4T,] oD [2,7,]
1\ e — &) 1o i<riuds €3 — % &y — Ry &%,

I(e, T) se décompose en une somme de termes relatifs chacun a un arbre .o7,
c’est-a-dire & un systeme de variables indépendantes sur [I". Puisque la somme

\

sur les z=gmil/f est limitée & un polyedre 2(«7, L) comprenant un nombre
fini de «points» (z;,2,,..., z,) on peut écrire

> = 2

l1;1<z, 1 lies DL, 1)

o 2(7, L) est limité par les plans ¢, = &,(2), cte., contient done I'ensemble
des points 4 coordonnées entiéres définies par les inégalités

| &1 Loy oy ) |<< L,
6,1 1y oy L) [ Ly ete

LI<L, [,|<L, .., [,|<L.
La question est maintenant de calculer la limite de la quantité

exp(#1,] exp[z,1,]  explz,T,]

g7, 1) &% Eu—28, Ep— %

(36) I(s, L) =

lorsque L augmente indéfiniment.
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Il suffit de remarquer que I(o7, L) est une série de Fourier dont les coeffi-
cients sont & croissance lente au sens de la théorie des distributions (1°). On
peut dire que I(.2Z, oo) est 1a transformée de Fourier d’une mesure sur R? "
a croissance lente (*1). On a en effet

1 1
i T o Ry
(232, Zpe9(L) 1823 &%
1

= [ex+ 6Bl Jea -+ iIB]

‘volume 2(«7, L)< (diamétre de £)?—+1.const

et on peut en conclure (2)

(37) I(<, L) = I(#, 00)

lim
AD, D—>RP-"H
au sens de ’égalité de deux distributions. Or la transformée de Fourier I(.eZ, co)
est le produit direct (**) des transformées de Fourier de 1/(g, —z,), 1/(e,—=
on en déduit

w)y e

(38) I(s, o0) = 9(3;,7 Tg)g(s,u T”) -"9(897 Tg)

ou la distribution g(e, T) a le développement de Fourier (28). Or cette distri-
bution est une fonction dans tout domaine ou les 7' ne s’annulent pas.

Rassemblant les égalités (35), (37) et (38) on déduit 1’égalité numérique
suivante, valable pour les valeurs des 7,, 7,, ..., 7, telles qu'aucune des quan-
tités T' ne soit nulle

(39) I(ey .o €5y Tyvee Tp) = (H _1 g) (TT 9(e, D) .
[e/] €

]

Les conditions de validité de 1’égalité ci-dessus expliquent pourquoi il était
nécessaire d’introduire les quantités 7, afin que chaque terme du second membre
ait un sens.

3'1.4. — Avant d’effectuer sur chaque terme la limite 7 —0, disons com-
ment construire les formes linéaires 7, associées & un arbre .o7.

Etant donné un arbre o/(«f ... §) et la solution (3) du systéme linéaire (2),
substituons z,, 24, ..., #; exprimées en fonction des variables indépendantes

(1) L. ScuwARrTzZ: Théorie des Distributions, Tome 11, Chap. VII, Th. 1 (Paris, 1960),
p. 80.

(11) Voir réf. (19), p. 98, formule VII, 4; 7.

(12) Voir réf. (19), p. 111, formule VII, 7; 7.

(*3) Voir réf. (), Chap. VII, Sect. 8, Th. XIV.
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P
dans la somme D z;T;
j-1

28T = (2,7, oo F 27,) F (57 + o F 5,7, = 5T, 2, T, 4+ -2, T

“o e e’
avec
l T, =T, (1,7;...15)
(40) T,=1T,(t,7; ... 1,),

"

Avec les regles et les notations de la Sect. 1°2, on peut énoncer: T, est la
« somme » des variables 7 associées aux lignes du eycle (). 7, est précédé du
signe -+ si la ligne o« est orientée dans le méme sens que le cycle (1), précédé
du signe — dans le cas contraire.

3'1.5. — Le passage a la limite 7=0.

Evidemment I(e, 7y, ..., 7,) tend vers I(e) quelle que soit la facon dont les
quantités 1 tendent vers zéro, d’apres la convergence absolue de Vintégrale (26).
Mais il n’en est pas de méme de chaque terme de la somme (39). Le plus com-
mode pour utiliser ce développement consiste & choisir les 7; multiples d’un
méme module 6> 0:

T, = n,;0, n; entier algébrique.

La quantité g(e,, T,) tend vers f(e,) ou f7(g,) selon que 7, est positif ou né-
gatif, c’est-a-dire suivant que la somme D +n_ est positive ou négative (elle
ne doit pas étre nulle). aED

Supposons que 'on puisse prendre tous les w. ¢gaux a 41 pour toutes les
lignes du graphe I". La quantité T, est de la forme N,0 ot N, est ce que nous
appellerons «1'orientation totale » du cycle (A): c¢’est en effet le nombre de
lignes du cycle (4) orientées dans le méme sens que la ligne 4, diminué du
nombre de lignes orientées dans le sens opposé. Supposons que pour tous les
arbres possibles sur /7, les « orientations totales» des cycles soient toujours
différentes de zéro; alors il n’y a pas de difficultés: pour chaque ligne 4 sur %,
on a un facteur f© ou f~ suivant que Dorientation totale est positive ou né-
gative.

Si au contraire il existe des arbres .7, pour lesquels 'orientation totale est
nulle, alors il faut trouver un autre choix que tous les #; égaux & un, en
renforgant pour ainsi dire orientation d'une ligne particuliere, ¢’est-a-dire ca
Iui affectant un nombre entier supérieur & un. Nous montrerons, sur un excmple
complétant celui qui a été donné dans Pintroduction, comment ces regles s’ap-
pliquent trés simplement, pour les graphes d’ordre peu élevé.
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32 — Régles. — En résumé, nous pouvons énoncer les régles suivantes pour
calculer la quantité I(ee,... ,) qui intervient dans le poids associé a un graphe I’
d’ordre n, de p lignes, irréductible, sans boucle.

a) Construire la famille de tous les arbres «/ sur I. o/ est un graphe
connexe, sans cycle, d’ordre n.

b) Définir P'orientation de chaque ligne de [, par un nombre entier n,
de telle sorte que orientation totale N de tout cycle sur 7" soit définie, c’est-a-
dire: N=£0.

¢) La con‘ribution & I du graphe [" est la somme deg contributions a
I(s7) de chaque arbre 7.

I(&7) est un produit de p-—mn-1 facteurs statistiques et de n —1 facteurs
du type 1/(e— &), appelés dénominateurs d’énergie.

c.1) A toute ligne ¢, qui n’est pas sur o7, est associé un facteur sta-
tistique f™(g,) ou f(g;), suivant que Porientation totale N, du cycle (1) défini
par la ligne A et P'arbre o/ est positive ou négative.

c.2) A toute ligne ¢, qui est sur 7, correspond un état intermédiaire
et un dénominateur d’énergie de la facon suivante: la suppression idéale de
la ligne o coupe l'arbre o7 en deux arbres o/t et /7. Les lignes qui joignent
les sommets de &/ a ceux de .o/, définissent un ¢tat intermédiaire qui com-
prend la seule ligne « de »7: les autres lignes n’appartiennent pas & /. Le
dénominateur d’énergie est la somme des variables correspondant a ces lignes,
avec le signe 4 pour les lignes orientées dans le méme sens que « et le signe —
dans le cas contraire.

d) Ces régles s’appliquent aux graphes avec lignes exteraes. 11 ne faut
pas tenir compte des lignes externes pour la construction des arbres .7, mais
elles interviennent par contre dans la définition des dénominateurs d’énergie
ou figure la somme des variables z, relatives aux lignes externes se rattachant
a L (ou & 7).

e) Le nombre d’arbres sur un graphe /'se calcule de la facgon suivante (14):
on construit la matrice n xXn, symétrique, d’éléments non diagonaux a;,=-—1
ou 0 selon que 7 et § sont joints par una ligne ou non. Les éléments diagonaux

sont définis par a,;,=— a,;. Le nombre d’arbres est égal 4 un mineur d’ordre
i¥i

n—1 quelconque sur la diagonale principale. Lorsque ’ordre du graphe /" aug-

mente, le nombre d’arbres est bien inférieur aux nombres de diagrammes or-

donnés dans le temps (pour les graphes dont tous les sommets soat de degré

(14) Voir 1éf. (4), Chap. XVI, p. 155, Th. 6.
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4 ou 3 par exemple) pour le degré 4, par exemple, le nombre d’arbres est infé-
rieur a 471

En guise de conclusion, nous constatons que le développement obtenu pour
le potentiel thermodynamique, par exemple, se présente comme une fonction-
nelle réelle des densités spectrales g, (e). Nous avons donné le mode de calcul
du noyau I qui figure dans la formule (25) pour le poids W(I") du graphe I
Il serait intéressant de pouvoir écerire

W) =3 W),
(7]

ou W(.e7), relatif a ’arbre o/ de [, aurait pour noyau I(&7). Mais il faut alors
donner un sens a l'intégrale sur les & du noyau I(.#/), dont le dénominateur
peut s’annuler. On peut sans doute complexifier &4 nouveau le probleme en
déplacant légérement les contours d’intégrations sur les variables g, les uns
par rapport aux autres. A cause de la structure particuliere de I(.s7)

1
T = fE(g;) fE(e,) ... fEe,) o= -
(o) = fH(e;) £ (e,) ... [E(e,) (6w — E)eg— E5) -on (€9 — &)

ou les & ne dépendent que de &, nous pouvons écrire:

W) zf (del o de, fE(g) 0(ey) ... fE(g,) 0(8,) *

o(e,) oleg) 1. f 0(es) ]
'Ud‘s“sa——é‘;] Udg‘*e?;:?%] [ =l

ou lon a donné un sens a l'intégrale

0(g)
fdagig,

deés que les dénominateurs ont une partie imaginaire. On aimerait cependant
pouvoir exprimer directement W(.Z) avec les seules quantités réelles p*(e)
et pf(dg/(e— &) ole).

3'3. Exemple. — Contribution du graphe %, (Fig. 6), du second ordre, pour
le potentiel thermodynamique d’un systéme de fermions. Le résultat connu
est le suivant:

fHey) fHies) f(e5) f_(?4) - f—(81) f(e9) f*(es) f+(<94) )

I er858,) = P . e
1 2 & &
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Appliquons les régles de la sect. 3.
Sur le graphe %,, on peut construire 4 arbres, constitués chacun d’une
seule ligne.

506000

Tig. 6. — Cyele (2): N=—1; cycle (3): N = 44; cycle (4

Si on laisse Porientation de chaque ligne de %, telle qu’elle est définie par
les fléches, on voit qu’il existe deux cycles d’orientation totale non définie:
les cycles (1,2) e% (3, 4). Si nous renforgons l'orientation des lignes 1 et 3
(choix arbifraire) en leur associant I’'indice n, =2 et n =2, ce que nous pou-
vons symboliser par deux fléches sur la ligne 1 et sur la ligne 3, nous voyons
que D'orientation totale de tous les cycles possibles sur %, est définie.

Les contributions des arbres o7, &7, &7;, &/, $écrivent respectivement:

1
: — +(e4) FH(
et 81+82—83—8 ;f Ezf 63f &) s
” z FHe0 FH(ea) ()
: €
: 82+81—83—'84 & &3 4/
. - F(en) f(e) - (ed)
H U —— e — (¢
? 83+84—81—82 ! &2 479
1
Jj: ———— N + +
! 84+83_81_82f (817 (e2) f+(ea) .
I1 faut noter que, pour les fermions, la définition (22) de f (¢) a le signe opposé

3 celui de la définition usuelle.
Rassemblant les quatre contributions, on reconnait une décomposition pos-
sible de la différence suivante:

fHe) Fre) F(ea) (e — 17 (&) f () F7(&a) [T (e0) =
= f7(g,) ]H—(gs) f+(64) + JH-(SZ) f+(83) f+(84) _ ]H_(sl) f+(82) (e — f+(31) f+(82) f+(83) .

T’exemple précédent illustre aussi le cas général ou plusieurs lignes joignent
les deux mémes sommets d’'un graphe. C’est le cas le plus défavorable pour
ce qui est du nombre des termes. Cependant dans le cas des doubles lignes, il
suffit de construire un seul arbre, au lieu de deux, et doubler le résultat. I’in-
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tégration ultérieure sur les ¢ et les L permet donc de remplacer I,(e e,e.¢,) par

T e e

&y T &y — &3 &

avec

fole) = §(f () + (o) -
4. — Application anx intégrales de Feynman,
Soit /" un graphe de Feynman irréductible d’ordre n comprenant p lignes

internes dont les impulsion et masse sont désignées par ¢, et m;; I’intégrale
de Feynman a la forme

(40) F(I) :fd“k1 ... Ak, H P(g), Imm?<0,
el J‘ J
ou les | variables d’intégration %, ..., k;, constituent un systéme de variables

indépendantes sur I, ou variables de cycle. On a l=p—n-+1. P(q) est un
polynéme en ¢, ..., ¢,.

Si ’on considére dans (40) seulement Vintégration sur les composantes de
temps kg, ksgy ...y k1, On @ P’analogue de la somme (32) ou plutot de sa forme
limite I(e)

z; lies j€I' €5 —

ou les variables z; jouent le role des variables kj,.

Nous nous proposons d’employer la méthode de la Sect. 3 pour intégrer (40)
sur les composantes de temps des 4-vecteurs k, 'invariance formelle relativiste
étant provisoirement rompue. Introduisant comme précédemment p variables
réelles 7, ..., T,, on définit 'intégrale de Fourier suivante:

(41) Jq,7) = f by i TT w-ﬂq) .

2 —m?2
Nous nous limitons dans la suite au cas o, pour des valeurs de ¢ fixés,

cette intégrale est absolument convergente, (P(q) est de degré inférieur ou
égal & P). Nous avons donc

(42) F:fdakl . kI (qyy ..y q,)

(43) J(g) =lm J(q, 7,...7,) .
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Substituons dans (41) les expressions

1 _ e 1
qz___mz _e=:t1 2Eq qO_EEq
avee
qu\/q2+m2
o , 4 e exp[—iget])
(44) J(q, T)F% dkyy .r Ay (ggﬂq —3 )P(q).

On a affecté un nombre g & chaque ligne j et on somme sur tous les

ensembles de valeur. =1 des &;, ce qui est noté par 2.
{e}
Nous appliquons au produit [] 1/(¢q.— ¢E,) la décomposition donnée par la
r

formule (18) dans le cas des graphes avec lignes externes

R

T Qo—el, 7 ]

ou le coefficient D(.7) selon la formule (19) est défini de la facon suivante:
D() est la valeur du produit [] 1/(g,—¢eE,) lorsque 'on a exprimé les ¢,
o/

a€ s/, en terme des paramétres Ey, définis sur %, et des variables g, des lignes
externes.
On peut donec écrire

(46) J(g,7) =Y > D(A) (H“g')J(an;&f’)
{e} [7] 57 QEa
avec
(47) T(q, 7 52) — |@hrg oo dlrs Plo)- TT.E SR 0TT

4 2By  qo—eH,

Les T,, définies pour chaque arbre o7, sont les formes linéaires des T construites
A4 la Sect. 3'1.4 et données par la regle (40).

Sans répéter le raisonnement de la Sect. 3'1.3, nous considérons P’expres-
sion (47) comme la transformée de Fourier de la fonction continue a ecrois-
sance lente P(q)X]]1/(¢o—eE,). Nous choisissons comme variables d’inté-

#

gration, au lieu des &y, ..., k, les variables de cycles définies par # qui sont
Qos Quos -r Qpo+ Dans tout domaine excluant les plans T, =0, T, =0, ete., la
distribution

+® oo
g, exp[—iq,T,]
(48) f...qundqo...d Py, oo ) 5aie - el
S T A A

—
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est égale a la fonction

4

) _
(49)  (2mi)? H(2E) exp [—i(B, | Ty + .+ B, | T))]-
P, = el q, =B

By o)

ol les g ont le signe du T, correspondant.

Nous avons vu ensuite, 3'1.3, qu’il était possible de faire tendre les t;
vers zéro, de sorte que les 7, gardent un signe déterminé par ce que l'on a
appelé DPorientation totale du cycle (4). Les ¢ qui interviennent dans (49)
ont doncur signe défini par cette orientation (signe de ’entier N, de la Sect. 3'1.5.
Nous avons done pour (46), & la limite 7= 0

1
(50) J(q) = (27i)? {é} [EO:HD (1;[ 2Eq) P(e;Eqyy -y 0 Bay) .

Sommant sur les g, axe./:

1

(51) J(q) = QxS (1‘[ . )(1;[& )-P(elqu,...,)
5 2B,

(ZI\ ' g —me

ou dans J] (¢>—m) " et dans P, les ¢,, ac.o/ sont exprimés en fonction

S
des ¢, indépendents, 1€ %, et des variables externes. Introduisons les fonctions

1
¢ + 2 2y — . .. Y.
(52) OHgOl =) =, 300 )

Tlexpression (51) s’écrit sous la forme

. 1
(53) J(q) = (27i)* D | dqzo - dqgo (H 5 2)II 052(q;) 0(¢% —m2)- P
< o Ga— Mo) "5
Comme F, a une partie imaginaire non nulle, il faut entendre I'intégrale (53)
dans le sens donné par (51). L’expression finale invariante de l'intégrale de
Feynman est la décomposition suivante:

(h4) F = z (2ni)LJvd4k1 ... d2k, ( 0) (H 0¢(q,) 0(q2 — m?)) ‘P,
5/ —m7) "z

[.o/]
d’ou la regle, pour chaque arbre o sur I’

a) associer un facteur 0°(¢q)d(q> — m?) pour chaque variable indépendante
déterminant un cycle d’orientation totale e:

b) associer un facteur 1/q> — m? a chaque ligne de 7.
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Je remercie Monsieur C. BLocH de Pintérét qu’il a porté a ce travail et de
son aide critique, ainsi que L. PIcMAN pour de nombreuses conversations.

RIASSUNTO (%

Facendo uso di una identita algebrica, si decompone in frazioni parziali il prodotto
di propagatori associato con le linee di un dato diagramma della teoria delle pertur-
bazioni. Cid permette in meccanica statistica una somma sistematica sulle variabili del-
I'energia di un diagramma. Il risultato ¢ una somma di termini, ciagcuno dei quali corri-
sponde ad una delle « ramificazioni » in cui il diagramma pud essere scomposto.

(*) Traduzione a cura della Redazione.
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These soutenue le 21 novembre 1967 (Université Paris):

Etude d’un modele & une dimension pour un
systeme de fermions en interaction

Résumé. — On étudie un modele a une dimension pour un systéme quantique de fermions en
interaction attractive ou répulsive dans un volume donné. L’ensemble des niveaux d’énergie et
des états propres du systeéme est déterminé exactement. La connaissance du spectre est surtout
appliquée a Pétude du gaz attractif, intéressant par la présence de “paires” ou états liés a
deux particules. On peut décrire ce systéme comme un gaz de “deutérons & une dimension” qui
posséde quelque ressemblance avec un systéme de bosons. Quelques propriétés extensives de ’état
fondamental sont données, comme I'énergie en fonction de la densité et de la magnétisation totale,
pour une valeur de la constante de couplage. Les propriétés analytiques de la fonction énergie
sont étudiées sans étre complétement élucidées. On aborde enfin les excitations élémentaires du
systéme et on établit la courbe de dispersion d’une excitation de type phonon.

Abstract. — The subject of this thesis is a one-dimensional model for a quantum system of
fermions with attractive or repulsive interaction. The eigenvalues and eigenfunctions of the
Hamiltonian with periodic boundary conditions are exactly determined. The knowledge of the
spectrum is essentially applied on the study of the attractive gas, characterized by the presence of
“pairs” or two particles bound states. This system can be described as a gas of “one dimensional
deuterons”, which has some analogy with a boson gas. Some extensive properties of the ground
state have been discussed for example energy as a function of the density and magnetization,
for all the values of the coupling constant. The analytic properties of the energy function are
studied, but not completely resolved. Finally, the elementary excitaions of the phonon type are
considered and the dispersion curves are given.

DETERMINATION DU SPECTRE D’ENERGIE

1. Introduction
L’objet de cette étude est un modele & une dimension pour un gaz quantique de particules en

interaction dans un “volume” donné. Sa définition tient en une phrase : il s’agit d’un systéme
de N fermions de méme masse, & deux états internes, en interaction § sur un segment de

© Les Editions de Physique 1995



156 TRAVAUX DE M. GAUDIN

longueur L. Ce modele précis a déja été considéré par plusieurs auteurs (1) en particulier par
Mc Guire [1] sous la forme définie ci-dessus et par Bychkov, Gorkov et Dzyaloshinski [2] dans
un contexte plus général. Ce gaz de Fermi 4 une dimension posséde une réelle simplicité qui
le rend abordable directement, et il contient cependant les éléments de modeéles réalistes ou
interviennent & la fois les notions de masse, de spin et d’interaction & deux corps. Notre but
est de donner ici des résultats exacts concernant la détermination des fonctions d’onde et des
niveaux d’énergie de ce systéme [26], pour toute valeur des parametres, nombre de particules,
volume de la “boite”, intensité de linteraction. C’est une premiere étape. Un exemple de
probléme analogue est celui de la chaine linéaire d’atomes de spin 1/2 traité par Bethe [3] en
1931 ; la premiére étape de la solution de Bethe consiste en ceci : la chaine possede 2% états
quantiques. L’'Hamiltonien est une matrice 2"V x 2V et Bethe raméne le probleme des valeurs
propres & la recherche des solutions de N équations algébriques couplées. A la limite d’un
systéme infini c’est presque franchir le pas qui sépare le continu du dénombrable.

La seconde étape consiste & tirer parti de ces équations couplées pour en déduire les pro-
priétés de ’état fondamental, des premiers états excités, ou peut-étre méme des fonctions de
corrélation ou des grandeurs thermodynamiques. Pour reprendre ’exemple de la chaine li-
néaire de spin, Bethe et Hulthen [3,4] purent donner explicitement 1'énergie du fondamental
et trente ans plus tard des Cloizeaux et Pearson [5] ont obtenu la loi de dispersion de I'onde
de spin antiferromagnétique. On a pu faire de méme pour la chaine linéaire anisotrope [6,7] &
cause de la simplicité des équations intégrales obtenues en ces cas. Pour notre probléme, nous
n’avons pu aller aussi loin, bien que Panalyse ou le calcul numérique permettent aussi, mais &
plus grand effort, d’extraire des informations intéressantes sur les premiers états. Par exemple,
dans le cas du gaz linéaire de bosons de Lieb et Liniger [8], il est difficile d’extraire d’une équa-
tion intégrale d’apparence anodine, la singularité de ’énergie du fondamental en fonction de la
constante de couplage. Nous avons rencontré un obstacle semblable. Quant au calcul exact des
fonctions de corrélation ou thermodynamiques, il parait tres difficile dans tous les cas évoqués :
on n’a pas réussi a calculer la norme des fonctions d’onde données explicitement par Bethe, en
ce qui concerne la chaine de spin.

1l existe deux exemples, de natures trés différentes, il est vrai, de gaz linéaires de fermions
sur lesquelles on ait obtenu des résultats exacts. Le premier est le modéle de Luttinger [9]
complétement résolu dans le cas infini par Mattis et Lieb [10]. C’est un systéme de fermions
de deux espéces ou l'interaction a deux corps de forme arbitraire n’existe qu’entre particules
d’espéces différentes, mais ou la partie cinétique ne peut décrire des particules massives et
n’est pas bornée inférieurement. Lorsque le systeme est actuellement infini, il peut étre décrit
commie un systeme de fermions de type “trou” et de type “particule” dont 'interaction engendre
un champ de bosons. Il est alors équivalent & un systéme de quasi-particules et de plasmons
indépendants. Outre la différence essentielle entre systéme fini ou infini que manifeste ce modele
de Luttinger, le résultat important est que la surface de Fermi peut disparaitre si I'interaction
attractive est assez intense.

Le second exemple connu a déja été considéré par Lieb, Schultz et Mattis [11], et Katsura [12],
puis par Des Cloizeaux [13] en utilisant les résultats exacts du probléme de la chaine linéaire
magnétique anisotrope dont dérive le modele en question. L’Hamiltonien décrit 'interaction de
fermions sans spin dans une bande. Il est intéressant d’une part d’avoir pu obtenir une expres-
sion analytique de I’énergie par particules au voisinage de ’origine dans le plan de la constante
de couplage, et de mettre en évidence une sorte de transition pour une certaine valeur de celle-
ci. D’autre part, la comparaison du résultat exact avec le résultat des méthodes variationnelles

(*) Aprés le dépét de cette thése, nous avons eu connaissance des travaux cités en références [27] et
[28].
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usuelles est instructif quant & la validité de ces méthodes (Hartree ou Bogoliubov).

Par conséquent, au-deld de I'intérét formel que présente la solution d’un probléeme a N corps,
on peut reconnaitre dans les précédents modeles les points de contact avec la théorie usuelle
des systemes de Fermi. Qu’en est-il dans celui-ci ?

Le premier point de contact est avec la théorie du ferromagnétisme pour illustrer le théoréme
de Lieb et Mattis [14] sur le classement des niveaux par la valeur du spin total. Le second est
avec la théorie de la superconductivité [2] pour éprouver les méthodes d’approximation sur le
cas & une dimension. Reconnaissons tout de suite que I’étude de ces questions constituerait une
suite & ce travail dont le plan suivant indique la consistance propre et fait connaitre les limites.

Les sections 1 & 3 sont consacrées au rappel des résultats connus sur le probléme des particules
en interaction § et sur la question de la symétrie de la fonction d’onde d’un systéeme de fermions
4 spin. Dans les sections 4 & 5, le probléme spécifique que nous traitons ici est posé ; ceci donne
lieu & deux types de conditions : les conditions de symétrie et les conditions aux limites. La
solution est établie par une méthode algébrique dans les sections 6 a 9 ou nous suivons la voie
inductive. Les diverses propositions utiles sont établies en appendice. Les équations couplées
qui déterminent le spectre et les fonctions d’onde du systéme sont étudiées dans les sections 10
4 11. Leur interprétation conduit & traiter les questions suivantes : correspondance biunivoque
des états avec ceux du systéme sans interaction, nombres quantiques, caractére complet de la
solution et dénombrement, analogie statique et principe variationnel.

La section 12 étudie la nature du gaz attractif qui se présente d’abord comme un gaz de
paires de fermions liés, & la maniére d’un gaz d’hydrogene. L'état lié des paires est dii au
potentiel attractif é, capable de lier deux particules dans ’état singuler, et ceci n’a aucun
rapport avec le phénomene de Cooper. Le probleme de la forme de la surface de Fermi, c’est-a-
dire de I'occupation des états d’impulsion n’est pas abordé, faute de savoir calculer la matrice
densité a un corps.

A titre de test, on effectue section 13 un développement des équations couplées au second
ordre en V et on compare le développement de l’énergie obtenu dans certains cas particuliers
3 celui que donne la méthode de perturbation.

Les sections 14 et 15 sont consacrées & 'étude de 1’état fondamental dans le cas attractif,
3 la limite du gaz infini. La détermination des nombres quantiques est faite en suivant une
méthode intuitive ; puis on passe 2 la limite thermodynamique. L’énergie par particule dépend
alors de la solution d’équations intégrales de simple apparence, mais assez difficile pour nous
empécher de conclure sur la question de l’analyticité de ’énergie en fonction de la constante
de couplage. Cependant le probléme est mathématiquement bien posé. La solution donnerait
une indication sur l'instabilité de 1’état de Fermi en présence d’une légere perturbation. Une
solution numérique de ces équations est possible. On a ainsi pu montrer que 1’énergie & densité
donné décroissait avec la magnétisation du systéme.

Le cas répulsif a été abordé section 16 mais il est paradoxalement plus complexe que le cas
attractif. Enfin, la section 17 traite de la détermination du spectre des diverses excitations
élémentaires du gaz attractif : excitation de type phonon, due au fait certain que ce gaz de
paires ressemble 4 un gaz de bosons ; excitations de spins 0 et 1, dégénérées en énergie, dues
A la dissociation d’une paire, ce qui donne lieu & une lacune entre I'énergie de cette excitation
et le fondamental.

Les sections 12 4 17 sont donc une étude de quelques propriétés du systeme considéré comme
un modele de systéme physique & un grand nombre de particules. Ces propriétés sont fondées sur
un ensemble de résultats rappelés ou établis dans les 11 premiéres sections et dans ’appendice,
ensemble que nous abordons maintenant.



158 TRAVAUX DE M. GAUDIN

Il résulte de la définition du systeme que ’'Hamiltonien peut étre écrit de la fagon suivante :

N
82
H:—ZW+2VZ(S($i_—xj)’ (11)
=1 ?

1<

le nombre z; étant 'abscisse de la particule ¢ sur le segment [0, L]. L’intensité du potentiel &
deux corps est 2V ; celui-ci est attractif ou répulsif suivant que V' est négatif ou positif.
L’équation de Schrédinger pour la fonction d’onde générale d’énergie E

Hy = Ey (1.2)

n'a de sens que si ¥ est dans la classe des fonctions continues ; les dérivations et 1’action du
potentiel singulier § sont alors bien définies au sens des distributions.

On sait construire les états de diffusion, donc la matrice de collision, et par prolongement
analytique sur V les états liés d’un systéme de particules évoluant sur un axe indéfini sous
I’action de I'Hamiltonien.

Mais le probléme que nous nous posons est relatif & U'introduction du “volume” nécessaire &
I’étude des propriétés extensives du systeme & densité fixée. Une méthode classique consiste &
imposer les conditions aux limites périodiques. Cette méthode revient & traiter exactement le
probléme de particules en interaction ¢ sur un cercle de longueur L.

Lieb et Liniger [8] ont étudié le modeéle correspondant & un systéme de bosons répulsifs. Ces
auteurs ont donné la solution complétement symétrique de I’équation de Schrédinger associée &
I’'Hamilton’en H, (1.1), avec les conditions de périodicité L. En ce cas la méthode de construc-
tion de la fonction d’onde est semblable & celle que Bethe [3] employa pour la chaine lindaire
magnétique.

Dans le cas du systeme de fermions qui nous occupe, Mc Guire [1] a donné la solution

correspondant au spin total § = EN — 1, ou il suffit de considérer une seule particule de

composante magnétique de spin —1/2 en interaction avec les (N —1) particules de composantes
+1/2. 1l a donc construit la fonction d’onde d’espace ayant le type de symétrie du diagramme
d’Young & deux colonnes de longueur respective (N —1) et 1. L’étape suivante est la solution du
probléme de fermions pour un spin total quelconque, que nous abordons ici. Plus généralement,
il s’agirait de fabriquer toutes les solutions périodiques ayant un type de symétrie défini.

Cette étude est basée sur le résultat fondamental suivant, en quoi réside la simplicité de
IPHamiltonien (1.1), résultat donné par Mc Guire et démontré récemment par Zinn-Justin et
Brézin [15].

Le domaine de variation de ’ensemble des N coordonnées z; se divise naturellement en
secteurs : un secteur est défini par un certain classement des points z;, il est donc associé a
une permutation ¢ d’ordre N telle que

T Te1 <ZTe2<- - <ZTyN.
Il existe N ! solutions élémentaires indépendantes de I’écuation
Hy = Evy,

associées chacune au méme ensemble de NV nombres complexes k1, ko, ..., ky, distincts ; dans
chaque secteur o, ces solutions sont des superpositions d’ondes du type

exp i (kp1z1 + kpazo + -+ -+ kpnay)
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olt P désigne une permutation d’onde N. Nous avons appelé “solution élémentaire”, une solu-
tion de I’équation (1.1}, de symétrie indéfinie, quel que soit son comportement a l'infini.

Le résultat précédent, dont nous rappellerons le principe de démounstration a la fin de la
section 3, admet une interprétation simple dans l'analogie optique suivante [1] : une onde
plane incidente, dans un espace & N dimensions, est transmise et réfléchie par un ensemble

1
de —2—N (N — 1) lames minces identiques, confondues avec les plans bissecteurs des plans de

coordonnées. Dans chaque secteur, espace limité par (N —1) lames, on obtient une superposition
de N ! ondes planes réfractées dont les vecteurs d’onde sont déterminés par les lois de l'optique
géométrique ; mais les relations de phase & la traversée des lames sont telles qu’il n’y a pas
d’onde diffractée supplémentaire.

2. Spin total et type de symétrie [14]

L'Hamiltonien H commutant évidemment avec le spin total, il s’agit de construire les fonc-
tions d’onde de spin S, de composante magnétique M, antisymétriques dans 1’échange de
particules 1, 2, ..., N. Comme H est indépendant des variables de spins, la fonction d’onde
M (21, S5 m2, Sz 5 ...; N, Sn) qui dépend des N coordonnées z; et des composantes de
spin S; (M =Y S;), peut étre décomposée sur la base compléte des fonctions de spins x§¥
appartenant au spin total S, et repérées par I'indice 1" :

¢SM = Z‘Pig"(xla T2, vy xN)X?’M (Sla 523 teey SN) (21)
T

Or, les fonctions de spin S pour N particules de spin 1/2 sont déterminées par les divers
tableaux d’Young formés avec le méme diagramme & deux lignes de longueur respective v =

1 1
§N +Setv = §N — S. L’antisymétrie totale de 1°* dans 1'échange des N indices de

particules, impose alors que la fonction d’onde d’espace 3. ait la symétrie complémentaire de
X5, cest-a-dire celle du diagramme d"Young & deux colonnes de longueur v et 7.
La séparation des variables d’espace et de spin ainsi achevée, nous sommes amenés a chercher
les solutions de l'équation :
Hor = Epr (2.2)

ayant la symétrie du diagramme & deux colonnes v et 7. Il suffit d’obtenir les solutions de
I’éguation (2.2) pour un seul tableau 7', les autres s’en déduisent par 'application de permu-
tations.

Nous choisissons alors comme tableau T celui dont la premieére colonne est occupée par les
variables 1, 2, ..., ., et la seconde par les variales x,4+1, Z,42, ..., n. Les conditions
suivantes sont nécessaires et suffisantes pour que la fonction ¢ ait le type de symétrie T'.

a) ¢ est séparément antisymétrique dans les variables des deux colonnes.

b) ¢ ne peut étre antisymétrisé par rapport aux (v + 1) variables 1, x2, ..., T, et Ty41.

Si I’on désigne par (ij) la transposition qui échange les variables z; et z;, la condition b)
s'écrit :

(L, v+ )+ 2, v+ 1)+ 4+ (v, v+ 1) - 1lp(21, 22, ..., TN) =0 (2.3)

A cause de l’antisymétrie dans les variables de la seconde colonne cette condition est équi-

valente & 'une des suivantes :
[Z(i, a) — 1] ©=0 (2.4)

=1
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quel que soit l'indice a supérieur & v. Nous appellerons conditions de symétrie les conditions
a) et b) sour la forme (2.4).

3. Forme générale d’une solution élémentaire
Précisons ici la forme d’une solution élémentaire de 1’équation
Hyp=Eyp (3.1)

D’une part, dans chaque secteur ¢ (défini dans l'introduction), vérifie I'équation des parti-
cules libres
2 Eop, (3.2)
j=1
puisque o est un domaine ouvert dans lequel le potentiel est nul.

D’autre part, les restrictions de ¢ & deux secteurs voisins obéissent 4 des conditions de raccor-
dement a leur frontiere commune. Deux secteurs sont dits voisins, s’il existe une transposition
de deux variables voisines qui fasse passer de I'un a l'autre. Prenons par exemple les secteurs
voisins

02y <Tu < < T <TH<

et
(@B)r : 2y <z < - <2< To <+ (3.3)

ol z, et z3 sont des variables voisines dans ces deux secteurs.
Les conditions de raccordement comprennent

a) la condition de continuité

Po |a:(,=zg = w(aﬁ)al (34)

To=xzg "’
nécessaire pour que le produit é (z, — 2g) ¢ soit défini.

b) la condition sur la dérivée normale & la frontiére commune des deux secteurs, obtenue
par intégration de I'équation (3.1) sur la variable relative z, — zg :

R
(% - @) (Ptapre = o)y py = 2V00 [sa=ay (3.5)

L’équation de Schrédinger (3.1) est équivalente a 1'équation (3.2) augmentée des conditions
(3.4) et (3.5).
Nous fondant sur le théoréme énoncé dans 'introduction, une solution élémentaire associée

& une suite donnée de N nombres k1, k2, ..., kn, a la forme suivante dans chaque secteur o :
N

0o =Y A {P}exp{iy kpjz; . (3.6)
P J=1

Les coefficients A,{P} dépendent donc de deux permutations d’ordre N : ¢ et P. Les équa-
tions (3.2) sont vérifiées si I'on choisit I’énergie £

N
E=>k (3.7)
j=1
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Les équations (3.4) et (3.5) sont équivalentes aux équations de passage

1%

¢ (kPa - kP,B) (38)

Mool P = 4, (P} (14 )+ A {Plen)

(kpa — kpg)
valables quels que soient o, P et j tels que
a=0j B=o(j+1), 1<j<N-1

Le fait essentiel est la compatibilité du systéme homogene (3.8). Une fois celle-ci établie, la
donnée de o dans un seul secteur détermine la solution dans tout secteur voisin et de proche
en proche dans tout secteur. Nous choisirons le secteur initial de définition de ¢ de fagon &
exprimer le plus simplement possible les conditions de symétrie.

Terminons cette section en rappelant briévement le théoréme de Brezin et Zinn-Justin [15]
qui fonde le résultat énoncé dans l'introduction, c’est-a-dire qui démontre la compatibilité des
équations homogenes (3.8).

Considérons les coeflicients :

a’{P}= A, {Poc™'}

comme les composantes d'un vecteur a?, élément d’un espace vectoriel & IV ! dimensions. Les
relations (3.8) expriment qu'il existe une matrice B> 7+1) indépendante de o, telle que I’on
ait :

a0 7+1) = Bl i+1) 4o

On démontre alors que les (N — 1) matrices B> 7+1) forment un ensemble de générateurs
d’un groupe de matrices isomorphe & la représentation réguliére du groupe des permutations
d’ordre N. On a I’équivalence :

BY Tt~ (5, j+1)

Chaque vecteur a® associé 4 un secteur o est donc déterminé de facon unique et cohérente
par la donnée d’un seul vecteur a”° :

-1
a’ = B%%0 ¢g°°,

Selon l'isomorphisme la matrice B°%o " est définie et construite & partir des générateurs
BU: 7+1) comme la permutation oo ! Iest & partir des diverses transpositions (i, 7 + 1).
p 0

4. Les conditions de symeétrie

4.1. EXPRESSION DES CONDITIONS. — Le choix du secteur initial oy suffisant pour définir la
fonction d’onde ¢ est pratiquement déterminé par le tableau d’Young 7T : ¢ est antisymétrique
en xri, T, ..., T, et €0 Ty, Tyte, .., Tn. Orle potentiel 6 n’agit pas entre paires de particules

antisymétriques. Il en résulte que si deux secteurs voisins different par I’échange d’une paire de
variables de la méme colonne de T, les fonctions ¢ restreintes a ces deux secteurs ont la méme
forme analytique. Soient z, et zg, deux variables d’'une méme colonne de T, voisines dans le
secteur ¢ ; 'antisymétrie implique

Lo ( Tay I3, ) = —P(af)o ( T3, To, ) . (41)

c’est-a-dire, d’apres (3.6),
AP} = —A(ap)- {P(aB)} (4.2)
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et I’on déduit des formules de passage (3.8)
AU{P} = A(aﬁ)o{P}v (43)

c’est-a-dire 'identité des fonctions ¢ dans les deux secteurs voisins.

Il est alors naturel de prendre pour oy un secteur ol toutes les variables de chaque colonne
soient voisines. De plus, le résultat (4.3) permet d’identifier les secteurs différant seulement
par I’échange de paires voisines d’une méme colonne. Le secteur initial oy est ainsi défini : les
variables de la seconde colonne y précedent celles de la premiére colonne.

Nous avons donc :

0g ¢ Tpp1 < Tppo < <y <21 < Tz < - < Ty, (4.4)

Nous appellerons aussi oy tout secteur qui se déduit de (4.4) par une permutation @ laissant
globalement invariante chaque colonne de T'. Nous écrirons Aq{P} le coefficient A,,{P} relatif
au secteur initial. D’aprés (4.2) nous avons :

Ao{PQ} =1(Q)Ao{P}, (4.5)

ou I(Q) est le signe de la permutation Q.
Il sera commode de noter le coefficient Ag{P} sous la forme

Ag{P}=(P, P, ..., P,|P(v+1), .., Py), (4.6)

ou sont mis en évidence deux groupes d’indices tous distincts séparés par une barre. Le premier
groupe et le second groupe indexent les k associés respectivement aux z de la premiere colonne
et de la seconde colonne de T, comme on le voit sur le développement (3.6) de ¢ dans le secteur
oo. D’aprés (4.5) le coeflicient (afy ... 8]Au ... p) est antisymétrique dans les indices du premier
groupe et dans les indices du second.

Nous sommes en mesure d’utiliser la condition de symétrie (2.4) :

<Z(ai)—l>cp=0,; v<a<N. (4.7)
=1
ol a est une variable distinguée de la seconde colonne. Il suffit de considérer seulement la
restriction de I’équation (4.7) du secteur oy : en effet, le premier membre de (4.7) est aussi une
solution élémentaire de I'équation de Schridinger ; d’aprés les formules de passage (3.8) elle
est nulle dans tous les secteurs, si elle I’est dans un seul.

Pour obtenir la restriction a oy de (ad)y, il nous faut obtenir celle de ¢ au secteur oy ainsi
défini

Oy | Typ1 < <KIN<KT1 < < TA < Te < Tpry1 <+ < Ty (4.8)

Si nous appelons Ax{P} les coeflicients de ¢ dans le secteur o, nous avons dans gy :

(aNp = ZAA{P}exp il kpay+ - +kpze+ -]
P

N (4.9)
= Z Ax{P(aX)}exp < 1 Z kp,x;
P j=1
La condition (2.4) s’écrit donc :
S, =Y Ax{P(ad)} — A {P} =0 (4.10)

A=1

pour tout P et tout indice a supérieur a v.
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4.2. CALCUL DES COEFFICIENTS A. — Nous sommes amenés au calcul des coefficients A){P}
relatifs au secteur o, défini au paragraphe précédent. Le calcul est effectué en appendice et la
proposition I nous donne le résultat suivant

A

Ay{P} = Ao{P}zp,p,xpP, P, --- TP, P, + Z Ao{P((Lu)}l‘p“plajpup2 o TP, Py P (4.11)
p=1 e "
ol 'on a posé
Tag =1+ 4 (4.12)
0 i (ko — kﬁ) .
ou encore dans une notation condensée
1 ike
w3 =14+ ——, —. .
Tap + popy ae = (4.13)

La connaissance des A, permet alors le calcul de la somme S, formule (4.10), et le résultat
fait 'objet de la proposition II démontrée en appendice.
Nous obtenons alors en fonction des coefficients Ag{P} relatifs au secteur initial :

SV = —A(){P}l‘p“pl:ljpap2 .. ITp, P,
+Ag {P(al)}mplpqu'plp2 . ZTpp, (4 14)
+Ap {P (02)}171321311‘}:2]33 .. Tp,P, ’
+A(){P(al/)}l‘pvp1 e Tp,P,_1 TP, P,

Appelons €,41 ensemble des v + 1 indices distincts Pa, P1, P2, ..., Pv
Définissons des quantités Y;(€) associées a 'ensemble £
Y€)= ][]z, i€E.
JEE

La condition de symétrie (4.14) prend la forme

— A{P}Yp (€} + Y Ao{P(a))}Yp, () =0 (4.15)
A=1
Si nous remarquons que les indices P,, P;, ..., P, peuvent étre un ensemble quelconque de

v + 1 indices distincts variant de 1 & N

gl/-}-l = {P, , /37 Yoo 6}7

Nous obtenons une écriture plus explicite de la condition de symétrie a4 1'aide de la nota-

tion (4.6) :
—(aBy ... 8] ... p .. )YL(E)
+(pBy ... 8] o a L)YL(E)
+(apy ... 8] ... B .)YE(E) (4.16)
+ ‘e
+afy ...pl ... 6.)Y(E) =0
L’antisymétrie des coefficients Ay dans les deux groupes d’indices et les équations homogenes
(4.16) expriment complétement que la fonction d’onde ¢ a le type de symétrie du tableau 7.
Les conditions (4.16) généralisent simplement les conditions de symétrie du tableau T' pour
les coefficients de la fonction d’onde du systéme de particules sans interaction. A la limite
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V = 0, tous les nombres Y sont égaux a 1. Rappelons la méthode constructive utilisée en ce
cas pour obtenir les solutions du systéme (4.16). Prenons l'exemple N — 2y, S =0.
Appelons ¢;'q; ¢ g5 ... ¢ g, les N nombres k : ils sont repérés par deux indices

keg, 1<i<v, o, ==*1.

Partons d’une solution élémentaire a un seul terme
v
exp < ¢ Z qij +q; Tuy;j
i=t
Symétrisons par rapport aux v lignes du tableau T, nous obtenons
v
D, exp (i) q7T+ 0 T
{O’j———il} j=1

Antisymétrisons par rapport aux z;, 1 < j < v, et par rapport aux z,4;, 1 < 7 < v, pour
obtenir la fonction d’onde de symétrie T :

Z det |exp {ig;’ z,}| x det 1exp{iq;ajzg}' (4.17)
{oj=%1}
On voit sur (4.17) que les coefficients A{P} non nuls sont du type suivant
(g7'g5® ... q0"1a7 7 g5 %% ... ¢, 7)) = I(P) H o (4.18)
Jj=1
ol P désigne la permutation

(qf @ ¢ @ g )
Ty ¢

—0o1

@ q? " q

Il en résulte que dans ce cas particulier, les sommes (4.16) sont nulles et ne comprennent
que deux termes opposés. Par exemple, prenons :

Evr1={dq3 - afar}
on obtient pour le premier membre de (4.16) :

(ofaf - afler gy @)
- (e1q5 - aflai o - q7)
~(dfag - gflad s - a)
- .. termes identiquement nuls
—(if @ latay - q))

ce qui est nul d’apres (4.18).
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5. Les conditions aux limites

5.1. NATURE ET COHERENCE DES CONDITIONS AUX LIMITES. — Les particules du systéme
étant confinées sur le segment [0, L], existe-t-il des fonctions d’onde du type (3.6) qui vérifient
les conditions aux limites suivantes :

¢ le,=0 = @|o,=1 , quel que soit j ? (5.1)

Exprimons d’abord cette condition “dans le secteur oy”. Distinguons suivant que z; appar-
tient & I'une ou 'autre colonne : si v < a < N, z, est une variable de la seconde colonne. Le
domaine

Lo < Tpp1 < <ay<r1 <22 < <71,

est dans op, d’aprés la définition (4.4) et la remarque qui la suit.

Par conséquent, ¢ |;,=o est défini dans g, tandis que @|,,—; est défini dans le secteur
que nous avons appelé o, (pour un indice o donné). La condition (5.1) nous donne la relation
suivante entre les coefficients de ¢

Ag{P} = A, {P}etrL, (5.2)

Inversement les équations (5.2) entrainent (5.1) restreint & og, et méme un peu plus, car elles
permettent “d’identifier” oy et o,. On a en effet ’égalité :

o(x1, ooy Za, - 2N) =@ (T, o0y Ta+ L, ... zTN),

dans le domaine
O<ag <y < <ay<n <<z, < L.

De méme, si x; est une variable de la premiére colonne (1 < b < v) on voit que @ |;,=o est
défini dans le secteur que nous appelons o5 (pour un indice b donné)

0 - T <ZTyp < <IN<KTp < < Tpo1 < Tpyp1 << Ty
ce qui nous donne la condition
Ao{P} = Ap{P}e*nl, (5.3)

Les conditions (5.2) et (5.3) expriment la restriction de la condition (5.1) au secteur op.

Montrons maintenant qu’elles entrainent les relations (5.1) dans tous les secteurs.

Soit 79 un secteur quelconque ol x, est a l'origine. Le secteur ou z, est envoyé en L, sans
changement des autres variables est le secteur 7, avec

T, = 1oC (54)

ol C est la permutation circulaire (12 ... N) ;
On a donc aussi
Oy = 0'()0. (55)

Or, il est clair que I'on passe du secteur oy (avec x, = 0) au secteur 7y (z, = 0) , par un produit
de transpositions successives entre voisins qui ne portent jamais sur la variable z, ; appelons
T cette suite de transpositions : elle permet aussi de passer du secteur g, au secteur 7, ol la
variable z, reste en L.



166 TRAVAUX DE M. GAUDIN

Or, d’aprés les formules de passage (3.8), les coefficients A, {P} dans le secteur 7o sont une
forme linéaire des Ap{P} dans le secteur oy

A {P} =) B(P, P")Ao{P'} (5.6)
=

ol la matrice B(P, P’) ne dépend que de la suite de transpositions 7 : par récurrence on voit
que les permutations P’ qui interviennent dans la somme (5.4) sont de la forme :

P' = P x produits de transpositions extraites de 7.

On a donc les deux conséquences suivantes :
e d’une part
A, {P} =Y B(P, P)A{P'}
Pl

puisque la suite 7 permet aussi de passer de o, & 7.
e d’autre part, pour les permutations de I'ensemble P’ on a

P, =P

puisque les transpositions de 7 laissent z, invariant.
On déduit des relations (5.2), (5.4), (5.5) et (5.6) et des remarques ci-dessus :

A {P} = A, {P}e*r.L. (5.7)

c’est-a-dire que la condition (5.1) est réalisée dans tout secteur 7 si elle I'est “dans oy”, c’est-a-
dire si elle prolonge oy dans les secteurs o, (et o) obtenus en envoyant une variable arbitraire
de la seconde colonne (ou de la premiére) d’une extrémité a I'autre du segment [0, L].

Les conditions (5.3) et (5.7) expriment donc que la fonction ¢ est L périodique dans toutes
les variables.

5.2. EXPRESSION ALGEBRIQUE DES CONDITIONS AUX LIMITES. — Connaissant la forme gé-
nérale des coefficients A,{P} donnée en appendice, proposition I, 'équation (5.2) s’écrit

(xp,p®p,P, - TP, P, — e~ *rly Ao {P}

1

+ ZAQ{P(CL[L)}CCpﬂplfL‘P“pz a:pﬂpyﬁ_—P; =

=1

0 (5.8)
Cette équation doit valoir pour toute permutation P et tout indice a, v <a < N.
Appliquons la successivement pour les permutations
P, P(al), P(a2), ... P(av).
Compte-tenu de la relation (4.5), nous avons
Ao{P(aM)(ap)} = Ao{P(ap)(An)} = —Ao{P(ap)}

et nous obtenons les v équations, 1 < A < v

1
Ao{P}rp, P - TP, PAs TP Py TP P H
P/\ - Pa
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1
%AO{P(GM)}IRLH :L‘pﬂpy:l?pupa P)\ — PH
+A0{P(a/\)} (l‘p/\p1 e TP P, - PP, — e_ikP»\L) .
Les (v + 1) équations (5.8) et (5.9), & P et o fixés, forment un systéme linéaire homogene
pour les (v + 1) coeflicients Ag{P} et Ag {P(ay)} 1 <A < v
Considérons & nouveau 'ensemble des indices

gu-}—l = {PCH Pl, PQ) very Pl/} (510)

(5.9)

et les quantités Y (Ey ;1) déja définies, section 4, égalité (4.15),

Yp, =2Zp,pTp,p, - TP,P, (5.11)
Ypl =zp pP,Tpp, .- Tpp,, €tc.

Le systéme homogene (5.8) et (5.9) s’écrit donc :

— - Yp, (€)
0 = (Yp,(£) —e % rl) Ag{P} =) Ap{P e
(Ve (6) =701 An{PY = 3 Ao Pl 5=
Ye, (€) Ypu(€) (5.12)
—_—— far L P I A
0 Pa—P,\+1AO{P}+I;\AO{ (aﬂ)}PH—PA+1
+ Ao{P(aN)} (Ypr(E) — e~ rar),
Nous avons écrit pour abréger
1 1
-— lien de¢ ———
P, — P+l au lieu de P
avec .
1
up, = vkp/\7 (5.13)

pour reprendre les notations (4.13) et celles de ’appendice C.
La matrice M{€) du systéme homogene d’ordre (v + 1) pour les inconnues

—40{P}, Ap{P(a1)}, ., Ao{P(av)}

a donc pour éléments
Ys(€)

Mog(€) = —e ol g+ — 22—
(€)= —e e

(5.14)
Elle est construite sur I’ensemble d’indices £
E’)’+1 = {Paa P17 PQ’ e PV}

On montrerait de la méme facon que les conditions (5.3) obtenues en écrivant la périodicité
de ¢ dans une variable z; de la premiere colonne conduisent au systeme homogene pour les
U + 1 coefficients inconnus

—Ag{P}, Ag{P(b, v+ 1)}, Ac{P(b, v +2)}, ..., Ag{P(bN)}
dont la matrice M (£541) est la suivante :

- Y5 (Er41)

ik L
o (Err) = —aikals, , 5.15
Mg(€+1) e ﬁ+ua—u/3+1 ( )

Cette matrice M est formée sur l’ensemble d’indices
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€s41 = {Pb, P(v+1), ..., PN}

Elle est analogue & M et s’obtient & partir de celle-ci en changeant k en —k, donc aussi u en
—uetY enY avec

;&) = [[ #5e = [[ zes- (5.16)

232 et

Cette “conjugaison” k — —k ne coincide avec la conjugaison complexe que si les k sont réels,
ce qui n'est pas supposé.

On peut conclure cette section en disant que les conditions aux limites (5.1) sont équivalentes
4 I’ensemble des équations homogenes pour les inconnues Ag{P}, formées comme nous venons
de le décrire avec les matrices M (€,41) et M (E541). Comme P est arbitraire, les ensembles
E,41 et Ex41 sont tous les ensembles possibles de (v + 1) indices et de (7 + 1) indices choisis
parmi (1, 2, ..., N). On voit que 'ensemble de ces équations est largement surabondant. Il
faut donc montrer & quelles conditions le systéme global est compatible. Dans les sections 6
et 7, nous donnons des conditions suffisantes de comptabilité de toutes les équations (5.14), et
séparément, de toutes les équations (5.15).

6. Paramétrisation des ensembles {k} par ’ensemble {q}

Nous montrons dans cette section comment les conditions de périodicité nous aménent & dé-
finir des suites discretes d’ensembles {k} = {ki, ..., kn} paramétrisées par un ensemble de 7
nombres g,, 1 < a < D.

Pour cela nous considérons séparément les systémes homogenes (5.14) et (5.15) dont les
matrices sont les M (£,41) et les M (€541), associées aux différents ensembles d’indices. L’exis-
tence d’une solution non nulle de ces systémes entraine les relations suivantes :

. : Ys (€
det IM 1\5,,4_1)] = det _e—leL(saﬁ + m =0 (61)
ug — g + 1 £t
_ . Ys (Ep
det IM (5,7+1)| = det —elkuLéaﬂ -+ _ﬂ_(_l’ji =0 (62)
Ug —Ug + 1 Eoir

Nous avons indexé le déterminant (6.1) par £,41 pour indiquer que les lignes et les colonnes
sont repérées par les indices de £,

La clé de la solution des équations (6.1) et (6.2) pour tous les ensembles £,1 et Ep41 est
donnée par la proposition IV démontrée en appendice. Etant donnés (p + 1) variables u;,
J € Epy1, €t p parametres v,, 1 < a < p, la fraction rationnelle en u et v.

Y;(€)
U; — Uyq +1

M = det —Zj(sij +

Epy1

s’annule identiquement, si les quantités z ont les valeurs

P
1 .
Zj:H(l-f‘uj_U), ]E€p+1.
a=1 @

Remarquons que certains paramétres v peuvent étre infinis : ce qui revient a les supprimer
et & définir z; par un nombre de facteurs inférieurs & p. Il suffit d’appliquer cette identité a
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I’équation (6.1), avec p = v. Considérons un choix d’indices £, particulier. S'il existe des
parametres v, en nombre inférieur ou égal a v tels que

—ik; L ll
Zj =e k] — <1+ J "

a

) ,y JE€E 4 (6.3)

a

. i .
(avec la notation u; = vkj) on obtient :

det [M (E,41)| = 0.

Supposons alors que nous nous donnions un ensemble de parameétres v, dont le nombre ne dé-
passe pas v. Il suffit de choisir les N nombres k; parmi les solutions de ’équation transcendante

-t =ikl — H (1 _ W) (6.4)

pour étre assuré de la compatibilité de toutes les équations {6.1) relatives 4 tous les ensembles
Ev+1. Ceci vient évidemment de ce qu’en chaque équation (6.1) ne figure qu’un seul k;. Les
v étant donnés arbitrairement pour instant, I’équation (6.4) posséde en général une infinité
de solutions discrétes, d’oll nous extrayons une infinité d’ensembles {k} de N nombres k;
ordonnés, distincts,

Passons maintenant aux équations analogues (6.2) : det [M (£541)| = 0. La proposition IV
s'applique de la méme fagcon au déterminant M & la différence qu’il faut changer le signe de
tous les u, donc de tous les k.

S’il existe des nombres 7, en nombre inférieur ou égal & # = N — v tels que pour tout

; 1
z; = el = <1 + ————_) 6.5
J al;[r? —-ij/V — VUq ( )

alors
det |M (Ex41)| =0.

En effet, prenons Vinverse des deux membres de 1’équation (6.4), nous obtenons :

okl — H (1 + W) (6.6)

a<v

Il suffit de choisir, d’une part 7, = 1 — v,, et d’autre part le nombre de v ne dépassant pas le
plus petit des deux entiers v et 7. Comme 7 est la longueur de la seconde colonne de T', nous

_ __ N - R .
avons 7 < v et 7 < —. Nous choisissons donc le plus grand nombre de parameétres v, possible,
soit 7 ; si les k sont solutions de la seule équation

v

~ 1
e kL=H<1+m>. (67)

a=1

Les conditions nécessairess (6.1) et (6.2) sont toutes satisfaites.
Nous allons donner & cette équation (6.7) une forme plus agréable en définissant 7 nombres
complexes ¢, tels que

+
<l s<| .

Va =

b
£

(6.8)

Tg =

N | N =
ffay
i~}
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L’équation en k devient
2
YT (k - Qa) -1
i V
efl = H 7 (6.9)
a=1 V(k—qa)—kl

Définissons les angles 6;, (mod 27), 1 < j < N, 1 < a < 7 par les égalités

2 1
v (kj — qa) = cotg —2—9ja. (6.10)

11 résulte de (6.3) et (6.9) que les nombres k; satisfont aux conditions de périodicité suivantes

Lk;j=2mn;+ Y 60, 1<j<N. (6.11)

a=1

les n; sont des nombres entiers.
Les équations (6.10) et (6.11) quantifient les nombres d’ondes et réduisent le choix des k;

: : . N ;
admissibles au choix d’une suite d’entiers n; et de 7 = 5~ S paramétres gq.

Evidemment, la méthode inductive que nous avons suivie dans cette section ne permet pas
de conclure que nous ayons toutes les solutions des conditions nécessaires. Nous étudierons
cette question aprés avoir obtenu un systéme complet de relations qui déterminent fonctions
d’ondes et niveaux d’énergie.

7. Les coefficients de la fonction d’onde dans le secteur initial

7.1. SOLUTION DU SYSTEME HOMOGENE (5.15). — Nous continuons toujours & dissocier les
deux systéemes (5.14) et (5.15) qui sont pourtant relatifs aux mémes inconnues Aq{P}. Nous
abordons dans cette section “le plus petit” des deux, c’est-a-dire le systéme (5.15) et nous
montrons, en construisant la solution, la compatibilité de toutes les équations homogeénes dont
les matrices partielles sont les M, ce qui constitue une premiére étape vers la solution globale.

Rappelons le résultat de la section 5 (proposition (5.15)). Une permutation arbitraire P et
un indice b (1 < b < v) étant choisis, les U + 1 quantités forment un vecteur £ de composantes

&
¢ 1 —A{P}, A{P(b, v+ 1)}, ..., Ao{P(bN)}

qui sont solutions du systéme homogene

Z MO'T (ED+1) & =0 (71)
TEES 11
avec
g e (c:l—,_|_1 = {Pb, P(V+1), ceey IDN}7
et

Y‘r (ED-{-I)
Uy — Ur + 1
Explicitons davantage les inconnues &, ou Ag, en nous servant de la notation introduite en
(4.6) ou les indices qui figurent dans Ao{ P} sont divisés en deux groupes : un groupe de gauche,
image par P des indices de la premiére colonne et un groupe de droite image par P des indices
de la seconde colonne du tableau T

My, (E541) = —eLs, . + (7.2)
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Posons o = P, qui appartient au premier groupe, et soient
A=Plv+1), u=Plv+2), .., p=PN
les indices du second groupe. Nous avons donc
Evy1 = {au ... p} (7.3)

Les coefficients inconnus s’écrivent :

fo = —Ao{P} = (. @ . fAL ... p)
& = Ag{P, v+ 1)} =(.A.Jay..p)
€. = A{P(b, v+2)} =(..p..|Aa..p) (7.4)
& = Ao{P(b, N)}  =(wp.fAut.a)

La solution du systéme linéaire (7.1) relatif & ’ensemble £;41 est donnée par la proposi-
tion ITI, formule (C.5) de I’appendice. Le déterminant det|M| est nul d’apres le choix des k qui
fait I’objet de la section 6. En général le rang du systéme est effectivement o, et 'on a pour
tout indice w € £41 la proportion suivante

Yy (F7)

w =B(& det |ehilg,, 4 ———¥7
£ (€o41) det |76, o=+ 1|,

(7.5)

ol B (£541) est un coefficient de proportionnalité qui ne dépend que de I'ensemble €541, et ot
Pensemble de 7 indices F;’ est ainsi défini :

Ty =Eop1 — {w}.

Nous avéns donc :
Fe={\u..p}, Fo={ap..p}, etc (7.6)

le déterminant qui définit £, est construit sur ’ensemble d’indices Fy. On reconnait dans
Pensemble F¥ les indices qui constituent le second groupe dans 1’écriture (7.4) du coefficient

£w

Appelons ¢(F) la valeur du déterminant construit sur F qui intervient dans (7.5).

Yo(F)

F) =det |—e*il§;
o(F) M+uj—u1+lf

(7.7)

Ce coefficient ¢(F) dépend symétriquement des indices de F, puisque permuter deux indices,
c’est permuter simultanément lignes et colonnes correspondantes dans le déterminant (7.5).
Rapprochant (7.4) et (7.5) nous pouvons écrire les v égalités suivantes

(oo ] ...p) == Blag..p) cAp..p)
(o Xap o p) = BaMy ... p) clap ... p)
(iop . Jra .. p) = BlaAp ... p) c(Aa ... p) (7.8)
(p A a) = Blady ... p) (Mg ... @)

Or, ces égalités doivent étre vérifiées pour tous les choix possibles d’indices puisque la per-
mutation P et I'indice b qui définissent £;41 sont arbitraires. Nous allons en déduire que les
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coefficients B sont tous égaux & une méme constante que multiplie le signe de la permutation
P. Ceci résulte des deux remarques suivantes :

a) il résulte de (7.8) que B est antisymétrique dans I’ensemble de ses indices, puisque c est
complétement symétrique et les coefficients (...|...) antisymétriques dans chacun des groupes.

b) il résulte de la premiere égalité (7.8) et de I’antisymétrie du premier membre dans les
indices du premier groupe que B{aA ... p) est invariant au signe prés si I’on substitue & a
n’importe quel indice 8 distincts des autres. On peut donc de proche substituer dans B tout
indice & un autre en changeant au plus le signe. On vérifie aisément que la solution du systéme
(7.8) est la suivante, compte tenu du signe

(aBy ... 6| Au ... p) = BI(P)c(Au ... p) (7.9)

ou P est la permutation

a B v .. A I e P
1 2 3 .. v+1 v+2 .. N
et ol B est une constante.

On peut encore écrire la relation (7.9) sous la forme
Ao{P} = BI(P)c(P(v+1), P(v+2), .., Pn), (7.10)

sur laquelle on vérifie immédiatement la proposition (7.5).

La conclusion de ce paragraphe est la compatibilité compléte des équations de périodicité
(5.15) qui résultent des conditions (5.3). Ces conditions expriment l'invariance de la fonction
d’onde lorsque une particule du premier groupe subit une translation +L & travers les particules
du second groupe. Rappelons que la relation (5.2) n’exprime que “la moitié” de la condition
de périodicité.

7.2. FORME DEVELOPPEE DES COEFFICIENTS Ag{P}. — D’apres le résultat (7.10) du para-
graphe précédent, nous avons
Ao{P} = BI(P)c(F), (7.11)
avec
F={P(v+1), P(v+2), .., Pn},
et

Y;(F)

c(F) = det |—e*ils, ——
( ) ]Z+Uj—’ule+1f-

(7.12)
Or, on a obtenu, formule (G.3) en appendice, un développement de ce déterminant lorsque
les nombres k; vérifient les conditions (6.5) ou (6.7) : celles-ci expriment que les systémes
homogenes partiels avec lesquels on a construit les coefficients ¢(F) ont justement une solution
non triviale.

Dans les notations de ’appendice G, pour le choix d’indices F = {123 ... 7}, nous avons le
développement suivant de c(F) :

C(]'-) = C(k‘lkz k,;) =

Z 1 1 1
7 U1 +UR) V2 + UR2 Up +UpR

1 1 (7.13)
m (-1 et ).
Vg + URj 1<j<i<o UR; — URe

1<j<a<lp
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Exprimant les u et les v en fonction des k et des ¢ (définition (6.8))

) 1
_7/k‘j 'lja— -

_5 Ga

<|s.

. 17
. N AT
et choisissant le coefficient B égal a (7) , hous obtenons dans une notation indicielle un peu

rapide, mais suggestive :

o(F)=clafy ... 6) =
Z 1 1 1
WV A7 iV

R kre — @1 —. > krpg —q2 — > krs —qo — > (7.14)

iV
kRoz — ga + = iV

v (1 " s — k )

o<a kRa = qa = = a<s RS~ MRa

La somme (7.14) porte sur les permutations R d’ordre 7, et les produits portent sur tous les
indices, a variant de 1 & 7 et «, 3, ... parcourant la suite d’indices F = {afy ... §}.

11 est important de remarquer que la fonction d’onde s’annule identiquement dans le secteur
op si deux nombres k sont égaux. En effet, d'une part, le coefficient ¢(F) donné par (7.14) a une
limite lorsque deux k tendent I'un vers l’autre ; d’autre part, on vérifie que dans la somme (3.6)
qui définit ¢ les termes se compensent deux & deux (si k; = kg, Ag{P} = —Ao{(12)P}, d’apres
(7.14)). Nous ferons donc 'hypothese que pour V # 0, la fonction d’onde est nécessairement
construite & partir d’un ensemble de N nombres k distincts. Cependant & la limite V =0, il
se pourra que des nombres k soient égaux par paires.

7.3. REMARQUE SUR LA METHODE. — On peut se demander pourquoi nous avons choisi de
déterminer les coefficients Ag & partir des matrices M (5.15) plutot que des matrices M (5.14),
d’autant plus qu’il existe un lien étroit entre les conditions aux limites (5.12) et les conditions
de symétrie (4.16) encore inexploitées qui font intervenir les mémes combinaisons d’inconnues.
En effet, la premiere condition de périodicité (5.2) qui donne lieu aux équations (5.12), de
matrice M (5.14), est associée a la translation d’une particule de la premiére colonne. De méme,
I’expression de la condition de symétrie (2.4) est associée & la permutation d’une variable de
la premiere colonne avec celles de la seconde.

Cependant la méthode adoptée se justifie ainsi : si nous avions choisi le systéme des matrices
M, par une application analogue de la proposition III, nous aurions construit les coefficients
A comme des déterminants d’ordre v du type

Yy (%)

det _—
Uy — Uj + 1 7,

—e il + (7.15)

Mais d’apres le choix des {k}, solutions de 1'équation (6.7),

. v 1
—hal = 1 7.16
e II ( o _) (7.16)

a=1

le nombre de facteurs du second membre est # = N —v. D’apres la proposition IV montrée en
appendice, le déterminant (7.15), compte-tenu des relations (7.16) est identiquement nul en u
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et v, si  est inférieur & v. Donc, a 'exception du cas ¥ = v, c’est-a-dire du cas de spin total
S = 0, la solution (7.15) disparait.

Le cas du spin 0 est particulier puisqu’il établit une symétrie entre le rdle des deux colonnes
du tableau T'. Aussi allons nous donc le traiter maintenant. D’apres une remarque antérieure, il
sera aisé d’exprimer simultanément les conditions de symétrie et “la moitié” des conditions aux
limites. On en déduira un ensemble de relations entre les k et les ¢, qui par chance seront aussi
suffisantes pour les déterminer, amenant ainsi & la solution du probleme pour le cas S = 0.
Continuant & procéder par induction, nous généraliserons simplement au spin quelconque les
formules obtenues dans le cas de spin 0, et démontrerons enfin complétement par un calcul
direct, la compatibilité de ’ensemble des équations aux limites (5.14) et (5.15) et les conditions
de symétrie (4.16) pour toutes les valeurs du spin.

8. Le cas du spin S =0

D’aprés la remarque finale de la section précédente, le cas du spin 0 nous permet d’exploiter dés
maintenant les conditions de symétrie (4.16) conjointement avec les conditions de périodicité
(5.12).
Une permutation P étant donnée, ainsi qu’un indice a de la seconde colonne v < a < N, les
coeflicients
§Pa == "AO{P}a €P1 = AO{P(G’I)}? ey £PV = Ao{P(GJ/)},

sont solutions du systéme homogeéne (5.12)

Z M (Ev41) € =0, jE& 1. (8.1)
LEE, 41
€,.1 = {Pa, P1, P2, ..., Pv}. (8.2)

Avec cette notation, la condition de symétrie (4.16) s’écrit :

Z Yi(€op1)&e =0 (8.3)

LEE, 11

la compatibilité des (v + 2) équations (8.1) et (8.3) relatives & un ensemble £,4; s’exprime en
annulant un certain déterminant bordé d’ordre v + 2.
La proposition (E.6) de I’appendice nous dit que cette condition est équivalente &

oM (€, .
Z 2 OM (Evs1) =0, z =e il (8.4)
. 82,’]'
Jegu-{-l
avec Y, (Esnr)
M(E,41) =det |—2;8;p + —I-FL
Errr) ¢ “ J£+uj-—u5+1 Evt1

Si 'on définit la fonction d’une variable ¢, obtenue en remplacant dans M les quantités z; par
Cz;
m(C) =M (€V+1)|zj—*CZ]’ y 3 €& 41, (8-5)

il est curieux que les conditions aux limites (5.12) et les conditions de symétrie (8.4) donnent
lieu aux relations

m(Q)¢=1 =0, (8.6)



MODELE A 1D POUR UN SYSTEME DE FERMIONS EN INTERACTION 175

azm(()‘czl =0, (8.7)

relativement & chaque ensemble d’indices &, 4.
La proposition VI, formule (E.1) nous dit que la condition (8.7) est équivalente & Vexistence
d’une solution non triviale pour le systéme aux (v + 1) indéterminées w,, 1l <a < v, et w:

v

Z(Ui-va)(uj—va—l—l) —w=0. (8.8)

a=1

C’est ici que se réalise un découplage entre les différents u; tout & fait semblable & celui qui
a été obtenu par les équations (6.3) ou (6.7) pour exprimer la compatibilité des systémes

det IM (E,,+1)| =0.
c’est-a-dire, d’apres {8.5)
m(¢) =0 si (=1 (pour chaque &,4+1)

Les équations (8.8), elles, sont équivalentes &

Enfin, par la proposition VIII, I’élimination des indéterminées w, et w de (8.8) nous donne
les conditions

v

N
Vg — Uy +1 -
” II -————avec iciv =v. (8.9)
o '—’Ua+1 b=1 ba e — Vb — 1

Nous écrivons celles-ci en terme des nombres d’onde k et des parameétres g sous la forme

N k. — +K

J o 2 qb _qa+ZV (8 10)
II——V II — — .
j=1 k] — o — % ) da ZV

b#a

ol 'indice a prend toute valeur de 1 & .

En conclusion, pour le systéme de spin 0, nous avons obtenu autant d’équations que de
parametres inconnus : N équations telles que (6.9) pour chaque k;, et 7 équations (8.10), pour
les N nombres d’onde k et les 7 parametres ¢, avec la condition particuliere & cette section
N=2v,v=r.

L'intérét de cette section a été de nous fournir les relations (8.10), grice & la solution par-
ticuliere du spin O et de nous permettre ainsi d’aborder maintenant le cas général de spin
quelconque, en reprenant la suite de la section 7.

9. Le cas général de spin S
Dans la section 7, nous avons établi que les coefficients Ag{P} s’écrivent sous la forme

Ao{P} = I(P)e(F) (9.1)
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avec
F={P(w+1), P(v+2), .., Px} (9.2)

et _

Yi(F)

F)=det |—eFilg, + ————
co(F)=de e 34+W_uj+1f

(9.3)
Si les nombres k sont solutions de ’équation (6.9) dépendant d’un ensemble de 7 parametres
g, il résulte alors de la section 7 que toute équation du systéme (5.15) est vérifiée. La “seconde
moitié” des conditions aux limites est donc ainsi remplie.

Il reste & établir le résultat suivant pour affirmer que les coefficients (9.1) déterminent une
fonction d’onde solution du probléme posé :

Si les nombres k et ¢ sont liés par les relations (8.10) avec N = v + 7, ¥ < v alors chaque
équation de périodicité (5.12) et chaque équation de symétrie (4.16) est vérifiée. Ceci achévera
de démontrer la compatibiité globale des systémes M (5.12), M (5.15) et du systéme (4.16).

Ecrivons & nouveau les équations a vérifier, pour toute permutation P et tout indice a de la
seconde colonne :

Equation (5.12) aux limites :

" a Ve, (Evs1)
Yio (Ep1) — e~ ral) A{P} = § Ag{P(ap)} ottt :
(Ypa (Evi1) —e ) Ao{P} ;?:_:1 of (a#)}Pu—Pa+1 0 (9-4)
Equation (4.16) de symétrie :
Ypa (Ev41) Ac{P} = Y You (Evs1) Ao{Pap)} =0 (9.5)
p=1
avec
Evi1 ={Pa, P1, P2, ..., Pv}.
Dans la notation (4.6), nous aurons
Ao{P} ={(.. X ..|afy .06 (9.6)
= I(P)c(afy ... §) ’
avec
A=P,, a=Plv+1), 3=Pv+2), .., 6§=PN
on appellera i, o, ..., plesindices P, Py, ..., P,.
L’équation aux limites (9.4) s’écrit :
clafy ... 6) (Yo (Eut1) — 24)
Y, Y,
+e(ABy . §)— 22—+ (uBy ... ) ———E——
Uy — Uy + 1 Uy —Ug + 1
s Y, . (9.7)
et I’équation de symétrie (9.5)
c(aBy .. Yo +c(ABy ... O)YVa+ - +c(pBy ... 0)Y, =0 (9.8)

avec toujours la référence implicite des Y & I'ensemble :

Evp1 ={Apo ... p}.
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On remarque dans ces deux équations (9.7) et (9.8) que les coefficients ¢ sont sommés sur
leur premier indice, le groupe des autres 3, 7y, ..., 6 restant fixe. Nous avons donc besoin de
connaitre la dépendance de ce coefficient ¢ par rapport & 'un de ses indices et c’est ’'objet de
la proposition IX, qui nous donne la décomposition en éléments simples par rapport a u, :

clafy ... 6) = Z Fa (9.9)

ua+va

Commencons par vérifier la relation (9.7). Pour cela nous calculons la somme :

Y,
S= Y M8y .. 6)———, (9.10)
Ve Uy —Ug +1
qui doit étre égale a
zoclafy ... 6).
Or, chaque pole " contribue & la somme (9.10) de la fagon suivante :
(24 Uﬂ-
1 Y€ 1 1
> _*( )+1E — I (1— _). (9.11)
AEEL 41 Ux Vg U U Ug + Vg AEEL 11 Uy + 7,
L’expression (9.10) vaut donc :
v
R 1
S= — 1- . 9.12
’U,a+’l_)a—1 H ( u/\"f)a> ( )

a=1 AEEL 11

Reportons dans (9.12) Pexpression de R, donnée par la proposition IX, on obtient pour la
somme &

S= Z Ug + Tq — 1 ﬁ( u]+va> II (1—@bi@a)6(57--- 6) |5, =0 (9.13)

a=1 b#a

C’est & ce point qu’intervient '’hypothése de la section 8 : formule (8.9). Celle-ci peut s’écrire
sous la forme

N ( 1 z 1 ? 1

II{1- _)H(l—_ _):H(l—i—_ _) (9.14)

=1 u; + Uq b1 Vp — Va b1 Vb = Va
b#a

ol on a tenu compte des égalités v, + ¥, = 1. On en déduit pour la somme S, apres avoir

porté (9.14) dans (9.13)

v

S =

L1 (1 - _1_U> (B o 8) ls oo (9.15)

u
a=1

Or, d’aprés la proposition X démontrée en appendice J, on reconnait dans cette derniére somme
la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

zaC(afBy ... 8)
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considérée comme fonction de u,. Ce qui démontre les égalités (9.7) et (9.4).
Pour démontrer la condition de symétrie (9.8), le calcul est analogue : on considére la somme

S'= > c(MBy .. OV (Evpr) (9.16)

AEEL 11

R
Chaque péle ——=— contribue & la somme S’ de la fagon suivante :

a Va
1 1
Z m}/)\(é‘) =1- H <1 — m) . (917)

A€E AeE

On en déduit par un calcul identique au précédent, compte-tenu de ’hypothése (8.9)

8" = uac(aBy . Oy —oo — > [ (1 t5 i@) c(By .. 6) |5, oo - (9.18)

a=1 b=1
b#a

D’apres le corollaire de la proposition X, appendice J, cette somme est nulle. La condition de
symétrie est donc remplie.

10. Caractére complet de la solution

10.1. QUESTIONS PRELIMINAIRES. — Nous venons d’exposer dans les sections précédentes la
méthode de solution purement algébrique par laquelle nous avons obtenu un systéme d’équa-
tions pour la détermination d’états discrets du systéme de fermions considéré. Une fois écrites
les conditions de périodicité et de symétrie de la fonction d’onde, nous avons suivi une méthode
inductive qui ne permet pas de conclure que nous avons la solution complete, c’est-a-dire un
systeme d’équations dont les solutions déterminent tous les niveaux. Nous allons maintenant
étudier ce systéme et montrer qu’il est suffisant pour donner la suite compléte des états, en
suivant ceux-ci par continuité lorsque 'intensité V' de l'interaction varie d’une valeur finie &
la valeur 0. Nous suivrons ainsi I’ensemble des nombres d’onde {k} et les coefficients de la
fonction d’onde, tout au moins dans le secteur initial ou elle est donnée explicitement.

Ecrivons donc & nouveau les systemes d’équations (6.9) et (8.10) pour les N nombres k; et
les v = %N — S parametres auxiliaires g,.

Dkl_qa'ki
el = [[ ——2& 1<j<N (10.1)
iV
azlkj—qa_“é‘
Nk._a+l_‘i v .
ZLZ%/: % 1<a<wp. (10.2)
jzlkj—‘qa—? b=1 db Ga

b#a
La premiére conséquence & noter est la quantification de 'impulsion totale K, qui est une

constante du mouvement d’apres ’invariance par translation de I’'Hamiltonien et des conditions
de périodicité. On trouverait aisément, par examen de la fonction d’onde,

N
K=>k
Jj=1
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A Taide de (10.1) et (10.2) on obtient :

eiKL — 1’
C’est-a-dire N
K= % n entier (10.3)

Nous abordons maintenant ’étude du systéme (10.1) (10.2), et de la fonction d’onde dont
les coefficients sont donnés section 7.2, grace aux formules (7.12) et (7.14).

La premiére question est celle-ci : toute solution des équations (10.1) (10.2) détermine-t-elle
un état du systéme de fermion ?

La réponse est contenue dans les sections précédentes. La méthode utilisée pour obtenir
les équations (10.1) et (10.2) et la fonction d’onde (7.14), est purement algébrique. Elle est
basée sur un certain nombre d’identités entre fonctions rationnelles. Dans les démonstrations
cependant, nous avons di faire les hypotheses implicites du genre “les pbles sont tous simples”,
impliquant par exemple que les k, ou les g, solent distincts. il est évident que les identités
subsistent & la limite ol deux poles se confondent pourvu que 'on puisse définir par continuité
'identité limite. C’est par exemple le cas pour le coefficient (7.14), identique au déterminant
(7.12), qui garde un sens lorsque deux nombres k sont égaux.

Une solution du systéme (10.1)-(10.2) conviendra donc, pourvu que la fonction d’onde, con-
venablement normalisée, soit définie. Cependant, nous ne connaissons celle-ci que dans un seul
secteur, mais comme les k sont tous distincts, les formules de passage (3.8) nous montrent que
la fonction d’onde est définie dans tout le domaine, si elle I’est dans og. Les solutions conve-
nables du systeme (10.1) et (10.2) sont donc celles pour lesquelles la fonction d’onde est définie
dans oyg.

La deuxiéme question est celle-ci : les solutions convenables du systéme (10.1)-(106.2) nous
donnent-elles toutes les solutions du probleme ?

La réponse est positive s’il existe une correspondance biunivoque entre les états du systeme
en interaction et ceux du systéme sans interaction. Cette correspondance est fournie par la
continuité des états et du spectre en fonction de V. A la limite V' = 0, nous devrons obtenir un
ensemble de fonctions d’onde spatiales de particules indépendantes formant une base compléte
et possédant le type de symétrie du tableau T'.

Pour simplifier I’étude de ces questions, nous allons dissocier conditions de symétrie et con-
ditions de périodicité et oublier provisoirement ces dernieres. D’ailleurs ces conditions sont
indépendantes ; cependant ce sont les conditions de périodicité qui, en discrétisant la suite des
états, ont du méme coup séparé les états appartenant & des tableaux différents, permettant
ainsi la solution des équations de symétrie. Nous pouvons maintenant reconnaitre que, si les co-
efficients de la fonction d’onde dans o sont donnés par (7.11) et (7.14), la relation (10.2) suffit
pour que les conditions de symétrie (4.15) ou (4.16) soient remplies : ceci a la suite du calcul
direct effectué section 9, formules (9.16) et suivantes. C’est pourquoi il est justifié d’appeler les
relations (10.1) équations aux limites et les relations (10.2), équations de symétrie.

Si ’on oublie les équations aux limites, les parameétres k qui déterminent une solution élémen-
taire sont arbitraires. Les relations (10.2) servent & déterminer en fonction des & les paramétres
g, c'est-a-dire permettent de construire une solution élémentaire de 1’équation de Schrédinger.
Cette solution élémentaire est une fonction d’onde dans le cas ol sont imposées les conditions
aux limites adéquates : conditions de périodicités (10.1) ou bien encore états asymptotiques de
diffusion : dans ce dernier cas, il suffit de choisir tous les nombres k réels.

10.2. DEGENERESCENCE. — Nous calculons d’abord la dimension du sous-espace des fonctions
d’ondes de symétrie T relatives & un ensemble {k} donné, abstraction faite des conditions aux
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limites.
Montrons d’abord que cette dimension g est donnée par
1
g=CcY-cY, v= SN-8 (10.4)

comme pour le systéme sans interaction.

Nous savons en effet que la fonction d’onde est déterminée par sa valeur dans un seul secteur
oo : dans ce secteur nous avons a priori G} coefficients Ag{P} ; d’aprés la condition d’antisy-
métrie dans chaque colonne que traduit la relation (4.5) et 'écriture (4.6). Entre ces coefficients
existent autant de relations de symétrie (4.17) qu’il y a d’ensembles £,11. Ces relations dépen-
dent continiiment de V et sont donc indépendantes puisqu’elles le sont a la limite V' = 0. Le
nombre de “solutions linéairement indépendantes” des équations de symétrie est donc

C’l],V — C,ﬁl =g.

Nous vérifierons en effet que le nombre de solutions données par les relations (10.2) est
précisément g.

Le fait que les k soient tous distincts d’aprés la remarque finale du paragraphe (7.2) simplifie
le comptage. Nous savons & priori qu’a la limite V = 0, les k peuvent devenir égaux par paires.
Examinons alors le cas ol nous aurions a la limite r paires distinctes : ces paires symétriques
d’espace sont nécessairement associées & des états singulets de spin : elles ne contribuent donc
pas au comptage et le nombre de solutions est égal & la valeur de g pour N — 2r particules

gr = CP = O (10.5)

o—r—1 "

c’est ce qu’il nous faudra vérifier.

10.3. LIMITE DE LA FONCTION D’ONDE LORSQUE V TEND VERS ZERO. — Nous nous plagons
d’abord dans 'hypothése restrictive suivante :

Hypothese H : les quantités k7 = lim k; sont toutes distinctes.

Cette restriction est réalisée, soit que nous choisissions les nombres k indépendants et dis-
tincts en oubliant les conditions aux limites, soit que nous nous limitions provisoirement a la
classe d’états sans “paires” — au sens du paragraphe 10.2 — tout en conservant les conditions
de périodicité. On écrira k* et ¢* les valeurs limites (pour V — 0) des quantités k et q.

k} = éig}o ki, q = ‘l/ilnm Q-

On voit sur la forme explicite de la fonction d’onde (7.14) dans le vecteur initial o, que le
coefficient ¢(F) n’a de limite pour V = 0, que si les ¢* sont tous distincts des k*, dans ’hypo-
thése H ol ceux-ci sont distincts. Par 13 méme, le comportement normal des relations (10.1)
est assuré a la limite V = 0 et 'on obtient

el =1.
Il existe donc des entiers n; tels que
27
*
k]- = f’ﬂj
Revenons aux coefficients ¢{F) qui ont pour limite d’apres (7.14)

1 1

-q; re — 05

1
c(afy ... 6)lv=o = . —— (10.6)
% kha — 41 Krp
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ou encore
+ +
‘l/imo ¢(F) = permanent g jeF={apy.. 0}, 1<a<p. (10.7)
— 5 —d,

f

On aurait pu aussi obtenir la limite de ¢(F) sous forme de déterminant d’aprés (9.3). Ceci
donne lieu & une curieuse identité entre un permanent et un déterminant, démontrée directe-
ment appendice K.

10.4. LIMITE DES EQUATIONS DE SYMETRIE (10.2). — Pour étudier la limite du systéme
(10.2), nous lui substituons la condition équivalente ci-dessous.

Soient Q(z) le polynoéme de degré N dont les racines sont les k;, et P(z) le polynéme de
degré v dont les racines sont les g, :

=1 (10.8)

le systéme (10.2) est équivalent aux ¥ relations :

5) _ Plg—iV) _
2 = —
Q@+ Y) " Plaviv) =057 (109)

Si le coefficient de la fonction d’onde donné par (7.14) est défini, on a @ (qa + %) # 0.

Les équations (10.9) sont en général équivalentes aux suivantes

v v
Q (qa— %) P(g. +iV)+Q (qa—l—Z—Z—) P(g,—1V) =0,
ou encore a la proposition :
le polynéme
'V 'V
Q (z—i—%) Plz—iV)+Q (z— %) P(z +iV)

est divisible par P(z).

Résoudre les équations (10.2) revient donc & déterminer deux polyndmes, P de degré v et R
de degré N, tels que l'on ait :

Q <z + %) P(z—iV)+Q (z - Z—QV-) P(z+iV) = R(2)P(2). (10.10)

La forme limite pour V = 0 de la condition de symétrie (10.2) ou (10.10) est la suivante :
Il existe un polynéme R; de degré (N — 2) tel que ’équation différentielle du second ordre

QP —Q'P —RiP=0 (10.11)

N.

N =

ait une solution polynomiale de degré donné 7 <
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Nous supposerons qu’il y a une correspondance biunivoque entre les solutions de (10.11) et
celles de (10.10) due & la continuité en V. Le probléme se pose maintenant de rechercher, puis
de dénombrer les solutions convenables de (10.11) dans ’hypothese H.

Premiére remarque
Si ¢* est racine de P, sans l'étre de @, elle est simple. En effet, si elle était multiple, on
aurait

P(q")=0, P'(¢")=0,
d’olt I'on déduirait d’apres (10.11) et 'hypotheése Q(g*) # 0
P (") =0, P"(¢*) =0, etc.
et par conséquent P serait identiquement nul, ce qui n’est pas (d°P = 7).

Deuxiéme remarque
Dans ’hypothese H, si ¢* est racine commune de P et (), elle est double pour P. En effet,
il existe deux polynomes Q; et P, et un entier positif s tels que

Q(z) =(z-¢")Q1 Qi(¢") #0 d'aprées H
B =0 P Big) o (10.12)

la relation (10.11) s’écrit alors :
(z =) Qi+ (2= ¢") P [(2s + 1)Q1 — (2 — ¢")Q}]

+5(s=2)(z—¢) 'PLQ1 =R (z - ¢*)° P (10.13)

ol Ry désigne un polynéme de degré N — 1.

Si 'exposant s était différent de 2 on déduirait de (10.13) ot P; (¢*) =0, ou Q1 (¢*) =0, ce
qui est contraire a ’hypothése (10.12). Donc s = 2.

Les seules racines multiples d'un polynéme P solution de (10.11) sont donc des racines
doubles, qui sont aussi des racines simples de Q. Il en résulte que les solutions convenables de
(10.11) dans ’hypothése H sont les polyndémes P dont toutes les racines soient simples ; sinon
la fonction d’onde limite dont les coefficients sont donnés par l’expression (10.6) ne serait pas
définie, puisque certains ¢* seralent égaux & certains k* d’apres la seconde remarque. Dans ces
conditions le systéme limite auquel se réduit le systéme (10.2) pour V = 0 peut s’écrire ainsi :

Yoo 1
D e (10.14)
kj —q

puisque les nombres ¢ sont distincts entre eux et distincts des k*. Les relations limites (10.14)
ne font que traduire l'identité (10.11) lorsque les polynémes P et Q ont toutes leurs racines
simples.

Le dénombrement des solutions “convenables” de (10.11) c’est-a-dire des solutions {q} des
équations (10.14) est fait en appendice M proposition XIII en nous basant sur un résultat di
a Heine [16].

On trouve CY — CY | solutions distinctes, ce qui est exactement la dimension g du sous-
espace des fonctions d’onde associées & un ensemble {k}, dimension obtenue formule (10.4)
lorsque les k sont distincts.
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Une fonction d’onde limite correspondant au tableau de symétrie T' et & une solution {q}
admet donc le développement

e1, (g @122 . 2y) = Y _I(P)ery (P(v+1),P(v+2), .., Py) expi(kp,z1 + -+ kpyzy)
P

(10.15)
avec

cigy (P(v+1), P(v+2), ..., Py) = perm

*_
kp, |,
v+1<j3<N,, 1<a<p.

On a montré par un calcul direct effectué en appendice L que les coefficients ci-dessus satisfai-
saient aux conditions de symétrie.

10.5. INDEPENDANCE LINEAIRE. — Il resterait & montrer I'indépendance linéaire des fonctions
d’onde pry,} associées a tous les systémes de nombres quantiques {g} distincts. Nous ne I’avons
pas fait en général, mais elle résulterait de la conjecture suivante que nous avons vérifiée dans
les cas ¥ = 1, 2, proposition XIV : les coefficients c(q}(aBy ...0) sont orthogonaux en ce sens :

Z cigy(apy ... S)erpy(aBy .. 6) =0

a<BLy<
avec
{a} #{d'}. (10.16)
L’indépendance linéaire en résulte
Une relation du type :
> Aoy =0 (10.17)
{q}
entraine d’apres (10.15) et 'hypothese H
ZA{q}C{q}(aﬁ 5) =0 (10.18)

{a}
pour tout ensemble F = {afv ... §} de & indices distincts. On déduit de (10.16) et (10.18)

Aigy =0 pour tout {¢},
puisque c%q} est positif.

10.6. L’ADJONCTION DES CONDITIONS AUX LIMITES. — La conclusion de cette section est que
le systéme d’équation (10.2) est complet, c’est-a-dire qu’il nous permet de construire toutes
les solutions élémentaires de ’équation de Schrodinger qui sont en correspondance avec les
solutions limites du cas sans interaction et qui, elles sont complétes. Nous allons voir que
ladjonction des équations aux limites (10.1), c’est-d-dire des conditions de périodicité, ne
modifie pas cette conclusion. Les &* limites sont alors de la forme :

_ 27 m;

ki = 7
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Si les n; sont tous distincts, il n’y a pas de difficulté. Par contre, si deux entiers n; sont égaux,
l’argument & développer est le suivant.

2
Le nombre d’onde limite k* = % est alors racine double du polynéme @ introduit au
paragraphe 10.4 ; dans ce cas, il existe des solutions P de I’équation (10.11) telles que k* soit

aussi racine de P : un des parametres
q* est donc égal au nombre d’onde k* de la paire. En effet, posons :

Q) =(=Fk)" Qi(z) d°Q=N-2
P(i) =(z—-k") Pll(z) d°Pr=v-1 (10.19)

on obtient pour la condition (10.11) :
Q1P — Q}P est divisible par P;. (10.20)

On est donc exactement ramené au probléme analogue & (10.11) pour (N — 2) particules, le
spin restant inchangé :

N — N-=-2,

v o — v-1.
la paire k* est supprimée et il reste 7 — 1 parametres g*.

De méme, s’il existe r paires de nombres k* limites il existe des polynémes P solution
de (10.11) qui ont pour racines les racines doubles de . Aprés élimination de ces racines
communes, on est ramené au probléme (10.11) pour (N — 2r) nombres k* distincts et (7 —r)
nombres ¢* distincts. On obtient alors les équations analogues 4(10.14) :

X iq* -y (10.21)

¥ gk
(paires exclues) 7 a b#a % ~a

qui résulte au fond de (10.14) par confluence de r nombres g* avec r paires de k*. Le dénom-
brement des solutions de (10.21) nous donne alors :

N-—-2r N-2r _
G -G =g

solutions distinctes (par la méme méthode que pour (10.14)). Ce nombre est identique & la
dégénérescence correspondante pour le systéme sans interaction donnée formule (10.5).

Nous montrerons seulement & la fin de la section 11 quelle est la forme limite des coeffi-
cients de la fonction d’onde dans le cas de ’existence de paires. Les résultats sont donnés
par les expressions (11.8). Ces résultats nous permettent de conclure cette section en disant
que P'ensemble des fonctions d’onde limites ¢y,1(,} forme une base compléte de I'espace de
représention des états du systéme de fermions en interaction évanescente. Lorsque 'intensité
de celle-ci augmente, on peut suivre par continuité chaque état en fonction de V & partir d’une
fonction ¢(n}(e}- Les nombres quantiques repérant chaque état sont par définition ceux de
Pétat limite. Ce seront donc :

a) Les N nombres entiers n;, pouvant étre égaux par paires.

b) Pour un choix de n;, les g, systémes de nombres ¢ ; chaque systéme {g} étant solution
des équations (10.21) ol les “paires” n’interviennent pas.
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QUELQUES PROPRIETES DE L’ETAT FONDAMENTAL

11. Etude des équations couplées

Le but de cette section est de présenter le systeme des relations (10.1) et (10.2) sous une forme
plus maniable pour le traitement ultérieur et mieux adaptée a I’étude des propriétés extensives
du systeme de fermions. Il s’agit ici d’écrire les relations (10.1)-(10.2) sous forme “réelle”, d’y
mettre en évidence les nombres quantiques de chaque état, et d’indiquer sommairement leur
classification. Un principe variationnel permettra, grace & une analogie statique, la description
des nombres quantiques de certaines classes d’états.

11.1. NOUVELLE FORME DES EQUATIONS COUPLEES. — Transformons les équations (10.2)
qui imposent le type de symétrie, en nous plagant dans I’hypothése H (déja formulée 10.3) o
les k sont distincts. Utilisons les angles 8;, introduits section 6 par la définition (6.10) :

2 1
V (kj - qa) = COtg '2"9ja~

Définissons les angles auxiliaires 1, par les relations :

1 1
7 (e = @) = cotg Sba, (11.1)

1%
wab = —wba (112)

les angles 8 et ¥ sont jusqu’ici définis modulo 27.
Les équations (10.2) sont alors équivalentes aux suivantes :

N v
Zaja - Z¢ba = multiple de 27 (11.3)

7=1 b=1

Nous allons maintenant choisir une détermination des angles 8 et ¢ en utilisant les nombres
quantiques limites {¢*}. Dans I'hypothése H, lorsque V tend vers zéro, les ¢ tendent vers des
valeurs limites distinctes des k* et, on ’a vu, distinctes entre elles, valeurs limites qui sont
les racines des équations (10.14) et sont par définition les nombres quantiques {g*}. Dans ces
conditions, les définitions (6.10) et (11.1) montrent que les 8 et les ¥ tendent vers des multiples
de 27.

Nous choisissons alors la détermination continue des angles 8 et v, telle que leur limite soit
précisément zéro lorsque V tend vers zéro.

Pour V petit, nous avons donc les équivalences :

v
i X ——— et Yoy X _ 11.4)
k- - (
Pour toute valeur de V|, le systéme (10.2) s'écrit, d’apres (11.3)
N 7
> 0ja=> =0 1<a<w. (11.5)
j=1 b=1

Ce systeme (11.5) a pour limite le systéme (10.14), les déterminations continues des angles
étant définies par les équivalences (11.4) au voisinage de V' = 0.

Il résulte du principe de continuité que, dans tout le domaine de variation de la constante
de couplage, on a :
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° |0ja‘ <27
e Signe 0;, = Signe V x signe (k} —q;).

En effet, lorsque V' augmente & partir de 0, k; peut croiser un certain nombre de g¢,, c’est-a-
dire les 8, correspondants passent continiment par la valeur + (si ki —q; > 0). Le nombre k
ne peut devenir infini puisqu’il est borné d’apres la derniére équation (11.6), la détermination
continue d’un 6;, ne peut donc dépasser 2m. Un tel angle garde donc le méme signe, lorsque
V varie en gardant un signe donné.

Nous ferons de plus I’hypothése que les nombres ¢* ne se croisent jamais entre eux, ce qui
entralne :

wab = —wbaa |¢ab| < .

Le systéme des équations de périodicité (10.1) s’écrit sous la forme déja donnée en (6.11),
mais maitenant, la détermination des angles § est précisée, de telle sorte que les entiers n; qui
figurent dans Pexpression (6.11) définissent directement les nombres d’onde limites (V' — 0).

Récapitulons ci-dessous les équations couplées qui déterminent les ensembles de nombres k
par 'intermédiaire des angles 6 et 1 et des nombres q :

Equations couplées

4 2 1
v (kJ —q.) = cotg §6ja
1 1
v (g» — qa) = cotg Ewba

N 4
<§:%a— VYba =0, 1<a<v (11.6)

1=1 b=1
Lkj=2m;+Y 60,  1<j<N.

. a=1

Les nombres quantiques n; sont les nombres d’onde limites définissant un état du systéme
sans interaction.

Pour un ensemble donné d’entiers mn; distincts, les états sont repérés par les systémes de
nombre {¢*} déja définis et qui figurent seulement implicitement dans (11.6) grace aux équi-
valences (11.4), ou V est voisin de zéro :

T L S
voo V 2mn;
L (11.7)
lim Yab = 1
voo V @ = a4

On a vu section 10 que les nombres ¢* étaient solutions des équations (10.14) :

1 2
2 T (1L8)

* ok
j qb qa

L’impulsion totale d’un état de nombres quantiques {n;} est alors donnée par 1’expression

27 o
K= f;nj
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et I'énergie par la somme

N
E=Y k2 (11.9)
Jj=1
11.2. CAS oU IL EXISTE DES PAIRES. — Le systéme (11.6) et les relations qui le précisent

(11.7) et (11.8) ont été établies dans I’hypothése H ou tous les nombres n; sont distincts,
puisque les valeurs limites des k; sont justement les nombres d’onde (27n;/L). II nous faut
maintenant étudier le cas on les valeurs limites de deux nombres &k puissent étre égales, puisqu’a
la limite d’une interaction nulle deux fermions peuvent occuper le méme état d’'impulsion dans
un état singulet de spin.

Nous supposons que les nombres (27n;/L) sont encore les valeurs limites des k; en fai-
sant ’hypothése que les angles 6 tendent encore vers zéro avec V. Dans ces conditions, nous
allons justifier la confluence d’un nombre g avec une paire k, (que nous avions observée au
paragraphe 10.6 sur les équations limites 10.11) en montrant I'existence de la fonction d’onde
limite dans le cas ol nous avons une seule “paire’.

Par hypothese nous avons :

. . 2mn
lim k; =1lim ky = Ll’

et il existe un g,, par exemple ¢; tel que

Nous obtenons alors d’apres les équations (11.6)

e = O(V) pour tout a, b
0ie =0(V) saufpour j=1,2eta=1
011 + 021 = O(V) (11.11)

Lk =2mn,+61 + O(V)
Lky =2mn; +65 +0(V)

Reportant ces valeurs de k; et ky dans les premieres équations (11.6) pour y =1, 2eta =1,

(11.10)

(11.12)

on obtient : 5 /9 0 )
m
= o q + 2y o) = cotg =611
Vv L L 2
(11.13)
22 L8 o)) = cotg 16
% I q1 L = g B 21
or puisque

I 271'711
1111 - =
V0 T q1 s

811 et B3 ne peuvent étre de lordre de V d’aprés (11.13) ; supposons-les de l'ordre de V<,
0<a<l.
On a donc d’apres (11.11)
011 o HVQ, 921 ox —8vV*e

s’écrivent & ’ordre le plus bas

21, 0 .\ 2. &
<L "‘“+LV> =gV

27TTL1 0 o . 2 —a

Les deux équations (11.13

~—

< <l
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c'est-a-dire

27T'Il1
F= ; .14
ql L i (11 )
ce qui détermine o et 8 : et a=1 6= VL, dou
011 0. VLV, 921 = —vLV. (1115)

Ceci nous donne la disposition des nombres d’ondes de la paire au voisinage de V' = 0, a
I’ordre le plus bas :

R
Vo V<o T
2 /L T
Lomm e m e > . L
o v e &
ﬁ' {7_—"’ k“ Plan complexe &

14 vV
k=g +4/7+0V), k=q-/7+0{) (11.16)

Nous vérifierons section 13 que ces résultats restent les mémes lorsqu’il existe un nombre
quelconque de paires (évidemment distinctes) entre elles.

Tl reste maintenant & montrer qu’il existe une fonction d’onde limite en trouvant le coefficient
convenable devant Pexpression (7.14) du coefficient de la fonction d’onde. On voit aisément qu’il
faut un facteur v/V par paire devant P’expression du coefficient (7.14). Dans ces conditions,
appelons ki, k' la paire relative & ¢y, etc... il suffit d’étudier la limite de la fonction d’onde sur
I’expression

1
k’j —4a
jeF, 1<a<vy (11.17)

c(F) = (\/V)T perm

obtenue en ayant déja négligé toutes les quantités O(V'). On obtient alors :
. ‘lfimo c(F) = 0, si ’ensemble F contient deux indices relatifs & une méme paire.

o ‘1/1_1310 ¢(F) = perm

si I'ensemble F ne contient aucun indice  (11.18)

kK —az |

de paires.

Le permanent ci-dessus est formé sur les k* et les ¢* non associés, c’est-a-dire d’indices tels
que

2r<j<N e r<a<ri.

Le tableau suivant des k et des ¢ montre comment ils sont associés :

ky ki || kg kY KK kappr o kN
qi q2 qr gr+1 - 9o
A lalimite V =0,0n a :
. ! . " . 271—711 .
lim &k, = lim k; = hmqi:——L—, 1<i<r.
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Dans les coefficients de la fonction d’onde limite ne figurent donc pas les paires. Le dénom-
brement effectué au paragraphe 10.6 est donc justifié et on obtient exactement le nombre
de solutions limites voulu ; autant qu’il existe de solutions du systéeme d’équations (10.21),
c’est-a-dire :

9r = Cév——;% - Cév——g—rr

11.3. PRINCIPE VARIATIONNEL ET ANALOGIE STATIQUE. — Le systéme d’équations (11.6)
étant établi, nous montrons ici comment il résulte d’un principe variationnel. Considérons les
N nombres k et les 7 nombres ¢ comme des variables complexes indépendantes, les 6 et les
1 étant fonctions de celles-ci par les équations des deux premiéres lignes de (11.6) avec les
déterminations continues précédemment définies. Il est aisé de vérifier que les équations (11.5)
sont équivalentes aux suivantes :

ow

B0, =0, 1<a<p, (11.19)

ol la fonction W des variables & et ¢ est donnée par ’expression :

1% 1
== L og [ty - a0+ V2] + - 008

7 a
+ 3"V log (a0~ )" + V2] + (00 — @) Yus. (11.20)

Dans ces conditions les N équations restantes du systéme (11.6) s’écrivent :

Lk; = 21n; — QVK, 1<j<N. (11.21)
Ok;
On en déduit que la quantité
Z—W+1LZ LA (11.22)
- 27~ 7 L :

est stationnaire pour les variations des & et des q autour des solutions du systéme (11.6).

Nous pouvons interpréter la quantité Z comme le potentiel des forces d’'un systéme de N + 7
points en statique & deux dimensions. Dans le plan complexe correspondant, considérons N
points k, d’affixes k1, ..., ky et ¥ points ¢ d’affixes q1, ..., ¢5.

D’une part, chaque point k; est lié harmoniquement au centre fixe de ’axe réel de coordonnée
k¥ = (27n;/L) (Il faut noter que le potentiel est complexe : si k; — k; est réel, il y a attraction,
si k; — kj est imaginaire pur, il y a répulsion).

D’autre part, deux points g, et g, sont soumis mutuellement & une force dépendant du
potentiel

Wige— )V

et deux points k; et g, sont soumis au potentiel mutuel
= 1%
-W <k] —Ga 5) i

avec la définition 3 z
W(z; V)=V log (2% +V?) + 2z Arcotg 7 (11.23)
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(—9[ = 2 Arcotg z

or V v’

les solutions du systéme (11.6) correspondent donc aux configurations d’équilibre stable ou
instable des N + 7 points du plan soumis aux forces décrites ci-dessus. On peut noter que le
potentiel W(:v ; V) a Pinterprétation suivante en électrostatique a deux dimensions : c’est le
potentiel complexe créé en un point d’affixe z par un segment uniformément chargé de charge
totale +-2V, dont les extrémités ont pour affixes £iV.

Si donc nous avons & faire & un systéme de fermions répulsif V > 0, les points g s’attirent
entre eux et repoussent les points k. Dans le cas contraire V' < 0, les points ¢ se repoussent
entre eux mais sont attirés par les points k, ces derniers étant toujours attirés ou repoussés
harmoniquement par les centres fixes de I’axe réel. A la limite V' = 0, la situation se simplifie :
il faut prendre comme potentiel des forces la quantité Z/V et passer & la limite. Les points
k; coincident alors avec les points fixes k; et portent des charges +% : il s’agit de trouver
les configurations d’équilibre des ¥ points ¢* de charge —1 : c’est I'analogie électrostatique du
systeme d’équations limites (10.14) ou (11.8). Cette analogie a été utilisée par Stieljes [17] pour
caractériser et dénombrer les solutions polynomiales d’équations de type (10.11) c’est-a-dire
pour résoudre le probléme de Heine [16] (voir appendice M) dans le cas particulier ot toutes
les charges sont de méme signe, ce qui n’est pas notre cas.

D’aprés la discussion de la section 10, toutes les configurations d’éguilibre de notre systeme
de points ne sont pas admissibles : les charges ¢ ne doivent pas se confondre et si deux charges
k sont confondues en une paire de charge totale —1 I'un des ¢ doit se confondre avec cette paire
a la limite V = 0.

Si 'on oublie les conditions de périodicité, on peut se donner l'ensemble des k arbitraire-
ment pourvu qu’ils soient tous réels de facon que la solution élémentaire construite sur cet
ensemble soit bien une fonction d’onde. Il s’agit alors de chercher les configurations de po-

tentiel stationnaire pour ¥ charges +1 d’affixe ¢, attirées par les N charges —% d’abscisses

On obtient aisément une classe particuliere de telles configurations en cherchant les points
de potentiel maximum lorsque les ¢ sont tous réels. Pour cela numérotons les k* selon les
abscisses croissantes k{ < k3 < --- < k} et considérons les domaines D ol un seul ¢* est entre
deux k* voisins, et oll deux ¢* sont séparés au moins par deux k*.

D 1k <qy <kji1, ki <q <kjyq, o JH1<E, L ete

Montrons que dans le domaine D le potentiel admet un point stationnaire ol il est maximum.
Le potentiel est une fonction continue et réelle des variables ¢* dans l'intérieur de D. Sur la
frontiére de D, des points ¢* coincident avec des points k* mais sans que deux points ¢g* puissent
se confondre sur le méme k*. Il s’ensuit que le potentiel vaut —oo sur la frontiére D. Il atteint
donc sa borne supérieure dans D ou il est stationnaire puisque dérivable.

Nous n’avons pas réussi & utiliser ce principe variationnel pour démonter que les nombres
quantiques de ’état fondamental sont toujours ceux de 1’état fondamental du systéme sans
interaction.

12. Nature du gaz attractif

Dans le cas attractif, on s’attend & 'existence de paires de fermions liés au sein du gaz unidi-
mensionnel, puisque le potentiel § donne lieu & un état 1ié dans 1’état singulet. S’il en est ainsi,
la fonction d’onde décroit exponentiellement avec la distance des deux particules de la paire,
pourvu que cette distance reste bien inférieure & la longueur de périodicité. Il existe alors des
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solutions du systeme (10.1)-(10.2) telles que certains nombres k aient une partie imaginaire
non nulle. Etant donné le caracteére “réel” du systéme — évident sous la forme (11.6) — les k
complexes interviennent par paires conjuguées. Nous nous placons des le début & la limite du
grand volume de fagon & négliger les queues exponentielles de la fonction d’onde aux limites
de ce volume.

12.1. LES EQUATIONS COUPLEES A LA LIMITE DU GRAND VOLUME. — Supposons donc que,
pour un certain indice 7 nous ayons une solution de (10.1) telle que :

Imkj>0

Alors le premier membre de I’équation (10.1) d’indice j est de I'ordre de exp {—L Im k;},
quantité extrémement petite & la limite du grand volume, et il existe un indice a tel que

1V
kj:qa—z—z——i—O(exp—LIm k). (12.1)
Ceci nous permet d’écrire & ’approximation exponentielle
'V Vv
lcj:qa—l7 Im g, > % (12.2)

De méme, s’il existait un k; avec Zm k; < 0, on en déduirait un indice b tel que
iV \%
kz:%+7 Zme<_5

Examinons alors 'équation (10.2) relative & l'indice a. Le numérateur du premier membre
s’annule et sous réserve qu’aucune différence g, —q,, ne soit égale & 1V, le dénominateur s’annule.
Il existe donc un indice tel que

ke =qo — - (12.3)

A un méme ¢, sont donc associés deux nombres k que nous noterons désormais par k, et k;

(au lieu de k; et k¢) tels que

ka ={qq — 2‘2‘:
2 (12.4)
ka = Go T+ 7

avec les inégalités
V<Img,<-V

et avec les restrictions déja énoncées : toutes conditions qui sont remplies si les g sont tous
réels, ce que nous supposerons dans un but de simplicité en nous restreignant & la classe de

telles solutions. S’il existe r “paires complexes” relatives aux nombres ¢, ¢s, ..., ¢, on obtient
aisément la forme des 7 — r équations (10.2) pour les nombres ¢ restant :
iV
N . A R
H k] qa+ 2 _ qb_qa+ZV (12 5)
ZV - _ . .
j=2r+1 kj — qq — 3 bor J0 7 da W

oll sont éliminées les quantités relatives aux paires complexes. En terme des angles 6 et ¢, on
obtient :

> 6ia=) tha, r<a<p. (12.6)

i>2r b>r
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Nous allons maintenant étudier les équations restantes sous la forme (11.6).
Des premiéres équations (11.6) et de (12.3) on déduit, pour 1 <a <7

v_Y cot 19
Qo =@ — 5 = 5 COW8 Flab

0_ab = 061)7

ou encore v
e Wab =7 — !
Ga — Qb
d’ott 'on obtient, d’aprés la définition des 9 :
1
Re 0oy = 5¥ap = Re fap, b#a. (12.7)

Pour a = b, a < r, on obtient simplement & ’approximation exponentielle
Im 0,, = —Im 0z, = ordre du volume, (12.8)

la partie réelle de 6,, étant encore indéterminée.
Examinons ensuite les équations de périodicité. Pour j > 2r, elles demeurent inchangées.
Par contre, elles nous donnent pour la paire relative & ¢, :

Ng = Ng
Lg, = 27n, + Z Re B4 (12.9)
b
—LK—ZIm() (12.10)
2 - - ab .

les équations (12.10) précisent (12.8) de la fagon suivante :
1
Im 6, §L|V|, pour L grand.

Si nous rassemblons les équations utiles nous obtenons :

2 1 .
v (kj — qa) = cotg 59]-&, Jj>2r (12.11)
L ( ) = cot 11[; (12.12)
V qa, Qb - g 2 ab .
D b= Wb, T<a<D
j>2r b>r
> Oja+2Re b= Yo, 1<a<r. (12.13)

J>2r b>r



MODELE A 1D POUR UN SYSTEME DE FERMIONS EN INTERACTION 193

L’élimination des quantités Re 8, grace aux relations (12.7), et Re 6,,, grace a (12.13),
nous donne enfin le systéme complet

Zeja=2¢ba, r<a<p

i>2r b>r

Lk; = 27n; + ;eﬂ,, j>2r (12.14)

1 1
an:27rna+521/)ab—520ja, CLST.

b<r j>2r

\

Nous avons (N — 2r) + r + (7 — r) équations pour N — 2r quantités k et 7 quantités q.
Lorsque le nombre de paires complexes est maximum, c’est-a-dire pour 7 = 7, la derniére
équation (12.14) disparait.
Dans le cas du spin 0, les angles 6 ne figurent plus et ’on obtient :
1 1 _
v (¢a — @») = cotg 51/),11, 1<a, b< .

1 v
Lgo = 2mnq + 5 ;wab (12.15)

Les entiers n, sont tous distincts.
L’impulsion totale s’écrit :
4

et ’énergie :
N N
iV 1% 2 | %&
E = Ea <qa——2—> + (qa+7) =2 Ea qa—NT. (1216)

12.2. LA FONCTION D’ONDE. — Il nous faudrait vérifier qu’il existe bien une fonction d’onde
correspondant & chaque ensemble de k et de ¢, solution du systéme (12.13)-(12.14) relatif au
cas infini attractif. Nous allons montrer ’existence de celle-ci pour le cas particulier du spin 0
et du nombre maximum de paires conjuguées. Pour cela nous construisons la fonction d’onde
comme limite de la fonction d’onde générale dont les coefficients dans le secteur o¢ sont donnés
par Dexpression (7.14).

Dans ce secteur nous avons les inégalités :

o0 i<z, 1<ji<y, v<i<N (12.17)

La fonction d’onde est la somme suivante :

9= clhaks .. ks) I(aB ... A .. p)
(7]

x exp {i (kaTyt1 + kgZpqo + -+ kszn) +i(kazy + -+ ko2 )} (12.18)

F = {ap ... §} est un ensemble quelconque de 7 indices distincts ; les indices A, ..., p forment
I’ensemble complémentaire de F. I est le signe de la permutation des indices.

D’apres notre hypothese, nous avons N = 2v et tous les k sont complexes. Pour que la
fonction ¢ reste bornée lorsqu’une variable augmente indéfiniment en respectant les inégalités
(12.17), il est nécessaire que l'on ait les conditions suivantes pour chaque ensemble d’indices :
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e ou bien
C(kak'g... k§) =0

e ou bien

c(kokg ... ks) # Oet Imky <0, Imkg<0, . .Imky >0, Imk, >0, .. (12.19
B B w

L’ensemble des k indexés par F est donc identique a 'ensemble des k, tels que :

Aux permutations pres des ¥ indices, il ne doit donc exister qu’un seul coefficient non nul :
C(klkg k‘,;)

Dans le secteur og et a la limite du volume infini, la fonction d’onde doit donc se réduire au
produit de deux déterminants : dans 'un ce sont les variables de la seconde colonne qui sont
associés aux nombres d’onde g, + % dans ’autre celles de la premiére colonne sont associées
aux nombres d’onde g, - % ; d’ou la fonction d’onde dans o¢ & la limite du volume infini :

v N
. . 14
¢ oo = det |exp {igaz;}|;c, det |exp {igaze}l,s, X exp 5 Zx]- - Z Tg (12.20)
j=1 e=v1

11 reste & montrer comment obtenir la fonction d’onde (12.10) & la limite L = oo & partir de
Pexpression (7.14) ou (7.12) pour le coeflicient ¢(F).

Il suffit de choisir une normalisation convenable pour passer a la limite du grand volume.
Nous remarquons en effet que le coefficient ¢ (k,, ... ks) donné par (7.14) augmente indéfiniment
lorsque 'un des k tend vers une des quantités q + % : C’est justement ce qui arrive dans le cas
attractif d’apres les égalités limites (12.1) et (12.4). On le voit aussi directement sur la forme
(7.12) du coefficient. Nous redéfinissons les coefficients de la fonction d’onde en multipliant
leur expression déterminantale {7.12) par un méme facteur ; nous choisissons comme nouveaux
coeflicients les quantités

e(kakg k:,g) = C(/{Ia k(s) exp —1t (kl + -4 k;)L, (12.21)

avec

(&4 Papproximation exponentielle).
On voit tout de suite d’aprés (7.12) que le seul coefficient e (k4 ... ks) qui soit non nul est le
suivant (aux permutations prés des 7 nombre k)

La fonction d’onde de spin 0 ou les états d’impulsion sont tous occupés par paires a donc la
forme (12.20). La limite V = 0 nous donne clairement la seule fonction de symétrie convenable
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lorsque les états individuels de nombre d’onde n;, na, ..., ny sont occupés par paires. En se
basant sur le principe de continuité en fonction de V, on peut donc penser que la fonction
d’onde de ’état fondamental dans le cas attractif est du type (12.20) pour la solution du
systéme (12.15) qui minimise E. ‘

Nous voudrions pouvoir interpréter cette classe d’états comme ceux d’un gaz de paires de
fermions liés. Cependant nous ne connaissons la fonction d’onde de ces états que dans le seul
secteur g, ol il n’est pas possible d’envoyer une paire symétrique & l'infini. Il est curieux, a
ce propos, de constater que la fonction d’onde nous soit explicitement donnée seulement dans
le secteur représentant la configuration de particules la plus improbable de toutes, puisqu’elle
correspond A la séparation compléte des fermions de chaque espéce (ou des deux spins). Il est
cependant possible de montrer I'existence des paires liées au sein du systéme en les “séparant”
une & une de celui-ci. Il suffit pour cela de connaitre la fonction d’onde dans les secteurs olt
une paire symétrique d’espace peut s’éloigner de toutes les autres : c’est-a-dire justement dans
le type de secteur que nous avons appelé o,

G‘° : l 1 l fal T2 Ty
" :x,,,L Xy I I 1
aT, | l ]
1 T 1 Xyu
—
paire

Dans o, une variable de la premiére colonne, par exemple x,41, et une variable quelconque
de la seconde colonne peuvent augmenter indéfiniment. Or nous connaissons les coefficients de
la fonction d’onde dans o, d’aprés la formule (5.2) :

A {P} = Ag{P} e *rF avecici,a = (v + 1).
Les coefficients e, (kg ... ks) définis dans o, sont donc donnés d’apres (12.21) par
ey (ke .. ks) =e Hele(ky . ks). (12.23)

On voit aisément d’aprés (7.12) que, & la limite L infini, les seuls coeflicients non nuls dans o,
sont :
€y, (klk‘z k;), €, (k‘lk‘gkg k;), etc.

(et ceux obtenus par permutations)
On trouve par exemple :

ev (Fiky .. ks) =Yg, (F) = H (1 t o )

ky — ke
a=2 ! (12.24)
_ H q1 — 4a
a#l q1 — 4o — 1%
La fonction d’onde dans o, admet donc le développement
oo, = Zeu (]_Clkg k,;) x etF1Tus |zy42, oy TN Ky o ky (12.25)
1

v
k1T, |, .
X g eI Ly, L T, Tugl, oo $u|,;2 Ry
p=1
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14

. V
Z ey (k1 ... ks) exp {zq1 (Zp + xogr) + 3 (Ty41 — 5’3#)}
1

u=1
< oW 2)

Py (.’1,‘]_{E2 o T 1Tpgl o Ty Tyg2 oo TN).

Chaque terme de cette somme correspond & une paire de particules de coordonnées z,, et
Z,41, associée A I'un des pseudo-moments ¢, ... Le terme relatif & ¢1 est le produit de la
fonction d’onde de ’état lié a deux particules de moment total 2¢;, par la fonction d’onde
totale & (N — 2) particules (¥ ~2) définis par les moments ky,ks, ..., k,, k,. Il est alors
évident (12.25) d’apreés les propriétés asymptotiques de (¥ ~2) dans le secteur op a (N — 2)
particules, que si la paire z,, 7,41, s'éloigne indéfiniment avec I'impulsion 2¢;, la fonction
d’onde totale admet la factorisation asymptotique

(N— 2)

ev (ki ...) goflf) (TpTuy1) Oy 20, (B1 o Tu1Zpy1 o TN). (12.26)

Nous appuyant sur le résultat précédent qui concerne simplement la séparation d’une seule
paire, nous interpréterons cependant la classe d’états dont les fonctions d’onde sont du type
(12.20) dans le secteur oy, comme les états d’un systéme de fermions liés par paires, ou le
potentiel ¢ attractif & une dimension associée dans un état lié unique deux fermions d’espece
différente. Les nombres ¢ qui déterminent fonction d’onde et niveaux d’énergie sont donnés par
les équations (12.15), ce qui nous ameéne & la remarque suivante :

Les niveaux d’énergie du gaz de paires de fermions constituent une classe particuliere de
niveaux d’un gaz linéaire attractif de bosons.

En effet, les équations (12.15) et (12.16) s’écrivent :

1
2qa - 2qb =2V COtg §¢aba

12.27
20.L =27 Mg+ Y Ya (12:27)

1

E=; > (200)* - 17%2 (12.28)

a

On reconnait ci-dessus les équations pour les pseudo-impulsions 2g, du systéme de bosons en
interaction sur une droite, déja considéré par Lieb et Liniger [8] dans le cas répulsif seulement ;
le cas des bosons attractifs dans une boite est en effet sans intérét faute de propriétés extensives.
Nous voyons cependant comment le systeme d’équations correspondant au cas attractif admet
une interprétation nouvelle quand il détermine les niveaux du systéme de fermions liés par
paires. Nous étudierons un tel systéme dans la section 14 dans le cas du spin total 0, cas ol les
équations (12.15) sont plus simples que les équations (12.13) et (12.14) relatives & une valeur
quelconque du spin. De ce fait, il s’agira de ’état fondamental du systéme attractif.

13. Voisinage de V =0 a volume fini

Nous nous proposons de calculer & partir des équations couplées le développement limité au
second ordre dans la constante de couplage de ’énergie d’un état de nombre quantiques {n}
{q}, afin d’en comparer les termes a ceux que fournit la méthode de perturbation usuelle. Le
calcul a été fait dans les seuls cas particuliers extrémes ou

1) les entiers n sont tous appariés

2) les entiers n sont tous distincts.

Les cas intermédiaires participent des deux cas extrémes et conduisent a des complications
sans intérét.
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13.1. LES ENTIERS n SONT TOUS APPARIES. — Il s’agit donc d’un état de spin 0 avec N = 2v
Tl est naturel de simplifier I'écriture en associant k,, k,, au méme indice a qui est celui du nombre

quantique limite n, de la paire. Le systéme (11.6) s’écrit alors

2 1
= (ks —ga) = cotg Sbsa,
v 2 13.1
5 1, (13.1)
(0 —a)) = cotg 6k,
L (g = g0) = cotg 29 (13.2)
v UL da) = g 2 ba .
S Oha +0he =D tra (13.3)
b b
Lk, =2mn,+ Zeba
N (13.4)
Lk, =2mn,+ Y 64,
1l est commode de considérer les quantités
(18.5)

1
kE =5 kK,
1
ky = 5 (ko — ki), etc.
On vérifie alors que les diverses quantités admettent les développements limités suivants ou

le parametre de développement est en réalité LV

|

|

T
|

k: T L 27
0 (v?) (13.6)

2 1%
an—nc 27r3znb—nC

© =7 2m
v\Y2 pi/zys/2 d 1 2 .
o S W /2
) Z( 5+ 3 +O(V )

|
|
"
|

ky = (f 82 ny — Nc)
o (LV)3/2 (< 1 72
o~ G (T ) v ()
S (13.7)
- 5/2
b =G o T (v*2) b#a
! oi—a = 3 Z —n 0 (VS)
Lv 1
‘ 91.): _ E{nb 0 (13.8)
(LV)2 ! 1 _ 1 3
§ IRCE ; (np = na) (ns = 1e) (Ra = 1) (np — "a)S} Fov)
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Ly 1
Yoo = T (13.9)
_ LUVR S 1 2 '
2 (27)8 ZC: (ny —na) (s —nc) (e —1e)  (ny — ny)? +0(V?)

On en déduit le développement de 1’énergie par particule & volume fini au troisiéme ordre
prés pour la classe des états totalement appariés :

FE Ey 1 1_4 3
— = — 4+ - e 4 oW .
NTw 2pV SVt (V®) (13.10)
avec 3 5
2
EO = Z < an> 9
b=1 (1311)
_ N
p L M

On notera qu’au troisieme ordre prés le déplacement en énergie par rapport a I’état non per-
turbé est indépendant des nombres quantiques de celui-ci. Le développement (13.10) coincide
avec le développement perturbatif de I’énergie du fondamental de spin 0 tout au moins & la
limite du volume infini.

En effet la correction du second ordre est donnée par la formule classique :

4VE ~8(p1+p2—ps—pa)

E® = —— 3 2 D) 2
L2 Pl +DP3 — P53 — Py

: (13.12)

. 2mn . .
ou la somme sur les nombres d’ondes p = I est restreinte au domaine :

[pil > 20 |p2l > po, Ip3l < po, |pal < o,

2
olt I'on a défini le moment de Fermi pg par p = 2P
o

. s . 1 .
A la limite L — oo, la somme (13.12) devient une intégrale qui a la valeur ~EV2. En fait
la somme (13.12) devrait avoir cette valeur quelque soit L. Nous 'avons vérifié aprés un calcul
pénible de la série multiple (13.12) dans le cas particulier py = —LE puis nous avons trouvé enfin

une preuve générale.

13.2. LES ENTIERS n SONT TOUS DISTINCTS. — Développons les quantités k, g, et 1 relatives
a un état de nombre quantiques {n}, {¢*}.
D’apres 'étude effectuée section 11 nous pouvons écrire :

1%
B0 = +V?0,,+ 0 (V?) (13.13)
Ky —a;
2V
Vpo = ——— + V24, + O (V3) (13.14)
qb - QG,
. Ve 3
kj =k +Vx]«+TZ@ja+0(V ) (13.15)

Qo =q; + Ve + 0 (V?). (13.16)
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Les coeflicients inconnus 0, ¥, x, u sont déterminés par les relations (11.6) ; on obtient ainsi,
outre les relations connues entre k* et ¢*

X =3 Z k* — (13.17)
a 7 X;
o = “_* i (13.18)
(kj - QZ)
Uy, = —2-2 " Fe (13.19)
(@ —a2)

Enfin, le systéme homogene pour les coeflicients p déduit de la relation (11.5) :

Z X T Ha ﬂa z Ho — Ma (13.20)

Pour résoudre ce systéme nous le rapprochons du systéme de définition des nombres g*

1 1
=2 . 13.21
kY —qx ; 9% — 4 ( )

Nous y substituons aux k; des variables \; dépendant d'un paramétre ¢, avec A;(t = 0) = k}.
Ce systéme en ) et ¢* nous définit 7 fonctions ¢’ (A) des

variables A. Dérivons les deux membres de (13.21) par rapport & t, pour ¢t = 0 . Nous
obtenons :

dA; an de dq:,
FTRA T Q@ V)
> — =2y 4 d (13.22)
= (k- q) v (4 —aa)
Si donc nous considérons le systeme différentiel compatible suivant :
dr;, 1 1
Tl Zl: Sw—rey (13.23)
avec les conditions initiales O
J
2700) = v .
7 (0 = (13.24)
Nous aurons en comparant (13.22) & (13.20)
dg
—e(0) = o, 2
3 0 =n (13.25)

puisque la solution du probléme de Cauchy (13.23) (13.24) est unique, si 'on choisit naturel-
lement la branche convenable de chaque fonction ¢%{)\) telle que }iII(l) oA\ =gq,.

Nous obtenons alors pour l'énergie le développement suivant :

2
E=Y"k?+2VY kix; +V? EZ,\j@jaJer? +0 (V¥) (13.26)
J J ja J

ou encore
E=E" +EW 4+ E® + 0 (V?), (13.27)
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avec

2 ) 2
E(O) =Z< 7;77/]) ,

J

2V k: 2V
E(l) = — J = —U 1
L = ki-a T 7w+h,

a

ou on a utilisé les relations (10.14) ou (11.8).
On peut encore écrire E() sous la forme

Y N(N +2) — 48(S + 1)] (13.28)

BV =
2L[

L’expression pour E(?) s'écrit :

d 1
(2) — /2 E: A Z 2
BT =V 2. )\jdt (’\j >t—0+ 'Xj ’
ja = J

— 4
c’est-a-dire, compte tenu des relations (13.23) et (13.24),

E® =-v23"y2 (13.29)
J

On notera que 'expression (13.28) de E(!) découle d’un résultat classique [22] pour I’énergie
au premier ordre d’un systéme de fermions de spin 1/2 dont l'interaction est indépendante du
spin. Dans notre cas, on a

Intensité de nombre de paires

1) _
B 'interaction ~ symétriques d’espace’

En l'absence de “paires” au sens défini dans cette étude, on retrouve le résultat (13.28). S’il

. . . ) . 2rv o
existe r “paires”, on obtient un terme supplémentaire -7 on retrouve ainsi le terme du

1
premier ordre de la formule (13.10) dans le cas S =0 et r = §N.

Quant a la correction du second ordre, on peut 'interpréter en reprenant ’analogie électro-
statique de la section 11. La quantité x; définie par I'expression (13.17) est proportionnelle au
champ électrique créé par les charges ¢* au point &} ; et E®) représente la valeur quadratique
moyenne des forces électriques agissant sur les centres fixes k3;

14. Energie de I’état fondamental de spin donné : cas attractif

14.1. LES NOMBRES QUANTIQUES. — Quels sont les nombres quantiques {n} et {¢} du niveau
d’énergie le plus bas ayant un spin et une impulsion totale donnée ? Quel est le spin et ’énergie
de l'état fondamental ?

Pour répondre & ces questions, il faudrait savoir utiliser ’analogie statique décrite section 11,
c’est-a-dire déterminer la configuration d’équilibre du systéme des points k et ¢ pour laquelle

la somme
N
=38
j=1
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serait minimum, considérée comme fonction des divers nombres quantiques. Mais cette analogie
statique est complexe et semble difficile & utiliser. La complexité vient de I’existence des forces
4 deux corps répulsives et attractives auxquelles sont soumis les points & et g ; elle vient aussi
du fait que ces forces sont discontinues (comme les forces entre une charge et un feuillet chargé
a la traversée de celui-ci).

Nous ferons ’hypothése que 1’état de base, de spin S donné, est & chercher parmi les états
d’appariement maximal, c’est-d-dire les états ol existent le nombre maximum de “paires”
compatible avec la valeur S. D’aprés les conclusions de la section 11 et leur application au
cas attractif (paragraphe 12.1) le nombre r de paires est alors exactement égal & 0. Cette
hypothése est évidemment vérifiée pour le systéme de fermions sans interaction ou ’on réalise
1’état d’énergie minimum en remplissant les états individuels par paires de singulets jusqu’au
niveau de Fermi.

Moyennant cette hypothése notre analogie statique se simplifie 1égérement et conduit & un
systéme de points en interaction purement attractive. En effet les équations couplées du systéme
apparié sont les équations (12.14) avec r = 7. Elles dérivent du principe variationnel suivant :

672 =0

avec

z 21, \ 2 1 2mn; \ 2
Z:EL(qa— L“) +Z§L(kj— LJ)

j>2v

=Y Wit —aV) - Y W(’fj—qa, %) (14.1)

a<b a, I>20

L’énergie est donnée par la somme :

E=)Y k2+22qa—y— (14.2)

1>20

Cependant, il faut achever de définir Pexpression du potentiel des forces (14.1) en précisant
la détermination des angles qui figurent dans les fonctions W. Pour le potentiel entre points g,
nous avons

W(ga—a, V)=V log [(Qa —q)’ + Vz] + (¢a — @) Yab (14.3)

avec
—7 < P < T, signe Pg, = — signe (g, — @),

d’aprés 'hypothese de non-croisement des points g.

Quant au potentiel entre k; et g,, il est défini de fagon analogue a (14.3) en fonction de la
détermination continue de l'angle 6,,, qui doit garder toujours le méme signe lorsque V' varie
sur [—o0,0] d’aprés le paragraphe (11.1). Il suffit pour connaitre celui-ci d’étudier le voisinage
de V = 0. Nous aurons donc

signe 8,, = —signe (n; —ng)

c’est-a-dire

;. = 2 Arctg 2(k; — 4a) -7 €(n; —ng)
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Les équations couplées (12.14) s’écrivent alors sous la forme :

k. —
Lk; =m {an - Z € (n; — nb)} + 22 Arctg 2 lelqb
b b
2(k; — ga)

1 1
Lqg, =m 2na+§;€(nj—na) +§Zb:d;ab—; Arctg——m——-

(14.4)

Ces équations dérivent alors d'un principe d’extrémum analogue & (14.1) oll, cette fois-ci, les
forces entre les points k, g, et les centres fixes — dont les coordonnées sont entre parenthéses
dans Dexpression (14.4) - sont toutes attractives. Nous pensons alors intuitivement que la
somme (14.2) sera la plus petite possible pour la configuration la plus “serrée” de centres fixes.

Prenons pour simplifier I’état de base de moment total K = 0 ce qui implique :

N =2 {mod 4) si S est pair
N =0(mod 4) si S est impair,

Nous poserons
p=2+1,v=2t+1,N=2(p+t+1), S=t—p (14.5)

Nous avons alors le remplissage suivant pour le systéme sans interaction :
— Etats occupés par paires :

ne=a, —-p<as+p

- Etats non appariés
n;=j, p<lj<t (14.6)

Les nombres quantiques n suffisent & définir complétement les états d’appariement maximal
d’apres les résultats des paragraphes 10.6 et 11.

Remplissage de la mer de Fermi :

x Etats appariés en nombre égal & v =2p +1

e FEtats non appariés en nombre égal & 25.

Ce remplissage donne lieu & la configuration suivante des centres fixes que nous pensons étre
la plus serrée possible, d’apres les équations (14.4) qui s’écrivent en ce cas d'apres le choix
(14.6) :

Lk, =7n(2j—-2p—1)+--+ j>p
Lk; =n2j+2p+1)+--- j<-—p (14.7)
Lg, =2ma+-- la] <p

d’ol la configuration des centres attracteurs fixes de I'analogie statique :

x centre attracteur de ¢
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e centre attracteur de k

Aprés un léger changement de notation d’indice, on peut écrire le systéme pour les k et ¢ de
I’état qui correspond continiiment & 1’état fondamental non perturbé de spin S et d’impulsion
K=0:

2
Lky =27)X+2 Z Arctg m (kx — qv)
| b 5 (14.8)
Lq, =2ma+ 3 ;%b - ; Arctg V] (kx — ga)
oil a prend les valeurs entiéres de —p & +p, et X les valeurs demi-entiéres entre — [ S — )
1
etS——.
Lorsque V devient trés grand on notera les équivalences :
by o 2% ma
A i3 Ga X
(14.9)

1

27\ )&, L=l V2

E oc(f> lea+2§,\ .
-2

A la limite d’une tres forte attraction, l’énergie de liaison des “paires” est prépondérante et
favorise le spin 0 pour ’état de base. Il n’est pas évident sur le systéme d’équations (14.8) que
ce soit le cas quelque soit V.

14.2. LA LIMITE “THERMODYNAMIQUE”. — Nous nous intéressons aux propriétés limites
— dites thermodynamiques — de notre systéme de fermions attractifs lorsque le volume L
augmentant indéfiniment avec le nombre de particules, la densité reste constante et le spin
total garde une valeur macroscopique donnée.

. N 2k
o lim —=p=—
L ™ (14.10)

.28 PSTI
e lim N - o = magnetisation .

Les équations (14.8) prennent une forme limite aisée & obtenir en supposant que les points
ky et g, se densifient sur des segments [—ky, +k1] et [—qo, +qo] avec

ky = LILH;O kS—%a qdo = LILmOO dp- (14.11)
avec les densités respectives :
1 1
—hk t — . 14.12
—h(R) et —fla) (1412)
Nous avons donc :
1 +40
p1-a) == [ "t a
) % (14.13)
2p0’ = —/ fl(k‘) dk.
™ —kq

et 'énergie par particule :
\%4
=e——(1-0) (14.14)
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! { / R f) k42 / ™ 2@ dq} . (14.15)

2mp —k1 —90

Les équations (14.8) nous donnent & la limite le systéme intégral :

i [ fl@)dd

1= A+ 5 3 7z ki <k <k (14.16)
Po(k-g )P+
4
1 V| [t f(d)dd V| [t fi(k) dk
=3 - — — _ —qo<q<gqo (14.17
2f(‘])+ 2 Cuo (q_q/)+v2 A7 —k (k—‘q)2+ VTZ qo q do ( )

L’élimination de la fonction f; entre (14.16) et (14.17) conduit & I’équation de Fredholm
inhomogene pour f :

+q90 +kq
o)+ K(q, ¢')f(¢") d¢' =2 - %/ i—z (14.18)

%
~q0 k1 (k— )2
k-2 +—
avec le noyau :

n_ (VY dk
Me )= (%r) /Wn (k=2 + 2] [k - a2+ 2]

Si 'on considére k1, go, comme des paramétres, la solution unique de (14.18) détermine la
fonction f.
La densité et le spin sont alors donnés paramétriquement par les relations

(14.19)

1 k 1 T A 2 k d
op=—k - — - f(q) Arctg I—V—I( 1—q) dg, (14.20)
1 +q0
p(l—0)= ;/ flq) dg, (14.21)

—90
et I’énergie par les formules (14.14) et (14.15).

La forme du noyau K ne laisse espérer qu’une solution numérique pour I’équation (14.18). Le
calcul a été entrepris et nous donne un réseau de courbes représentant 1’énergie par particule
E en fonction de la magnétisation o pour diverses valeurs de la densité p. A la précision du
calcul, il apparait que la fonction E(c) est croissante et que I’état fondamental du gaz attractif
a probablement toujours le spin 0. C’est ce que montre la figure 1.

15. Energie de I’état fondamental (spin 0) : cas attractif

15.1. L’EQUATION INTEGRALE DU SYSTEME INFINI. — Nous n’avons pas démontré que 1'état
fondamental du systéme de fermions attractifs avait le spin total 0. Cependant, ce fait est
presque sur pour deux raisons :

D’une part, le calcul numérique effectué pour la classe d’états étudiée dans la section 14
montre un minimum de I'énergie E en fonction de la magnétisation. D’autre part, si les proprié-
tés extensives d’un systéme linéaire sont indépendantes de la nature particuliére des conditions
aux limites, le théoréme [10] de Mattis et Lieb s’étend au systéme étudié, et 'on peut conclure
que ’état fondamental n’est pas magnétisé.
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/N :
yE ;
Energie par particule
40 :
30- p33
204 p=2.,4
104 COURBES
D/EQUIDENSITE
2.43
: a
0 ; ——— =
1 Magnetisation

Fig. 1. — Courbes d’équidensité.
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Nous ferons 1a encore I’hypothése d’appariement maximum :
_ 1
T=V= EN = 85=0.

Les nombres quantiques {n}, au nombres d’onde limites des paires, étant donnés, les équa-
tions couplées (12.15) s’écrivent simplement :

gZ:O, 1<a<b=v (15.1)
avec la définition de W :
W—lLZ 2, \* lZW( —q, V) (15.2)
- 2 - Ga L 2 ~ Ja b, .

Cette fonction des v variables ¢ peut étre considérée comme la fonction potentielle d’un

systéme de points d’abscisses ¢,, supposés glisser sur ’axe réel, attirés chacun harmoniquement

par un centre fixe de coordonnée ¢} = 2=« et s’attirant aussi deux & deux. Pour montrer

lexistence d’une solution au systeme d’équations (15.1) ou (12.15), il suffirait de prouver que
W atteint son minimum absolu & l'intérieur du domaine

g <ga <---<qy, (15.3)
en supposant le classement suivant des entiers distincts
ny <ng < -+ < Ny.

On verrait aisément que le minimum absolu de W n’est pas atteint sur les arétes d’ordre 1 du
domaine (15.3), par exemple pour

G <= <qg < ;

mais cela semble plus difficile & prouver pour les arétes d’ordre supérieur.
Il s’agirait ensuite de trouver I’ensemble {n} qui rende le plus petit possible la somme

v
> g
1

Guidé par I'analogie statique, il semble qu'il faille choisir le systéme d’entiers {n} le plus “serré”
possible. Si nous nous restreignons a la valeur K = 0 du moment total, il existe un entier p tel
que

N=4p+2, v=v=2p+1, (15.4)

et par conséquent le choix suivant des entiers n s’en déduit (aprés une translation sur I'indice).
ng,=a, -p<a<p. (15.5)

Ce choix intuitif correspond au remplissage normal du fondamental non perturbé. L’énergie
par particules est donnée par 1’expression

o (15.6)
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avec :

1 2
£ = ;;qa. (15.7)
Comme au paragraphe (13.2), nous cherchons a calculer ¢ & la limite “thermodynamique” :
N
N — o0, 7 =P (15.8)

: . . L
Si les points ¢ se densifient sur un segment [—gg, +¢o] avec la densité 2—f(q), nous obtenons
s

la limite des équations (12.15) :

cotg %WJ -q)= %(q -4, (15.9)
]' d +q0 7 / I
1= f(q) + I dg Y(g—q)f(d) dg (15.10)
—q0

Le nombre gy peut étre appelé un pseudo-moment de Fermi.
La fonction paire positive f{g) est déterminée par I’équation intégrale inhomogene

Vo[t f(d) d¢'
- = —_——— = 15.11
- | Gt (15.1)
d’out 'on déduit, en fonction du parameétre ¢g, la densité p et I'énergie :
1 +4qo0
L (15.12)
T —40
1 +40 )
£ = — q“ f(q) dgq. 15.13
= KL (15.13)
De fait, le seul parametre qui intervienne dans I’équation (15.11) est le rapport
|4
Y k>0 (15.14)
do
et d’apres le changement de fonction
_ q
fl)=F (—) : (15.15)
do
nous obtenons le systéme :
+1
K F(y) dy
F — — =2 -1 <1 15.16
SRET I e A 1510
1
ko = qo/ F(z) da, (15.17)
0

@ [
£ = -0-/ 2*F(z) dz. (15.18)
ko 0
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L'élimination de qo entre les équations {15.17) et (15.18) nous donne ’énergie en fonction
du vrai moment de Fermi et de la constante de couplage V.
Pour des raisons de dimension, il existe une fonction £ telle que ’on ait

e=V3¢ <|—’§/°—|> (15.19)

1
et qui résulte de I’élimination de x entre (15.17) et (15.18), pour |V| =1 ou go = ~

Avant d’étudier la solution de ce systéme, une remarque s’impose.

L’équation linéaire inhomogeéne (15.11) différe de celle qu’ont obtenue Lieb et Liniger pour le
gaz de bosons [8], uniquement par le signe de la constante de couplage. Sous la forme (15.16).
Nous avons un signe + devant la quantité k et les auteurs cités ont un signe —. Il s’agissait
pour ceux-ci de calculer I'énergie du fondamental du gaz linéaire de bosons répulsifs. Il s’agit ici
d’un gaz de fermions attractifs. Notre systéme présenterait-il quelque analogie avec un systeme
de bosons attractifs ? Il suffit de considérer les formules (12.27) pour répondre et énoncer qu'’il
y a identité entre la distribution des pseudo-impulsions des paires de fermions attractifs dans
I’état fondamental et la distribution des pseudo-impulsions des bosons attractifs dans un état
excité bien défini. Cet état d’excitation du gaz de bosons attractif est nécessaire pour empécher
lagglutination du gaz de Bose qui ne posséde pas de propriétés extensives dans le fondamental.
Tout se passe comme si chaque paire liée de fermions dans un état singulet correspondait &
un boson du point de vue de la dynamique. Mais du point de vue de la statistique, ces bosons
se souviennent qu’ils sont formés de deux fermions pour ce qui est de I’'occupation des états
individuels (cette expression prenant son sens du fait de la correspondance continue avec les
états d’un systéme libre).

Il existe peut-&tre une analogie entre les fonctions d’onde de deux systémes mais nous
l'ignorons, car nous ne connaissons notre fonction d’onde que dans un seul secteur, alors qu'il
serait utile pour la comparaison de reconnaitre les paires pour toutes les imbrications possibles
de celles-ci entre elles.

15.2. RECHERCHE D’UN DEVELOPPEMENT DE HAUTE DENSITE. — Il s’agit maintenant d’étu-
dier la solution de I'équation intégrale (15.16) afin d’obtenir la fonction £ définie en (15.19). Or
cette équation a déja une histoire et posseéde une position centrale dans un probleme classique
d’électrostatique & trois dimensions [18]. Ce probléme est celui des deux disques conducteurs
circulaires de rayon 1, coaxiaux et séparés par une distance |k|. Si k est négatif, il s’agit du
condensateur proprement dit, ou les deux disques sont portés & des potentiels opposés. Si k est
positif il s’agit du “conducteur unique” ou les disques sont au méme potentiel. Le condensateur
correspond donc au systéme de bosons répulsifs et le “conducteur unique” correspond au sys-
téme de fermions attractifs que nous étudions. Pour préciser la correspondance il est commode
d’effectuer un changement d’échelle et de considérer des disques distants de 1’unité, mais de
rayon variable g (c’est-a-dire on consideére le systéme (15.11) avec |V| =1 ) on obtient alors
la correspondance

90
ko = f(q) dg = charge totale sur un disque
0

q0

ko (ko) = / q* f(q) dg = secondmomentdescharges, parrapportl’ axedudisque
0

1 /*% f(¢) d¢’

avec flg)y+ =

e = 15.20
T —qo (q - q,)2 + 1 ( )
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La quantité réduite £ (ko) représente donc le rayon carré moyen de la distribution de charge
en fonction de la charge totale d’un disque.

Notons enfin que la réduction du probléme électrostatique & I’équation intégrale (15.16) ou
(15.20) a été effectué en 1949 par Love {voir [18], chapitre VIII).

Cette nouvelle analogie dans le probléme que nous traitons est utile pour la raison suivante.
Pour les valeurs de k qui ne sont pas trop petites il est aisé de calculer numériquement la
fonction F et d’obtenir des courbes kg(x) et (k). Cependant au voisinage de x = 0, 'opérateur
intégral qui figure dans (15.16) tend vers l'opérateur unité et l'inversion numérique est rendue
difficile par la mauvaise convergence de la série de Liouville-Neumann. I1 semble évident que
les fonctions analytiques kg et ¢ de la variable complexe x possédent une singularité pour
k = 0 étant donné la nature tres différente des phénomenes électrostatiques correspondant aux
valeurs réelles positives ou négatives de k. De fait il est difficile d’obtenir une approximation de
F(x) pour k — 0, directement sur ’équation (15.16) et ’analogie électrique permet une autre

approche.
11 semble donc naturel d’étudier le voisinage de x = 0, qui correspond donc & une singularité
de kg et ¢, en fonction du rapport l——l Puis ensuite ’élimination du pseudo-moment de Fermi

o, donne £(V') au voisinage de V :q %, fournissant ainsi un développement de l’énergie par les
petites valeurs de la constante de couplage, ou de fagon équivalente pour les grandes valeurs
de la densité. La question se pose alors de savoir si la fonction & (kg) ainsi obtenue posséde
une singularité pour kg = co0. C'est un probleme mathématiquement bien posé, mais malgré
de nombreux efforts nous n’avons pu conclure.

L’intérét d’une telle étude vient de la théorie des systémes superconducteurs. On sait que

dans certains modgles, I’énergie par particule posséde un point singulier du type exp v}

Ce résultat [19] vaut rigoureusement quelque soit la dimension, pour des fermions attractifs
en interaction par paires d’impulsion totale nulle. On I'obtiendrait aussi si ’on appliquait bru-
talement la méthode de Gorkov [23] pour les fermions en interaction § & une dimension, ce
qui serait équivalent & la méthode variationnelle de Hartree-Bogoliubov. Cependant d’aprés
Pétude de Bychkov déja citée [2] le cas & une dimension est singulier et finalement les au-
teurs ne peuvent rien conclure sur la forme de ’énergie de ’état fondamental. On concoit
donc l'intérét d’une comparaison avec un systéme exactement résolu, quant a la validité des
méthodes variationnelles [23] et quant & celle des resommations partielles de la théorie des
perturbations [2].

Revenons donc & 1'équation qui détermine ’énergie, par exemple sous la forme (15.16). La
difficulté est d’extraire le comportement de F'(z) au voisinage de x = 0, uniformément par
rapport & x sur Uintervalle [—1, +1]. En effet la fonction F(x) est liée simplement 2 la densité
de charge o(r) sur un disque par la relation

B Lo(r)r dr
. V-2

Les comportements de o(r) dans la zone centrale du disque et sur les bords sont tout & fait
différents ; Peffet de bord est important aussi petit que soit x 1'écartement des disques, car
il garde la méme structure par un changement d’échelle. Une approximation due & Kirchhoff
(1877) dont la validité a été montrée par Hutson {20] (1963), appliquée au cas du condenseur
(k < 0, probleme des bosons) repose sur cette séparation entre les bords et la partie centrale.
Il est intuitif que 'effet de bord & la limite k — 0, se raméne & un probléme d’électrostatique a
deux dimensions (résolu par Maxwell). Il reste & calculer la réaction de la distribution au bord
des disques sur celle de la partie centrale. Ceci est possible dans le cas du condensateur, k < 0,
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car il existe une formule due 4 Kac et Pollard [21] qui permet de trouver une solution approchée
de (15.16) loin des bords. Mais dans le cas du conducteur unique (k¥ < 0), nous n’avons pas
une telle solution approchée et nous n’avons pu obtenir une approximation équivalente & celle
de Kirchhoff et Hutson.

Citons I’approximation de Kirchhoff pour la capacité du condensateur (ou la densité du gaz
de Bose)

+ T 1. 167
F = ——+ - log — 1 15.21
/_1 (@) dz = 517 + 5 log o) (15.21)

Pour & > 0, nous avons seulement obtenu pour les deux premiers moments de F' :

K C
ko = 1+ — log — 15.2
0 qo[+27r ogﬂ+o(n)}, (15.22)
3
qo 1 K C
S A 15.2
€ k0[3+27r<0g;@ )+o(n)], (15.23)

ce qui correspond & Papproximation suivante de F' loin des bornes z = %1 :

K 1
Cette approximation se raccorde, & cet ordre, & la solution asymptotiquement exacte du
probléme des bords. La constante C n’est pas déterminée et la nature du développement
(15.21) est inconnue.
Pour obtenir le développement de £(y) définie en (15.19), il faudrait éliminer k entre les
deux expressions

1 1 C
=~ 4 — log — .
y=- + 5= log — + o(1) (15.25)
1 1 C 1
yE(y) = 3.3 + Gy} (10g P 2) +o0 <E> (15.26)

Ces développements ne peuvent nous donner plus que les deux premiers termes de £(y) pour
les grandes valeurs dey
1 1
Ely) = §y2 - —y(1+0(1)). (15.27)
1l semble qu’apparaissent en o(1), diverses puissances du terme logarithmique, mais les co-
efficients pourraient trés bien étre compensés grice aux termes suivants du développement
(15.25). Bien que nous ayons sans doute obtenus en (15.24) et (15.25) les termes dominants de
la singularité et nous ne pouvons obtenir en (15.26) davantage que le terme de perturbation
du premier ordre ! En effet I’expression (15.26) nous donne :

1 1
e(V) = gkg - ;kolv‘ +

Nous présentons dans le tableau ci-dessous, les valeurs calculées numériquement de kg et
£ (ko) ainsi qu’une détermination approchée de la constante log C' qui figure dans (15.24). De
la comparaison avec les valeurs calculées par perturbation au second ordre, section 13, on peut
penser qu’il ne serait pas impossible que la fonction £(V') soit analytique pour V =0
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qo ko & (ko) Perturbation Détermination
au second ordre de log C
0,5 | 0,7817
1 1,3824
1,5 | 1,9398
2 2,4806
4 4,5807 5,699 5,71 2,264
6 6,6407 | 12,750 12,75 2,255
8 8,684 | 22,535 22,54 2,217
10 10,72 35,037 35,06 2,220

Les valeurs extraites du tableau ci-dessus permettent de représenter la courbe £(y) sur
. . 1
la figure 2 et de la comparer avec la fonction correspondante du gaz parfait : —y®. Pour

calculer &, et kg, il a fallu déterminer numériquement un réseau de courbes Fy(z) pour diverses
. valeurs du paramétre k = |V|/qo, réseau représenté sur la figure 3. On notera la valeur limite :
lim F(1) = V2.

Ek,)

Gaz parfaif
304

; Gaz attractif

204 ’

Fig. 2. — Energie de I’état fondamental du gaz attractif.

16. Energie de I’état fondamental (spin 0) : cas répulsif

Nous faisons ici les mémes hypothéses que dans la section précédente pour le cas attractif :
I’état fondamental dépend continiiment de la constante de couplage V sur [0, oo]. C’est donc
un état défini par le nombre maximum de “paires”, de spin 0 comme 1’état fondamental non
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| ELX)

P

0,5 x

14}
ko

Fig. 3. — Distribution des pseudo-moments pour diverses valeurs de k =

perturbé. Les nombres quantiques de cet état sont donc, pour un nombre de particules NV

N
K:O,S:O,T:D:V:5:2p+1

n,=a, —-p<a<+p. (16.1)

Les nombres entiers n, sont donc les nombres d’ondes limites de “paires” au sens défini
au paragraphe 10.6. Comme le nombre de paires est maximum, les nombres quantiques ¢*
n’existent pas.

Les équations couplées (11.6) peuvent donc s’écrire de la fagon suivante dans une notation
indicielle qui met en évidence la paire &}, k!, associée au nombre limite n, = a :

+p
Y Ohatbha =D Vta,
b

b=—p
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+p
Lk, =2ma+ Y _ 6,
b=—p | (16.2)
LK! =2ma+ Z 6,
b

avec 9

9 i

v (ks —a») = cotg 5 o

11 nous faut regarder en détail la détermination des angles &’ et 8”. D’aprés la remarque du

paragraphe 11.1, I'angle 8, varie continiment et garde un signe constant quand V' varie sur

laxe réel positif. Il suffit donc de regarder les choses dans le voisinage de V' = 0. Cette étude

est faite dans la région 0 < VL « 1 au paragraphe 11.2 pour une seule paire, et dans le cas
plus général qui nous concerne, section 13. On obtient la disposition suivante des k et des g¢:

1
(k, —q5) = cotg 59,’11,,
(16.3)

oy
avec or
o X 7 a
2r V
/ —— p—— R
k, La ”L (16.4)
2 Vv
"
— — L
k, 7 a+1/ 7 VL« 1
On en déduit les déterminations suivantes :
2 1
0. =—2Arctg = (ky —qa)+me|b—a—3],
1% 2
9 1 (16.5)
Y = -2 Arctg v (ky —qq) + me (b —a+ 5) ,

la détermination de I’Arctg étant continue & lorigine. Les premiéres équations (16.2) s’écrivent
alors :

1 2
Lk, =2« <2a - §> - ZZ Arctg v (kz —qv)
) b 0 (16.8)
LE! =2r (2a+ 5) - 2%: Arctg 7 (ki — @)

Si les nombres g sont tous réels on voit graphiquement que les deux suites de nombres &' et k"
alternent et leur réunion forme une suite de /N nombres notés &) solution du systéme

+p
2
Lky=2rA-2 > Arctg 7 (kb — ), (16.7)

a=—p

1 1
olt A prend toutes les valeurs demi-entiéres de — (Zp + 5) a+ (2p+ 5) On voit aisément

que les k) sont ordonnés comme les A. Enfin, la derniére équation (16.2) s’écrit :

2
-2 E Arctg 7 (kx —gqq) = E Yo + 470, (16.8)
A b
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Apreés avoir élucidé ce point préalable important sur la disposition des nombres k, nous
sommes en mesure de considérer la limite thermodynamique, et par une méthode analogue a
celle de la section précédente nous obtenons les formes limites des équations (16.7) et (16.8).

1 1
Les points k) et ¢, ont la densités respectives -2—f1(k) et gf(q) sur les segments [—ky, +k;1]
m

et [~qo, +4o]-
Nous obtenons pour ’équation (16.7) :

1d [te 2
=AW - g [ Axes k- 9f(a) da (16.9)
et pour 'équation (16.8) :
k1
i : Arcig = (k — q)fu(F) dk
1d [t o
= omdg » (¢, 9)f(q) dg' +2f(q). (16.10)
Nous avons les expressions suivantes de la densité et de I’énergie par particules
1 [T 1 +k1
o= [ r@an= o [ T a (16.11)
-1 " k? fi (k) dk. (16.12)
2mp J_k,

La relation suivante entre k; et gy est équivalente & Péquation (16.11)

1 +4q0 92
k= 2ky — —/ Arctg v (k1 —q) f(g) dg (16.13)
4y
1
qui est la forme limite de I’équation (16.7) pour A = 2p + 7

Les équations (16.9) et (16.10) donnent lieu aux équations intégrales couplées par les fonc-
tions f et f; :

+g0
Fulk) — %/ @A < (16.14)
(ke o
Vot f@)dd VOt A dk
f((I)+ o /;qo (q—q' )2+ V2 ~ or ks (k_q)2+VTz (16.15)

L’élimination de f; nous donne ’équation en f :

+4q0 +kq
@+ [ K ) dd =~ dk

—4q0

—_—— (16.16)
V2
(k—q)* + vy

2T —kq

ot le noyau K est exactement donné par la formule (14.19) ; on notera la ressemblance avec
I’équation (14.18) obtenue dans le cas attractif dans un contexte tout différent, puisque 1’équa-
tion (14.18) est relative au probleme du fondamental de spin donné S, alors que I’équation
(16.16) est relative au fondamental de spin 0.
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L’ensemble des équations (16.16) et (16.13) déterminent la fonction f(q) et la quantité k;, en
terme du parametre ¢o, et permettraient donc d’atteindre les fonctions ¢ et kg par des méthodes
numériques. La grosse difficulté est ici que la quantité k; figurant comme paramétre dans le
noyau K, est aussi fonctionnelle de f par la relation (16.13). La complexité des équations
intégrales obtenues nous interdit de pousser plus loin l’analyse du cas répulsif. Il y aurait
cependant quelque intérét a comparer par exemple le comportement analytique de Pénergie au
voisinage de V = 0 a celui du cas attractif.

17. Excitations élémentaires

Nous considérons dans cette section quelques excitations élémentaires du systéme de fermions
attractifs. Ces excitations constituent une classe d’états d’énergie minimum pour des valeurs
microscopiques données de 'impulsion K et du spin S voisines de celles de 1’état fondamental.
Pas plus que pour ce dernier, la détermination des nombres quantiques des premiers états
excités n’a été faite rigoureusement. Bien que notre systéme attractif ne soit pas un systéme
“normal” & cause de I'existence d’états liés & deux corps, nous avons utilisé la correspondance
entre les excitations élémentaires du systéme réel et celles du systéme sans interaction, dans
I’esprit de la théorie des systémes de Fermi due & Landau [23]. Dans notre cas spécifique,
cette correspondance est manifeste, a la suite de 1'étude effectuée dans les sections 10 et 11 ; &
volume fini, la continuité des états en fonction de la constante de couplage traduit le caractére
adiabatique de I’établissement de I'interaction que postule Landau.

Nous nous sommes limités au gaz attractif dont I’état fondamental & une structure assez
simple de gaz de “paires” analogue & un gaz de bosons excité.

On est amené naturellement a distinguer trois types d’excitation obtenue en excitant ou ne
brisant une paire, & partir de I’état fondamental de nombres quantiques :

N=4p+2, K=0 S=0.

Type I : Excitation de spin 0 et d’impulsion K obtenue en excitant une “paire” au sens défini
section 10, c’est-a-dire en créant dans la distribution de paires qui constitue ’état fondamental
un trou de paire et une paire de particules liées, d’impulsion respectivement inférieure et
supérieure au double du moment de Fermi.

Type II : Excitation de spin 0 d’impulsion K, obtenue en brisant une paire, c’est-a-dire en
créant une particule et un trou dans la distribution de Fermi.

Type IIT : Excitation de spin 1 et d’impulsion K, obtenue nécessairement en brisant une
paire.

Nous abordons maintenant les excitations de type I ; nous pourrions étudier de la méme
fagon les types IT et III, mais nous en dirons seulement quelques mots.

En effet, seuls des calculs numériques étendus permettraient d’exploiter les équations obte-
nues et de produire les courbes de dispersion intéressantes — comme aussi dans le cas répulsif
— et ceci entrainerait trop loin.

17.1. PREMIER TYPE D’EXCITATION. — Nous restons ici dans la classe des états du gaz de
paires liées, déterminée par les équations (12.15). Nous avons choisi N = 4p+ 2 pour avoir une
distribution de Fermi compacte et symétrique de moment total 0.

Les nombres quantiques de ’état fondamental sont : n, = a, —p < a < p, a entier. L’état
excité est défini en supprimant de la suite précédente le nombre ns = s, et en le remplagant
par n; = t, avec

Isi<p [t|>p (17.1)
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Nous avons donc

p=v =—N—2p+1 (17.2)
K= %(t— 5. (17.3)

Nous appellerons 6q, = G, — qa, €t 6%ap = Pap — Was, les différences des quantités g et
1 dans P’état excité et dans I’état fondamental. Aprés soustraction des équations couplées
correspondantes, nous obtenons les équations exactes :

b=+p
1
8go = 5= bZ Sar + o7 (wat Yas), —P<a<p, a#s. (17.4)
=-p
+
27ws 1
= — 4+ — < .
4= +57 b;pwsb, ls|<p (17.5)
+p
_ 27t 1 -
G="7 +57 bz D, t>p. (17.6)
=P

Nous allons vérifier maintenant que les équations précédentes possedent une solution telle

1
8o = = .
que 4q 0 <L>
Nous définirons donc la quantité g (g,) = O(1)

bqa = %g (¢a) - (17.7)

Les équations (12.15), d’autre part, nous donnent exactement :

1 _ =V (6ga =)
® (26wab> T {4~ ) (G~ @)+ V? (17.8)

Nous en déduisons ) vV oo(a) (@) )
_ _ 2 d\qa) — g\ -+
20 =TT (¢a — @) + V2 +o (LQ) ' (17.9)

Reportons ces derniéres quantités dans les équations (17.4) pour obtenir & I’ordre 7 pres

w) — 1
Z g ‘I_qb +V)2 é(wat_¢as) (17.10)

Nous nous intéressons ici spécialement & la différence d’énergie qui sépare ’état excité de
I’état de base. Cette différence AFE s’écrit, d’aprés (12.15)

AE—2Z & —q2)+2(@ - ¢) (17.11)

ou bien

= % > 09(¢) +2(qf —q2) + 0O (%) . (17.12)

a=—p
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Il est alors aisé de passer & la limite L — oo, sachant que la densité des pseudo-moments g,

1
est 2—f(q), o f est solution de ’équation (15.11).
T
On obtient pour les équations (17.10) 'équation intégrale limite

Vo[ gle)—9ld) q-q 4—q
— e dq’ = Arcotg —— — A L. .
g(g) + 5 /_qo G—a)t V2 f(d') dg reotg ~— rcotg 7 (17.13)
ol les déterminations discontinues & l'origine des Arcotg sont celles des .

On obtient aussi pour la différence d’énergie AE la forme limite issue de (17.12) :

+qo
AE=2(¢ - ¢’) + %/ qf(q)g(q) dgq. (17.14)

—q0

On peut transformer l'équation (17.13) en prenant comme fonction inconnue le produit
f(g)g(q) et en définissant deux fonctions inconnues h:(q) et hs(g) des parametres ¢; et qs, qui
vérifient les équations de Fredholm inhomogenes suivantes :

V[T h(g') dg' q—q
hi(q) — —/ 2 — 9 Arcotg L2t (17.15)
7w @0V v
V[T h(d) dd q—gs
hs(q) — ——/ — L = =2 Arcotg . (17.186)
T —qo (q_ql)2 +V2 Vv
Posant maintenant :
27t 2
t*:%, s*:$, K=20t"—s%, (17.17)
Les relations (17.5) et (17.6) qui relient t & ¢:, s & gs, s’écrivent
1 +40 g —q
="+ — Arcotg —— .
q + o dg f(q) Arcotg ==, (17.18)

—4q0

et la méme pour g,. On aboutit alors & la décomposition de P'énergie AE donnée par (17.14)
en deux termes positifs :

AFE = AE, + AE,, (17.19)
avec les définitions

2 +qo
B =2( - @)+ 2 [ alhule) - hola) da (17.20)
—q0
et la définition analogue pour —AE;.
La fonction hg(q) est définie par

hO(Q) = ht(q) |qt=qo = hs(Q)

La relation (17.18) définit ¢; en fonction de t*. On a de méme g, en fonction de s*. La
fonction AFE dépend donc de deux parametres. On voit aisément, par intégration de I’équation
(15.11) entre —qq et +qo, que l'on a les égalités

(17.21)

ds=q0"

t"=ko pour ¢ =go+0
s*=ky pour ¢, =¢qo—0
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On montre aussi par dérivation de (17.18) que l'on a les expressions commodes

qs
s” =/ fl@)dg, lgs| <o (17.22)
0
1 qt
=5 fl@de @ >, (17.23)

—4q0
ol la fonction f est prolongée naturellement en dehors de I'intervalle [—go, +qo}, par ’équation
de définition de f.

Cette analyse nous ameéne a la conclusion évidente suivante : le type I d’excitation dont
Pénergie est donnée par lexpression (17.19) peut étre considéré comme la superposition de
deux excitations indépendantes appartenant aussi a ce type L.

L’une est du type paire de particules, I'autre du type paire de trous. Rassemblant les résultats
(17.19), (17.20), (17.22) et (17.23), on obtient les spectres des excitations composantes sous
forme paramétrique :

— Type paire de particules (avec une paire de trous & la surface de Fermi)

qt
K = flq) dq gt > qo
@ y fha (17.24)
sE =2(d-a)+ 2 [ alule) - ho(a) dg

—do

~ Type paire de trous (avec une paire de particules & la surface de Fermi)

9

K =2/ fl@dg, -9<4¢<q

‘1; ) ) +q0 (1725)
AE;, =2(q5 —4q3) - ;/ q(hs(q) — ho(q)) dg.
—4o0

Les fonctions h; et ks qui interviennent sont les solutions des équations inhomogenes (17.15)
et (17.16), que 'on peut résoudre numériquement. L’élimination des parameétres, g, ou g
permet d’obtenir les courbes de dispersion AE:(K) et AE(K).

Signalons que la quantité

) 9 +40
2q5 + ;/ ho(q)q dg = 2u0

—q0

qui intervient dans les expressions (17.24) et (17.25) est reliée simplement au potentiel chi-
mique :

_0E V2

= ON Ho 1

La quantité 2uq représente I'énergie de séparation entre une paire a la limite de la zone de
2

Fermi et le reste du systéme. La quantité T est la moitié de I'énergie de liaison interne de

(17.26)

la paire.

Les quantités AE, et AE, qui sont des énergies d’excitations proprement dites sont donc

positives ou nulles ; d’autre part, pour K = 0 on a AE; = 0 (ou AE, = 0). Il est aisé de
calculer les pentes

. AEs - . A-E't

pmog Te e fim

= Ct.
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Fig. 4. — Spectres d’excitation du Type I pour les valeurs extrémes de V.

On trouve qu'elles sont finies et égales. On a donc deux branches de type phonon pour les
petites valeurs de I'impulsion, dont les pentes coincident & Porigine. Un calcul numérique assez
imprécis permet de représenter sur la figure 4 I’allure des deux branches du spectre d’excitation
du gaz de paires.

Il semble presque siir que 'on puisse superposer linéairement les phonons définis ci-dessus,
pourvu qu’ils soient en nombre fini. Il suffit d’exciter & partir du fondamental un certain nombre
de paires liées définies par des nombres quantiques entiers distincts. cette derniére restriction
est sans importance pour la statistique de ces phonons tant que I’énergie d’excitation totale
est microscopique. On en déduirait une contribution & la chaleur spécifique linéaire & l'origine
en fonction de la température.

Le spectre du type [ est tout & fait analogue au spectre d’excitation dit aux fluctuations de
densité dans un systéme de fermions indépendants d’une seule espéce. Ici, ce sont les paires de
spin 0 qui se comportent comme des phonons indépendants.

On notera aussi I'analogie avec les excitations du gaz linéaire de boson étudiées par Lieb [24].

Remarquons pour terminer que la vitesse du son associée & ces phonons a pour valeur précise
e 2
cs = ¢ =c=4ko/f* (q0).
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Cette valeur est comprise entre les deux valeurs limites représentées figure 4.

‘I/imo ¢ =2kg=vy (vitesse d'une particule & la surface de Fermi)
lim ¢ =ky
V-0

La preuve de 1’égalité suivante :
lim f(g0) = V2

n’est pas donnée. Elle repose sur ’analogie électrostatique évoquée section 15 et demanderait
de longs développements.

Nous avons trouvé ainsi que ¢ est différent de la vitesse du son ordinaire déterminée par la
compressibilité adiabatique.

17.2. NOUS N’AVONS FAIT QU'UNE ETUDE SOMMAIRE DES EXCITATIONS DE TYPE II ET III
CARACTERISEES PAR LA DISSOCIATION D’UNE SEULE PAIRE LIEE. — Nous donnons les nombres
quantiques qui les définissent et les équations couplées qui les déterminent, et nous indiquons
les résultats qualitatifs.

Nous avons donc seulement deux possibiités de spin S = 0 ou S = 1. Considérons le cas
S =0, c’est-a-dire le type II. Nous avons donc :

1

Mais une paire est dissociée, le nombre de paires complexes r a diminué d’une unité par
rapport & celui du fondamental
r=0—1=2p.

D’apres I'étude faite section 12, le choix des nombres quantiques est simple. Ceux du fonda-
mental, on ’a vu, forment la suite des nombres d’onde limites de paires :

e = a, _pfasp

Ceux de 'état excité considéré s’obtiennent a partir de la suite précédente en dissociant par
exemple la paire ng, ¢’est-a-dire en occupant individuellement les cases n, = s et ny = ¢, avec

ls|<p, |t >p
Le moment total de cet état défini par les deux nombres s et ¢, est
27
K=—(t—-s).

En adaptant au cas spécifique traité ici la notation indicielle générale du systéme (12.14),
nous obtenons les équations couplées suivantes en nombre exactement suffisant :

( +p

th = 27Tt -+ Z at’b

b=—p

Lk, =2nws + O
) ; (17.27)

L —2a+12p:¢ 1(0 +6 Ysa) <a<

Qo — 4T 2b—_p ab 9 s,a t,a s,a/ s psaxp, 07'53

L et,s + 95,5 =0
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1
(On déduit de cette derniére équation g, = 3 (ks + k).

Considérons maintenant le cas de spin S = 1, c’est-a-dire le type III. Nous devons donc
rendre

1
p==-N-1=2p,
) 4
et nous choisirons le nombre maximum de paires compatibles avec le spin, ¢’est-a-dire
r=v=72p

Les nombres quantiques dont les mémes que pour le type II. Les équations couplées (12.14)
font intervenir seulement 2p nombres ¢ et 2 nombres k.
Nous obtenons

(L =21t + 6,

b#s

Lk =215+ O,y (17.28)
b#s
1 1

an=2ﬂa+§zwab_‘2‘(05,Q+0t,a) a7és

b#s
Dans ces deux cas, I'énergie de l'état excité s’écrit :
2 2 2 v
E+AE=2 ky + k2 —p—. 17.2
+ an + t + s p 2 ( 9)

a#s

Procédant alors, comme pour le type I, par soustraction entre les quantités relatives a 1’état
excité et au fondamental, on obtient & la limite L — oo, ’énergie d’excitation AE. Le fait
important ici est la dégénérescence par rapport au spin de I’énergie d’excitation. On trouve, &
la limite infinie,

AE" = AEM (17.30)

avec la décomposition

2
AE"™ = (AE! — 2u0) + AE! + AET + Y2~ (17.31)

La forme explicite de AE!! est la suivante :
H_ 2.2 [T
AEN =i+ 2 [ hllg)q g (17.32)
—4q0
ot hl! fonction du paramétre k;, est solution de I’équation inhomogéne

1% +4q0 hII(qI) dq’
™ /_qo (g-a)?+V?

ks —
= —2 arcotg 2——q

> (17.33)

Wl (q) ~

avec la détermination continue. On a une définition identique pour AE}!.
AE! — 24 est en quelque sorte I’énergie de séparation d’une paire de moment total

K{= 2/% f(q) dg. (17.34)

s
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AEY est I'énergie d’une particule non appariée se propageant dans le milieu avec le moment
total

1
K= -5 K, (17.35)
ce qui équivaut & la liaison suivante entre les parameétres k; et ¢, :
ks q0
hi(k)dk=— [ f(g) dg (17.36)
0 as

(la fonction fi(k) est définie section 14).
AE! est 1'énergie d’une particule non appariée de moment total

ki
K= /0 fi(k) dk. (17.37)

Le moment total de notre excitation composée est donc :

K =K'+K'+K!'=K['-KI
ky

_ [ an. (17.38)

k

Cette excitation composée est simplement la superposition d’'une particule et d’un trou, 'un
et I’autre indépendants et non appariés. Le trou non apparié peut lui-méme étre considéré
comme résultant d’un trou de paire et d’une particule de moment total moitié de celui de la
paire.

Nous n’avons pas effectué la résolution numérique des équations intégrales, qui permettrait
seule de construire les courbes d’excitation et d’obtenir des conclusions nettes sur ’existence
d’une lacune en énergie ou d’une excitation collective, en ce qui concerne les types II et III.

18. Conclusion

Cette étude d’un systéme de fermions comprend au fond deux grandes parties qui correspondent
aux deux étapes du programme tracé dans U'introduction. La premiere partie décrit la recherche
de la solution exacte du probléme de valeurs propres posé par les conditions de périodicité et
les conditions de symétrie, et montre que cette solution est compléte. Ceci a été acquis avec
une connaissance minimum de la fonction d’onde. Sa détermination explicite hors des quelques
secteurs ou elle est écrite, reste donc a faire et permettrait sans doute une meilleure description
du systéme. Cette premiére partie aboutit principalement & un systéme d’équations couplées
dont chaque solution associée & un ensemble de nombres quantiques bien défini, permet le
calcul d’un niveau d’énergie et la construction de la fonction d’onde correspondante.

La forme non triviale des résultats ainsi obtenus semblait encourageante pour aborder la
seconde partie, qui consiste en 1'étude des propriétés du systéme directement déductibles
du spectre d’énergie et des fonctions d’ondes. En fait, nous avons rencontré dés ce moment
beaucoup d’obstacles que nous n’avons pas franchis. Le premier est 1ié au probleme de la clas-
sification des états par énergie croissante. Comment déterminer les nombres quantiques de
I’état fondamental et des premiers états excités ? Nous n’avions pour cela établi un principe
variationnel qui rameéne la question & un probléme de statique pour un ensemble de points
soumis & des forces mutuelles. L’exploitation de ce principe s’est révélée compliquée et nous
nous sommes laissés guider par un principe de continuité permettant de suivre chaque état a
partir de Pétat non perturbé et aussi par des considérations intuitives.
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Le second obstacle rencontré est un probleme d’analyse simplement posé, mais & la difficulté
duquel Lieb [8] fait allusion & propos du probléme similaire pour le gaz linéaire de bosons.
Il s’agit de savoir si la fonction énergie possede une singularité a 'origine en fonction de la
constante de couplage et, si oui, quelle est sa nature. Cette difficulté vient de 'impossibilité
d’inverser simplement un opérateur intégral qui intervient constamment dans cette étude. Elle
constitue aussi un troisiéme obstacle pour le calcul explicite du spectre des diverses excitations
élémentaires.

Malgré une certaine richesse de ce modele linéaire de particules en interaction — ot I'on
peut atteindre diverses propriétés comme ’énergie du fondamental, les spectres des premiéres
excitations, la courbe de magnétisation & température nulle, et ceci a la fois pour les gaz
répulsifs et attractifs de structures trés différentes — malgré donc une certaine diversité de
propriétés, nous n’avons pu développer davantage cette seconde partie. Il est certain que la
difficulté sur ’énergie du fondamental doit étre surmontable et que 'inversion des opérateurs
intégraux peut étre effectuée numériquement, a grand peine cependant, pour le voisinage de
V =0, qui est justement la région intéressante.

Les quelques résultats obtenus nous permettent-ils de comprendre les propriétés “physiques”
du gaz attractif (paradoxalement plus simple & étudier que le gaz répulsif) ? Nous savons que
ce gaz peut contenir un nombre arbitraire de paires de fermions liés dans I’état singulet ; disons
que nous avons un gaz de “deuterons” & une dimension, dont les états seraient classés avec le
spin isotopique.

L’interaction résiduelle entre les paires est attractive, mais trop faible pour permettre des
états liés & un plus grand nombre de particules. C'est le principe d’exclusion qui empéche
alors le “collapse” du gaz de bosons attractifs ainsi formé. La dynamique est telle que ce
boson & une dimension se souvient qu’il est constitué de deux fermions et en conséquence, les
paires s’excluent encore dans ’espace des impulsions. A faible densité, ces états liés d’extension
spatiale 1/V bien inférieure & la distance moyenne, forment des particules composées presque
indépendantes. Mais & haute densité (kg > V) elles s’interpénétrent mutuellement et ’on ne
peut plus parler de particules composées dans 1'espace ordinaire.

Ces paires se manifestent clairement dans les premiers états excités otu elles constituent le
support d’excitations indépendantes du type trou ou du type particule, avec cependant une loi
de dispersion, linéaire a l'origine comme celle de phonons, et tout a fait semblable au spectre
d’excitation d’'un systeme de fermions sans interaction.

On remarque évidemment que la liaison de chaque paire au sein du milieu est due uniquement
au potentiel interparticule capable en effet d'un seul état lié. L’existence de ces paires n’a rien
& voir avec un phénomene de Cooper. Avec l'information, réduite il est vrai, que nous donne
la fonction d’onde, nous ne pouvons déduire aucune corrélation particuliere entre particules
de moment opposé. Certes nous ne pouvons rien conclure quant & l’existence d’un parametre
d’ordre sans connaitre la fonction de corrélation & deux corps et son éventuelle factorisation
pour une séparation infinie, fonction pour l'instant hors d’atteinte. Bien que les conclusions
rigoureuses de Hohenberg [25], concernant en particulier ce modele linéaire, ne s’appliquent
qu’a température finie, Pexistence de tels parameétres d’ordre associés & des symétries brisées
(conservation du nombre de particules, invariance par translation) parait improbable & cet
auteur, et nous n’en soupgonnons aucune raison d’existence a partir de la description partielle
ici obtenue.

Le seul signe indicatif d’une instabilité de la surface de Fermi H.F. serait donc la non-
analyticité de 1’énergie du fondamental qui doit pouvoir étre démontrée. La distribution de
Fermi, c’est-a-dire la distribution des impulsions vraies, ne peut étre déduite de la seule dis-
tribution des pseudo-impulsions ; il y faudrait la connaissance de la fonction de corrélation a
une particule qui semble tres difficile & atteindre.
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Appendice A
Proposition 1

Les notations étant celles de la section 4.2, le coefficient Ay{P} de la fonction d’onde dans le
secteur oy est donné par ’expression suivante :
2 1
A,\{P} = Ao{P}xpaplivpapz o TP, Py + Z Ao{P(au)}.Tpuplwp“Pz CL‘p“pX —I-)———P— (A].)
p=1 L

Preuve
Celle-ci se fait par récurrence sur A en utilisant la formule de passage (3.8) du secteur o)—1
au secteur oy :

Ax{P} = A\ {P} [1 + ] + Ax_1{P(a))} (A.2)

Pa_PA Pa_P)\

L'égalité (A.1) est vraie pour A =1, car & l'aide de la formule (A.2) on obtient :

A{P} = Ao{PYzp,p, + Ao {P (1)} p—5 ;

supposant Dégalité (A.1) vraie jusqu’a l'ordre (A — 1) pour toute permutation P, la formule de
passage (A.2) nous donne A»{P} sous la forme suivante :

A)\{P} = Ao{P}a)Paplfrpap2 e TP, Py_1 - TP, Py (A3)
A—1 1
+ ;AQ{P(GN)}$P,,,P1 wP”PA—lﬁ * Tp, Py
+ AO{P(G)‘)}‘TPAPPT"P,\Pz ‘TPAP/\—l-Pa—iP_)\
— 1 1
A A .
+ ; O{P(a )(aiu’)}xP”Pl ‘TP;LP,\—I PA -~ Pp, Pa, _ P)\

Dans la derniére ligne de ’expression (A.3) nous avons :

Ao{P(a)(an)} = Ao{P(an)(An)}, (A4)

or (M) est une transposition entre variables antisymétriques de la colonne 1 et I'identité (4.5)
permet d’écrire :

Ao{P(ad)(ap)} = —Ao{P(ap)} (A.5)

Effectuons alors la somme de la seconde et de la quatriéme ligne de I’expression (A.3), nous
obtenons pour ces seuls termes

S AofPlonlane - o L+ K R-BR-
0 p‘ Pupl o P“PA_I Pa‘—P,\ Pa_P/J' P}\-—P#Pa_PA

p—1

ou encore
A—1
1

> A{P(ap)}ep,p - TR P TR (A.6)
a IS

u=1
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Cette derniére expression (A.6) ajoutée & la troisiéme ligne de la formule (A.3) nous donne

la somme :
A—1 1

Z AO{P(G’N)}IP,‘Plch,‘Pz CCP,,P,\W
a =y

p—1

qui figure dans 'expression (A.1) ; enfin la premiére ligne de (A.3) est identique au terme en
Ao{P} de (A.1). La formule (A.1) est donc vraie & 'ordre A, si elle l’est & 'ordre (A — 1), ce
qui achéve la preuve de la proposition 1.

Appendice B
Proposition 11

Définissant la somme

A
81 =) Au{Plan)} - Ao{P}, (B.1)
p=1
on a l'égalité
Sx= —Ao{P}zp,pTP,P, ... TP, Py
+Ap {P (al)} TP P, TP PyLpP Py - TP Py
+Ag {P (a2)}:vp2plxp2pa.rp2p3 .. Ip,P, (B.2)

+Ag{P(aA)} zp, pxp, Py - Zp,py_1LP\P,-
Dans le produit des A facteurs z qui multiplie le terme Ag{P(an)}, le terme exceptionnel
xp,p, est écrit entre zp,p,_, et Tp,p,, ;-

Preuve
Nous montrons 1’égalité (B.2) par récurrence sur 'entier A.
L’égalité (B.2) est vraie pour A = 1. En effet,

S1=A1{P (a1)} — Ao{P}

et, d’apres la formule de passage (3.8),

S1 = Ap{P(al)}zp p, + Ae{P} — Ao{P}

Pl - Pa
on obtient donc pour S,
S = -—A(){P}.'EPCLP1 + Ap {P (al)}xplpa. (B3)

ce qui démontre la formule (B.2) pour A = 1.
Supposons que celle-ci soit vraie jusqu’a ’ordre A ; a ’aide de la proposition I, nous calculons
Sx+1 qui par définition est donnée par

SA-{-] = S)\ + A>\+1{P(a, A + 1)} (B4)

Pour calculer S, 1, nous utilisons d’une part la formule (B.2) supposée vraie 4 l’ordre A, qui
nous donne S, et d’autre part la formule (A.1) qui nous donne Ay;; dans le secteur ox41
pour toute permutation ; en particulier on obtient

A/\+1{P(a7 A+ 1)} =
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AO{P((I, A+ 1)}:213“_1131 v TPy 1 PyTPy 1 Pa
A

1
+ ) A{P(A, A+ U)(ap)}zp, P, - TP, P\ TP, Pa 5
; 0{ ( )( )} P, Py Py P, P(A+1)_P;L (BS)
1
+Ao{P}rp, P 2P, P, - PP B — Pa

Cette formule résulte de la seule application de ’égalité (A.1) au secteur o541 et & la permu-
tation P(a, A+ 1). L’échange des indices P, et P(A + 1) nous a amené & distinguer le dernier
terme de la somme.

D’apres (4.5), on remarque encore

Ao{P(a, A + 1)(ap)} = Ao{P(ap)(n, A + 1)} = —Ao{P(ap)} (B.6)

Comme l'indique (B.4) ajoutons les termes correspondant au méme coefficient Aq{P},
Ao{P(ap)}, ... dans les expressions (B.2) de Sy et (B.5) de Axy;.
Nous obtenons pour le terme en Ag{P}

1

-—Ao{P}mP,,,Pl e TP, Py +A0{P}xpapl :EpapAI—D(T—)-—P-
+1) T 4 a

c’est-a-dire
— Ao{P}zp,p, ... TP, P, TP, Pyy;> (B.7)

qui est justement le terme donné par la formule (B.2) a Pordre A + 1.
Nous obtenons pour le terme général en Ag{P(ap)}, 1 < p < A l'expression suivante

1

Ao{P(ap)} |zp,p, - Tp,P» — TP, Py - TP B P | TP
s

= AO{_P(CL/J/)}CCPHP1 e Tp,P, - :I?pupAl‘p”p,\_H N (BS)

Enfin, le terme en Ag{P(a, A+ 1)} intervient seulement dans la premiere ligne de la formule
(B.5) tel que le donnerait la formule (B.2) appliquée & 'ordre (A + 1). On reconnait donc en
les expressions (B.7) et (B.8) pour 1 < ¢t < A + 1 ensemble des termes de Syy; donnés par
(B.2). La récurrence est donc établie.

Appendice C

Soit £,41 un ensemble de (p + 1) indices distincts. Considérons deux suites de nombres z; et
u;, j € Epy1, et définissons les quantités Y;(E)

Y;(6) = [[ =00 (C.1)
€€
avec e . o)
‘T]‘L - Uj _ ’U/.,; L] .
formons la matrice carrée M(E) :
Y;(€)

Mji(g) = —Zjéij + ° 1;, J & & (03)

j—ui—i-l’
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Proposition III

La solution du systéme homogeéne supposé de rang p :

Z Mjiéj =0, 1 € gp+1, (04)
F€EL 41
est donnée par la proposition
Y. (F*)
£, o odet —thsij + u—j—z—_u::-——l- - , Q€ £p+1, (C.5)

oll 7% est I’ensemble d’indices €41 — {a}, le déterminant étant formé sur les indices de F*.

Preuve

On peut prendre comme solution &, du systéme (C.4) le déterminant de la matrice M* ot
l'on a remplacé dans M la colonne n° « par une colonne d'éléments égaux & 1, déterminant
précédé du signe (—)*.

Soustrayons alors de toutes les lignes, la ligne «, on obtient pour &, le déterminant d’ordre
p dont la ligne générale d’indice ¢ est la suivante

€ e o nE) a(€) Y2(€)
U luy—u 4+l u e+l g —ui+ 1l ug—ug+17 77
Yi(€ £ You1(€
1/1(5) -z — ( ) - YP+1( ) _ P+1( ) , (06)
U; — Uy + 1 Upp1 — Ui + 1 Upyy —ug +1
ot ne figure pas la colonne relative & 'indice «.
Ecrivons (C.6) sous la forme
£ o Y1(E) (i — ua) Y2(€) (i — ua)
« v (ul—ui+1)(u1—-ua+1)’ (u2—ui+1)(u2—ua+1)’m
Y'i £ 17 Yo Y, £ 1~ Yo
S (&) (u; —u )7 » p+1(E) (Wi — ua) (C.7)
(Ui - Uq +1) (up+1 —"Ui-f-l) (Up+1 — Uy +1)
On ne change pas le déterminant (C.7) en divisant chaque ligne ¢ par u; ~u, et en multipliant
chaque colonne par w; — Ug, 42 — Ua, .., Upti — Ua, ON Obtient
£ - 1 Yi(€) 1 Y3(€)
U —w 1l T uwr—ui+l zae
Yi(€ 1 Y, (€
G p1(8) (C8)
(Tia) (up+1 —u; + 1) Tp+l,a

or d’aprés la définition (C.1) des quantités Y;(€) on obtient Y;(£) = z:aY; (F*) , ce qui permet
d’écrire la proportion

Y; (F%)
a - dt — 23044 7
€ © 26J+uj—ui+1

fot



228 TRAVAUX DE M. GAUDIN

Appendice D

Nous reprenons les définitions (C.1), (C.2) et (C.3), et nous introduisons de plus p quantités
arbitraires v,, 1 < a < p, avec lesquelles nous formons les expressions :

1
T, =1+ , 1€&p, 1<a<p, (D.1)
U; — Vg

&p+1 désigne un ensemble de (p + 1) indices distincts. Nous considérons le polyndme des
(p + 1) variables z;, j € £,41, ainsi défini

Y;(€)

Mz, ..., 2 =det |—2z;6;; + ———
(21 ) p+1) J ”+u]——ui+1

(D.2)

Ept1
Si on appelle 1, 2, ..., p+1, les indices de €541, on a
M(Zl, ey Zp+1) = det |M(€p+1)|

olt M est la matrice définie en (C.3).
Proposition IV

14
Siz = H T, Vi € Epya, alors M (21, ..., Zpt1) s’annule.
a=1
L’égalité M (21, ...) = 0 est en fait une identité dans les (p+ 1) variables u; et les p variables
V-

Premier lemme

Le polynéme M (21, 22, ..., 2p+1) s’annule si tous les z sont égaux & 1.
Preuve
Il faut montrer
Yi(€
det |—8;; + ————]-g-)— =0; (D.3)
uj —u;+1 £
or ceci résulte de l'identité suivante
Yi(€
Z%:l, pour 7€ €. (D.4)
fee Wi T Ui +

La quantité Y; est une fraction rationnelle en u; dont les pdles sont les u;, j # ¢, j C £. Ces
poles peuvent étre supposés simples puisque les u; sont arbitraires et indépendants. Compte
tenu du comportement pour u; = oo, on a donc la décomposition

Résidu en u;
NEle)
i ’

or
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- Y; . 1
Le résidu en u; vaut donc I I Zjp = —L ¢’est-a-dire que nous obtenons
T

I#j, i 7
YVi=1+
I o v )x :
J#t 77
c’est-a-dire I'identité (D.5).
Second lemme
Le polynéme M (zi, ..., zp41) s’annule identiquement lorsque 'on a simultanément pour
tout ¢ € £ : )
zi:x;azl-‘-ui_va’ (D5)

ou v, est une variable.

Preuve
M (%14, %24, .-, Tp+1,0) €5t une fraction rationnelle en v,, dont les pdles sont ceux de zi,,
Tog, ... C'est-a-dire les poles supposés simples

Vg = U1, Vg = U2y .oy Vg = Up41-

Lorsque v, = o0, 2; = 1,1 € £, et M(1,1,...,1
décomposition suivante :

) = 0 d’aprés le premier lemme. On a donc la

M (214, T2a, )= D B (D.6)

- Vg — u]‘
JEE
1l suffit de calculer le résidu R; relatif au péle u;. A cause de la symétrie dans ’ensemble
des indices, calculons R; relatif au pdle u;.

D’aprés la définition (D.2), le péle intervient dans le terme z; = 1+ le résidu est

U — Vg
donc le coefficient de —z; pour la valeur v, = wu; c’est-a-dire le mineur principal d’ordre p
obtenu en supprimant la premige ligne et la premiére colonne du déterminant de M(£), pour
la valeur v, = u; ; il suffit de remplacer 25 = x5, pour z9; et d’une fagon générale z; par ;1 ;
on obtient alors comme résidu le déterminant d’ordre p que nous écrivons

Appelons F! I’ensemble d’indices (2, 3 ...

I'indice 1.

Nous avons, d’apres la définition des Y,

Y.

(€) =z,Y; (FY)

Y3(€) Yy(€)

Y2(£) Tt ug — Uz +1  ug '—1(2)4-1

Y2(E) Y4 £
2D yee) — _ae)
Uy —uz + 1 3(5)( ) Ug ~uz + 1 (D7)

Yy (&) Ya(€

Vi(E) —

g — g +1 uz —ug+1 (&)~ za

, p+ 1), c’est-a-dire 'ensemble £ dont on a oté

(D.8)

on peut alors dans le déterminant (D.8) mettre en facteur x2; dans la premiére colonne, x3;
dans la seconde, etc. et il nous reste un résidu proportionnel &

det

—(51']' +

Y; (7')
Uy —Ui"rl

F1

(D.9)
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construit sur 'ensemble d’indices F! = & — {1}.

Mais d’apres le premier lemme, formule (D.4), ce déterminant est nul, donc aussi le résidu
R;.

De méme R; = 0, pour tout j € £, et d’apres (D.7) :

M (xlav T2a; oy Tp41, a) = 0. (DlO)

Le second lemme est donc démontré et peut étre interprété comme un cas particulier de la
proposition générale IV ; M s’annule quel que soit v; pour v; = v3 = - - - = v, = 00. Ceci
suggere la démonstration par récurrence de la proposition IV.

Supposons que M s’annule quel que soit vy, vy, ..., Vg €t Vgpp1 = -+
c’est-a-dire :

= v, = 00 avec k < p,

Mp+1 (Zl, ooy Zp+1) =0 pour z = H (1 + > , 1€ gp+1 (Dll)

U; — v,
i<a<k—1 * @

Il suffira de montrer que
MP+1 (Cl? 427 sy <p+l) - 07

avec )
=z |1+ , D.12
cmn (o) o)

pour que l'on puisse remplacer le groupe vy, ..., vx—1 par le groupe vy, ..., Vgx_1, Vg = V.
Le déterminant M (¢1, {3, ..., (p+1) est une fraction rationnelle en v dont les péles simples

sont les u;, ¢ € £, et qui ’annule pour v = oo d’aprés 'hypothése (D.12). Montrons, comme
pour le second lemme, que le résidu d’un pole quelconque, par exemple 11, est nul. Un tel résidu
est proportionnel au mineur principal coefficient de z;, ot 'on a posé v = u;. On remplace
donc dans ce mineur (; par

1
2 (1 -+ ) = z;Z;1 (D13)

U; — U

pourt=2, 3, ..., p+ 1.
Ecrivons ce mineur qui est un déterminant d’ordre p

: Y3(£) Ya(€)
Y2(€) -
2( ) 221 Uz — ug + 1 Ug — s+ 1
Y3(€) Yy(€)
_12\e) VoA€Y — 4\
Uy — U3 + 1 3( ) #3%31 Uy — Uz + 1 (D14)
Y3(€) Y3(€)
Y, (E) — .
Uy —ug + 1 Uz —ug + 1 1(8) — 2z
Apres mise en facteur de z;; dans chaque colonne j, il reste un facteur
¥ ()
— 265 J 1
det |-z, ]+Uj_u1'+1 (D.15)
1

formé sur I'ensemble d’indices F* = € — {1}.
Ce déterminant est le polynéme M, (22, 23, ..., Zp+1) formé sur 'ensemble de p indices F*

avec 1
S <1 bt ) (D.16)

1<a<k—1
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or, d’apreés 'hypothése de récurrence (D.12), M, (22, ..., zp41) s’annule dés que les z; sont un
produit de &’ facteurs z’ avec k' < p—1 or ici nous avons k&’ = k — 1, il suffit donc que k < p,
ce qui est ’hypothese (D.12).

Le résidu du pdle uy est donc nul et il en est de méme pour les autres. On en déduit que la
fraction rationnelle en v,

Mpy1 (G, €2y ooy Cpt1) est nulle quel que soit v, ce qui entraine que Mpyq (21, .., Zpt1)
s’annule lorsque les z; sont un produit de k£ < p facteurs

Z; = H (1+uiiva>

1<a<k

quels que soient les u et les v. La proposition IV est donc démontrée,

En général cependant la quantité M (21, ..., zp4+1) ne sera pas identiquement nulle pour
= ][I (D.17)
1<a<p+1

Une forme développée en est donnée dans l'appendice G.

Appendice E

Considérons le systéme homogéne déja défini pour la proposition III formules (C.3) et (C.4),
avec

Y;(€)
Mi‘g = - 61 ! ) E1l
(€) Zj ]+uj_ui+1 (E.1)
Y;(€) =[] =5
€€
Le systéme s’écrit
Z Mijgj, avec 1€ gp+1. (E2)

J€EEL+1

Supposons que l'on choisisse les z; de sorte que

5= ]] $;“:H<1+ujiva>' (E.3)

i<a<p a

D’aprés la proposition IV, le déterminant du systéme (E.2) est nul et en général, d’apres la
remarque (D.18), la solution du systéme est donnée par la proportion (C.5) :

Y; (F9)

:: —2:0;; EA4
o it det 275]+uj—ui+1 (E.4)

Fa
Définissons la fonction d’une variable ¢ par 1'égalité
m(¢) = M (Cz1,Cz2, -y CZpi1) (E.5)
ot M est le déterminant de la matrice (E.1) formé sur :
Eor1 =11, 2, .., p+1}

Nous avons la proposition suivante :
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Proposition V

La condition

Z YJ (gp+1)§j =0

JE€EEL+1

C = p = 1.

Preuve

(E.6)

Nous nous plagons dans I’hypothese générale ot les déterminants d’ordre p qui interviennent
dans la solution (C.5) ou (E.4) ne sont pas tous nuls. En ce cas, la condition >, Y;(€)§; =0

équivaut & annuler le déterminant bordé d’ordre (p + 2)

D (Ep42) = M (&) 1

i ¥ Yor1 1
Définissons I'ensemble &,42 = Epy1 + {p + 2}.

Nous avons donc une variable u supplémentaire

Upt2 = U.

Nous définissons d’apres (C.1)

Y (i) =Y (E) (14 725 ) 1T <pe1

U; — U

1
Vosa(€pi) =¥ (Epan) = [T (14525
. u—uj
JE€Ep41

£ 1
=11 (14 25 )
a

a=1

et

en gardant

P
1 .
zj:H(1+uj_v> 1<j<p+1.
a=1 @

D’apres la proposition IV on a

Y (Ep+2)

det [—2z;0;; +
R T T |

=0

Ept2

(E.7)

(E.8)

(E.9)

(E.10)

C’est une identité en u. Multiplions la derniére ligne et la derniére colonne par u et regardons

le comportement des différents éléments au voisinage de © = oo.

Yi(Epy2) — Y (1)
Zpyz = 1 Yoy — 1
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Les éléments de la derniére colonne tendent vers 1, les éléments de la derniére ligne vers les
Y; (€p41) sauf I'élément (p + 2, p+ 2) qui tend vers l'infini ; & cet élément prés, on retrouve
les éléments du tableau (E.7). Développant alors le déterminant D (€,42) par rapport aux
éléments de la derniere ligne, on obtient

> V(&) g =

Jj€Ep11

Y (Epta)

lim w? (2p42 — Yyi2) det |—2;6;; + mp—— (E.11)

U— 00

Ept1
olt le déterminant qui figure au second membre est d’ordre p + 1 : c’est le mineur relatif a
I'élément (p+2, p+2) de D (Ep42).

Examinons 'égalité (E.11) :

D’aprés (E.9) et (E.8)
Zp+2 =1 + + 0] <u2)

E.12)
1 1 (
Ypio _1+’i+o( );

u ’l,L

or nous savons, d’aprés la condition det M (£,41) = 0, que

Yj (8p+1)

det |{—z;6,,
A A

b

Ept1

on a donc
Yj (5p+2)

det
u; —u; + 1

_Zj6ij +

Ept1

—2;855 + Y (Epet) <1+ L )
u;

Uj—’ll,z"l'l , — U
1
u

Rassemblant les équivalences (E.11), (E.12) et (E.13), on a les égalités successives

= det

Epta (E.13)

E Y; (€ps1) &5 = coeflicient de 1 du dterminant(E.13)
U
JEEp+1

au voisinage de u = o0 = Z z; x Mineur principal (j, j) de M (Ep+1)

JEEL L1
Z 2 Bz d( | . (E.14)
Appendice F
Proposition VI
La condition d
o pour (=1, (F.1)
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est équivalente & ’existence d’une solution non triviale pour le systéme homogene aux (p + 1)
indéterminées w, et w :

- Weq .
—w=0, 1€&41. (F2)
12&}7 (u; — va) (us — va + 1) P
Preuve
D’aprés la définition (E.5) de m(({), I’équation (F.1) est équivalente &
oM
> mm— =0, (F.3)
. Bzi
1€Ep 41
avec
zi= ] #har M (21, s 2pr1) =0 (F.4)
1<a<p
Considérons 'équation (F.4) comme celle d’une hypersurface en coordonnées cartésiennes
(21, #2, -, Zp+1). La proposition IV nous donne la paramétrisation de cette hypersurface a p
dimensions
a 1
Z5 = H (1 + ) > ] € gp+1 (F5)
a=1 Uj = Va

L’équation (F.3) est celle du contour apparent de la surface M = 0, vu de 'origine des
coordonnées {z; = 0}. Il existe donc un vecteur tangent a 'hypersurface de composante 4z; tel

que
oz 62:2_.”:5_2’&___&.

21 22 Zp+1

(F.6)
Inversement, les équations ci-dessus caractérisent le contour apparent. En terme des para-

meétres v,, on obtient s
> e = 5t. (F.7)

55, (u; — v, ) (u; — vy +1)

11 suffit de poser §v, = wq, 6 = w, pour obtenir les conditions nécessaires et suffisantes (F.2).
L’équation du contour apparent s’obtient en éliminant les w, et w c’est-a-dire en écrivant
que le déterminant du systéme (F.7) est nul.

Appendice G

La proposition IV énonce que la quantité

Y; (&)
zj(s” + u; — Uy + 1

det = M(Zl, 29y ey Zp)

s’annule dés que les z; sont égaux au produit des p — 1 facteurs

p=1
- ! o
25 = z;, avec xja_1+u»—v
a=1 1 a
En général le déterminant M (21, 23, ..., zp) ne sera pas nul pour

d 1
Zj:H(].'f‘uj_v).
a=1 @



MODELE A 1D POUR UN SYSTEME DE FERMIONS EN INTERACTION 235

Nous donnons ici une expression développée de M, valable dans ce dernier cas.
a) M est une fraction rationnelle de v; dont les pdles simples sont les u; , qui s’annule &
I’co d’apres la proposition IV ; on a donc le développement :

M

~_R; (G.1)

U1 — Uy

j=1

R; est le résidu du pole v; = uj, c’est donc le mineur principal (j, j) ol 'on a posé v; = uj,

que multiplie {; = H a:;-a ; or, si I'on pose vy = u;, l'on obtient 2, = z;¢ et Yz (&) =
2<as<p
z0;Yy (€, — {7}) pour tout ¢ différent de j.
Dans chaque colonne £ de de ce mineur (j5), la quantité z,; est en facteur et nous obtenons

Rj = H x;a HijM(EP - {]}) (<2a <37 (X3} Cp)

a=2 £#5

ou intervient dans ce résidu R; le déterminant d’ordre p — 1, formé sur le groupe d’indices
&, — {j}, fonction de (3, (3, ..., {p avec

P
G = 1]z}
a=2
on a donc : M (&) (21, 22, -y 2p) =
1 P

S ——TI o5 T oeM (& = D (G, s G- (G.2)

—~ V1 —Uy; -

J a=2 23]

La formule (G.2) est une formule récurrente qui détermine un déterminant d’ordre & l'aide
des déterminants du méme type d’ordre (p — 1).
L’application itérée de la formule (G.2) nous donne le développement final :

1 1 1
M(E,) =
( p) ZR: |:1)1—UR1 V2 — UR, Up —

’UJRP

x I #hya II wre s (G.3)

1<j<a<p 1<j<é<p

La somme porte sur les p! permutations R des indices 1, 2, ..., p et pour chaque terme, les
produits sont effectués sur les deux indices des z' et des z.

Corollaire

1
Ui — Vg

det Si(sij + = perm

1 Uj

1 1
sizzui_uj—;ui_%. (G.4)

Jj€Ep

avec
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Pour le prouver, il suffit d’effectuer sur les deux membres de 1’égalité (G.3) la transformation

Uq Va
— v, = —
vV @ 1%
et d’identifier dans les deux membres les termes dominants en V? au voisinage de V = 0. On

donne aussi une démonstration directe (proposition XI).

U; —

Appendice H

Les propositions A et B sont équivalentes :
a) Il existe (p+ 1) indéterminées en toutes nulles, w, et w, telles que la fraction rationnelle
en u
w(l
(u—vy)(u—v,+1)

NE

G(u) = —w
a=1
s’annule pour tous les u;, 1 <i < N, N = 2p.

b) Les p relations suivantes lient les NV = 2p nombres u; et les p nombres v,.

N P
H U; — Vg :Hva—vb+1 (1)
jzluj—va+1 P Vg —Up — 1

b#a

G(u) est le quotient de deux polynémes de degré 2p. Le polynéme ou numérateur a pour
zéros les 2p nombres u;. La fraction rationnelle

N P
H(u—uJ Hu—va (u—vq +1)
j=1 a=1

admettra donc un développement du type G(u) si et seulement si les résidus des péles v, et
(1 — v,) sont opposés. On en déduit les p relations nécessaires et suffisantes

N N
H o — Uj) H(—1+Ua_Uj)
j=1 _ j=1
H(va—vb)(va——vb-i-l) H(va—vb—l)(va—vb)

b b

c’est-a-dire les relations (H.1).
On peut écrire les relations (H.1) en fonction des k et des ¢, d’apres les définitions (6.3) et
(6.8)

1 1 4
U; Vk']a Vg = + anv
pour obtenir
1%
N -k, — — v .
an 7 2 _ H qa—qb—’lV (H2)
— — .
j:lqa—kj+% b= Ga =@ TV
b#a

avec N =20
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Appendice 1
Proposition IX

Le coefficient <(F), F = {afy ... §},

Ye(F)

Fy= 6= —
c(F) =clafy ... §) = det ue—uj+1‘;

—Zjéje +

ol les nombres Z; sont donnés par I'égalité

i 1
Zj:H(l—"j—5a>’

a

est une fraction rationnelle de u,, nulle & 'infini, dont les péles simples sont —v,, 1 < a < 7,
avec les résidus

R. = b];[ (1 - = . 1_)ﬂ> egﬂ (1 - = i 1_)&) (87 . 65,20 (L1)

F désigne ’ensemble de 7 indices (o, 5, v, ..., §) ; F* désigne ensemble F — ().

Preuve
Ecrivons le déterminant qui définit le coefficient c(af7 ... §)
1 Zo 1 1
A U —Ug+1 ug—uy+1
R P _
c(aB .. 8)=YaVs .. Vs | ug — ug +1 Vs ug — Uy + 1 (1.2)
1 5
Uy — U +1 Uy —ug+1 Y,

et examinons la dépendance dans la variable u,, . Le coeflicient ¢(F) est évidemment une fraction
rationnelle de u, qui tend vers zéro & 'infini. En effet les Y restent finis et tous les éléments
de la premiére ligne tendent vers zéro :

Uy — OO Zo — 1 Y, — 1.

Quels sont les poles possibles a priori ?
a) ug =ugxl, Be Fe

b) Uq = Ug, -
c) Ug = —Ty 1<a<vp
. . - . 1
a) 4o = ug+ 1 n'est pas un pole. En effet le coefficient Y,, contient en facteur 1 + ———
Ug — Ugy

1 _
qui s’annule. u, = ug — 1 n’est pas un pdle, a cause du facteur 1 + ——— dans ¥3.
Uq — Ug
b) ¢, = ug n’est pas un pole.
Z . . .
En effet, pour uy ~ ug, 1 — Y—o‘ ~ 1. 1l suffit alors de soustraire la ligne 3 de la ligne a,
[e3

puis la colonne # de la colonne @, pour mettre en fact_eur_(ua - uﬁ)2 dans le déterminant : ce
facteur compense le pdle double provenant du terme Y, Ys.
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c) Il reste donc les seuls poles possibles qui sont ceux de Z, : —v,.

Calculons le résidu R, du péle Introduisons les quantités ainsi définies

ua +Ua

Le résidu vaut donc
R, = (4 x Mineur (¢, &)y, =—3

a

or

~ 1
Ca Ug=—T, — H (1 - Ty _ﬁa> .

ba
D’autre part,
2]
Ys(F)
D’otu on réduit finalement le résidu :

Ra:H<1_ﬁbi@> H

b#a

Ug=—Vq

Appendice J
Proposition X

La fraction rationnelle du u,
T (ug) = zqc{aBy ... 8)

admet la décomposition en éléments simples

P =3 ot I (14 ) [ e e

a=1 b#a

Preuve
Ecrivons le produit z,c{ag ... §)

_ Y,
—Zo + Y, £ L

Ug —Ug+1 Uy —uy+1

Y, - Y.
1 1 e —z Y, —_
5<1+ ) <1+ ) U — g + 1 g+ ¥ P —

Uq — V1 _
Y. Vs

Uy — U +1 ug—ue+1

ou le déterminant est construit sur les indices de F = {a8~ ... §}.
T (uq) est une fraction rationnelle en u, nulle a 1'cc.
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Les valeurs ug, ug + 1, § € F* ne sont pas des poles (voir proposition 1X). Les valeurs —7,,
1 < a < 7, ne sont pas des poles & cause du facteur en téte du déterminant. Il reste donc les

seuls possibles en uy = v,.

Calculons le résidu Ry du péle v;. On trouve

1
R = H <1 + p— Ub) x déterminant

b#£1

11 s’agit de calculer la valeur du déterminant suivant pour v, = g

U =V1

- Vs 7,
« U —ug+ 1 Uq —uy+1
Y, _ Y.
u5—ya+1 B UQ—U’Y+1
Y, Y, _
g -z, + ¥,
= U +1 uy—ug+1

on met un facteur Y, V5 ... Y5, puis l'on retranche la premiere colonne de toutes les autres, on
retranche ensuite la premiére ligne de toutes les autres et 1'on obtient le déterminant (7 — 1)
construit sur Pensemble d’indices 3, v, ..., § ou F%, c’est-a-dire :

—Ug + U Y; (F
det \—Zj - +ZL+»15“ u i( - )1
a 7 ¢ U; + F
or, pour Uy, = ¥; ONl @
1+Uj - U1 _ 1 -1
z = -
J U; — N J Uy + 1
=% lil-oo

La valeur du déterminant pour 4, = v; est donc le coefficient [¢(ay ... §)]5, =co. Lia proposition
X est donc démontrée.
On a le corollaire suivant :

Jim => 11 <1+

hm ugclafy ..
a bFa

) ity - Ol = .

o — Up

Pour le prouver, il suffit de multiplier les deux membres de I'identité (J.1) par u, et de passer
a la limite v, — oc.

Appendice K
Proposition XI

Nous avons lidentité suivante entre deux fractions rationnelles des p parameétres u;, 1 <1 <p
et des p variables v,, 1 <a < p:

1

siéij + (Kl)

= perm
p

F, (v1vg ... vp) = det

Uq Uj U; — Vo

P
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Dans le premier membre de l'identité figure un déterminant d’ordre p et dans le second
membre un permanent du méme ordre.

Les s; sont ainsi définis .
1
§; = - K.2

' Z Ui — Uy Z Ui — Uq (K-2)
J#i 1<a<p

Nous remarquons tout de suite que F, est une fraction rationnelle compléetement symétrique
dans les u, et dans les v. Nous notons Fj, (v1v ... vx) la fonction F, (v1v2 ... ¥p) lva=oco, a>k -
Les v ne figurant que dans les éléments diagonaux s;, faire v, = oo revient a supprimer le
terme (u; —vg) " dans s;.
Nous montrons par une double récurrence sur p et sur k le lemme :

Fp(v1vg ... vx) =0 pour k<p (K.3)

Supposons la proposition vraie jusqu’a l'ordre (p — 1) et montrons qu’elle est vraie jusqu’a
Pordre p.

En effet F}, (v1 ... vk) est une fraction rationnelle dans la derniére variable v, dont les pdles
simples sont les nombres u; 1 <17 < p.

On a donc la décomposition en éléments simples

R
Fp (UlUQ ’Uk) = Z o —]U + Fp (’Uﬂ)g Uk—1)~
J

Calculons le résidu R;, par exemple. Manifestement R; est égal au premier mineur principal
du déterminant pour la valeur vx = u;. Chaque quantité s; devient

k—1
1 1
W)
j>2 i Uy a=1 Ui = Va
i

On constate donc que ce mineur pour v, = u; est le déterminant d’ordre (p—1), F,—1 (v1 ... vk—1),
construit avec les parametres u;, 1 > 2.
D’apres 'hypothése de récurrence, on a k — 1 < p— 1 et par conséquent

Fp_l (’1)11}2 'Uk-l) =0
Le résidu R; est donc nul et de la méme fagon tous les résidus R; sont nuls. On en déduit
F,(viva ... vg) = Fp(v1v2 ... ve—1), si k<p.

Il en résulte que Fj, (v1v2 ... vi)ne dépend pas des v et vaut identiquement zéro comme on
le voit en ajoutant & la premiére colonne du déterminant F}, |,, =0, Yo la somme des autres
colonnes. Le lemme (K.3) est donc démontré.

Pour démontrer I'identité (K.1), nous remarquons que la fraction rationnelle F, (vivs ... vp)
admet la décomposition

R.
Fy(vr ... vpa1vp) = Z ” _Ju_
g P J

+ Fp (’Ul ’Up_l) .

D’aprés le premier lemme Fj (vi ... vpy1) = 0. Calculons le résidu R;. R; est le mineur
principal d’ordre i pour v, = u;. On constate donc que R; est la fonction F,_; (vq ... vp—1)
construit sur les parametres u; avec j # 1.
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D’ou 'on déduit I'identité

1
Fo{uguy ... up} = Z
J

F,_ v Us e .
m——— 1{utug oy ol up}

Par application répétée de cette formule on obtient le résulat annoncé.

Appendice L
Proposition XII

Si les N quantités u; et les v quantités v, vérifient les équations

J 1
=9 , 1<a<w.
— Uy — Vg va—va =asv
i=1 b
b#a
On a l'égalité
N
c(upuy .. uy_1ug) =0 (L.1)
ax=v
avec la définition des coefficients ¢
+ +
) + +
(uqug ... uy) = (perm |A| = |A})
U; — Va |,
Preuve
Il nous faut montrer 'égalité
N
1 1 1 1
> - =0 (L.2)
i—y Ul — Vg U2 — Vg Uy—1 — Vg Ui — Vg

ol la notation met en évidence la ligne typique n° a du permanent d’ordre v.
Compte-tenu de notre hypothése ceci revient & montrer 1’égalité suivante

+ + + +
14 v
1 1 1 1 — 1. 1 1
Z UI—Va | Ui—Va Ui—Vg Uy_1—va | 22 u1—v, Uy—1—Va Vb—Va (L-3)
i=1 b=1
ou il est convenu de placer 0 dans le permanent au lieu du terme ” pour @ = b.

Vp — Vg
Développant alors chaque permanent du premier membre de (L.3) suivant les éléments des
deux colonnes identiques, on obtient :

+ +
1
’le—’Ue

(L.4)

1 1
Z/Zui—vaui—'vb

a, b 4

efa,b
JFLV
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+ +
= Y ) i
b Z Vg — Vb Vp — Uy Vg — Uyg U; — Ve
+ + + +
1 1 1 1 1 1
= 22 2>
o b 3 Vg — Up Uy — Vg |U; — Ve e#a,b b 3 Up = Vg Ui — Vp |Uj — Ve e#a,b

j # iv v J # ?:, vV
Considérant seulement la premiere ligne du second membre de (L.4) on effectue la somme
sur I'indice b qui donne

1 DY 1 1 DRI 1 1
U1~y Uj—1—Vp Uigp1—Vp Uy—1—Vp Vg—Vp

1
Zui—va

a, i
et ensuite sur l'indice ¢ pour obtenir

+ +
L ... 1 L\, (L.5)

U —vp Uy —1—Vb Va— Vb

)

a

De méme, la seconde ligne du second membre de (L.4) donne une contribution identique &
I’expression (L.5), d’olt dérive le second membre de I'équation (L.3) avec le facteur 2.

Appendice M
Proposition XIII

On se donne un polyndme @@ de degré N dont les zéros sont tous simples. Le nombre de
polynémes P de degré v dont les zéros soient tous simples, tels que QP" — Q' P’ soit divisible
par P, est en général précisément égal a

g=CJ -l (M.1)

Preuve
Nous partons du résultat suivant di & Heine [16] et cité par Szégd [17]. Il existe en général
exactement CYt¥~2 polynémes P de degré v tels que AP” + BP’ soit divisible par P, ol A et
B sont deux polynomes de degré N et N —1 respectivement. Si nous avions eu le signe + au lieu
du signe —, c’est-a-dire A = Q, B = @', le comptage et la caractérisation de tous les polynémes
P pouvait se faire trés simplement en utilisant une méthode variationnelle due & Stieljes, on
aurait exactement CY+¥~2 polynomes P dont les zéros sont réels et simples (comme ceux de
Q). Mais dans notre cas les zéros peuvent étre doubles et coincident alors nécessairement avec
certains zéros de Q comme on I’a montré au paragraphe 10.4. Notre probléme est justement
de compter les seules solutions P dont les zéros soient tous simples.
Supposons que P ait au moins p racines doubles qui sont donc d’aprés (10.4) p racines de
Q: U
P o 012

olt U est un diviseur quelconque de Q de degré p.
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Nous avons par hypothése

QP" —Q'P' —~RP=0 - (M.3)

On en déduit d’aprés (M.2)
P/Q+P (3U'Q, —UQ))— R P =0 (M.4)
D’apres le résultat de Heine déja cité, il existe en général M, = Civ_—z;—u =2 solutions P, &

'identité (M.4), pour chaque U de degré p. M,, est donc le nombre de polynémes P de degré
v ayant au moins p racines doubles prescrites.

Appelons N, le nombre de solutions P de (M.3) ayant exactement p racines doubles pres-
crites. Il est aisé d’exprimer M, en fonction des A, puisque les autres racines doubles de P
sont & choisir parmi les (N — p) zéros restant de Q.

On obtient donc

N—-—p)N—-p-1
My = Nyt (N = p)pyr + == D

= Z Cv{v_pr+T

r>0

(M.5)

Or, nous cherchons le nombre des polynoémes P sans racines doubles qui est justement N ;
il suffit alors d’inverser le systéme (M.5) et pour cela nous utilisons I'identité suivante

S(mpeltyrieN =cN ol =g (M.6)

v—2p
p>0

Cette identité se démontre simplement en égalant les coefficients de ¥ dans le développement
en puissance de x de 1'égalité suivante

1

m = (1 +I)N —33(1 +IIJ)N

(1-a)"

Reportons alors dans (M.6) le développement (M.5) de la quantité

N4v—2p—2 __
oty =M,

On obtient
9= ()PCYPCT Ny, (M.7)

p20 720

c’est-a-dire qu’apres avoir effectué la sommation & (p + 7) constant, nous trouvons, g = ANy, ce
qui démontre la proposition XIII.

Appendice N
Proposition XIV

Orthogonalité des coeflicients limites ¢ pour 7 =1et ¥ =2

v=1

@) == {@}={n}

Zc{q}(a)c{q,}(a) =0, si @#q. (N.1)

[24
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En effet,

1 1 1 1 1
;ka—Q1ka—QQ~Za:<ka—Q1 ka—QQ>Q1"Qi.

Cette derniere somme est nulle d’aprés la définition de ¢; et de ¢] comme racines distinctes
de 'équation (J.14) pour

v=2
1 1

@) = G =) T e =) (ks —a)

3 crp(@Blegy(@B) =0, {g} # (¢}

a<f

{a} ={aq, @}
’ ’ N.2
{dt ={a, «}. ®.2)
Nous supposons que si {g} # {q'}, 'égalité accidentelle des parameétres ¢ et ¢’ ne peut se
produire.
11 suffit de montrer

1 .
o%e:g(ka_ql)(kﬁ_%)(ka—q’l)(]gﬁ_qé)+(q1 ) =0

le premier membre peut se décomposer en quatre sommes partielles :

1 1 1
;;, (@ —q1) (g2 — 5) [(ka —q1) (ks — q2) * (ko —q1) (kg —qé)]

1 1
> (1 —q) (qz —q3) [(ka —q1) (ks — q3) M (ko — aq1) (kg — q’z)]

+ termes ol ¢ et g5 sont échangés.
Les deux premiéres sommes sont nulles, d’apres (10.14) en effet,

> 1 ‘Z( 2 1 ) 1
(ko — @) (kg — q2) 5 \2—a ks—aq1) ks —q2

a#f

2 2 1 ( 2 2 ) _o
20— G- \@2-q0 44— '
Pour les deux dernitres sommes, effectuons la somme sur o a l'aide des relations (10.14),
nous obtenons :

[ 2 1 N 2 1 }
Q- 0—0|ltb—Gks—02 @-ak—q¢

>

1 1 1 1 1 1
+Z / /|: + /]‘*‘(qi‘_’qé)

I R R ks —qiks—aq  kg—aq1ksg—q5



MODELE A 1D POUR UN SYSTEME DE FERMIONS EN INTERACTION 245

Effectuons la sommation sur 3, toujours & l’aide de (10.14) :

1 1 8
-2 ~9(%—-a)la —qg)

1 1 1 2 2 )
N—(@-Ge-—G\a—~¢ G-4q
1 1 1 2 2
+ _ 4 Al _ _ )

QI, q ‘l12 gy q1 — 45 \Q2 — 1 gy — 4o
+{(q < @)

Cette quantité est égale &

11 8 20+ — g2 — @)’ D
+ + (g1 & @) ¢ -
m—ﬁ@—%{m—wﬂﬂ—%)(m*MMrﬂD@—wﬂﬁ—w (@ a)

Apres réduction au méme dénominateur, on obtient au numérateur :
] ’ ’ / / 742 / 2l .
8l(gr — @) (2= 0D~ (@ — @) (@2~ B +2 [ — @2 + 6h —00)° — (@ — a2 — g} +64)*] =0;

ce qui démontre ’orthogonalité pour 7 = 2.
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Etats propres et valeurs propres de ’Hamiltonien d’appariement

M. Gaudin

Les résultats exposés dans cette seconde section et dans 'appendice C ont été obtenus anté-
rieurement a ce travail et démontrés complétement par R.W. Richardson et N. Sherman [9].

Résumé. — Le probléme de la diagonalisation de 'Hamiltonien d’appariement est résolu dans
le cas dit “non dégénéré”. 1l s’agit uniquement de |'Hamiltonien simplifié o les éléments de
matrice de linteraction sont tous égaux. La détermination des états propres et des valeurs
propres est ramenée a la résolution d’un systeme d’équations algébriques qui dérive d’un principe
variationnel. Une analogie électrostatique fournit une représentation intuitive de ce principe et
facilite en particulier 'étude du systéme infini. On retrouve ainsi certains résultats classiques
concernant 1’état fondamental, obtenus par la méthode des transformations canoniques. Les
implications de la solution proposée, en théorie des noyaux finis comme en théorie formelle de
la superconductivité, ne sont pas abordées dans cet article.

Abstract. — The problem of diagonalization of the pairing Hamiltonian in resolved for the
non-degenerate case. We consider only the simplified Hamiltonian which is characterized by the
equality of all the matrix-elements of the pairing force. The determination of the eigenvalues
and eigenstates is reduced to the resolution of a system of algebraic equations, deriving from a
variational principle. An electrostatic analogy permits us to find an intuitive representation of
this principle and facilitates in particular the study of infinite systems. With this method some
classical results concerning the ground state are re-established. The solution proposed in this
article is neither applied in theory finite nuclei nor in formal theory of superconductivity.

Introduction

Dans un travail récent [1] sur un modele & une dimension pour un systeme de fermions en
interaction [2], divers résultats ont été obtenus concernant les fonctions d’onde de ce systeme,
résultats qui nous ont paru intéressants par leur structure méme, indépendamment du modele
considéré dont ils tirent leur origine. En effet, I’étude de ceux-ci nous a conduits naturellement
& un traitement exact de “I'Hamiltonien d’appariement” dans le cas “non dégénéré”. Il s’agit
uniquement de ’Hamiltonien simplifié, ot les éléments de matrice de la force d’appariement
sont supposés égaux, tel qu’il est utilisé couramment en théorie du noyau [3,4].

© Les Editions de Physique 1995
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Le lien entre les deux problémes est le suivant: on obtient, comme sous-produit du traitement
du systéme & une dimension, une base particuliére et remarquable de fonctions de spin pour
N particules de spin 1/2. Or, dans le formalisme dit du “quasi-spin” [5], I'Hamiltonien d’ap-
pariement s’exprime en termes d’opérateurs de spin 1/2, ce qui permet d’ailleurs une méthode
systématique de diagonalisation numérique. Il se trouve que cette base de fonctions de spin a
un rapport étroit avec celle des états propres de 'Hamiltonien d’appariement, sans que nous
puissions dire si cette coincidence formelle est I'indice d’un rapport plus profond entre les deux
problémes.

La premiére section de cet article est consacrée a rappeler les résultats du modele linéaire [1,2]
qui sont & l'origine de la solution proposée, mais qui ne sont pas logiquement nécessaires
a 'explication de celle-ci. Dans la seconde section les équations couplées qui déterminent le
spectre et les états propres de 'Hamiltonien d’appariement sont établies directement et leurs
solutions sont dénombrées. On calcule ensuite les valeurs moyennes des nombres d’occupation
et I’on conjecture I'expression générale du coefficient de normalisation de la fonction d’onde.
La solution complete du probleme de diagonalisation posé est ainsi obtenue, mais ne permet
pas une comparaison immédiate avec les diverses solutions approchées, comparaison qui reste
4 faire dans son ensemble. Nous ’avons amorcé dans la troisitme section en étudiant D'état
fondamental du systéme infini. On retrouve alors les résultats classiques obtenus par la méthode
des transformations canoniques. La question de I’équivalence de la fonction d’onde exacte et
de la fonction d’essai asymptotiquement exacte de B.C.S. — équivalence définie par 1'égalité
des valeurs moyennes de tout opérateur — n’est pas abordée. La classification des états et la
construction des diverses excitations élémentaires devraient constituer une suite & cette étude
déja trop longue.

1. Une base de fonctions de spin

1.1. LES FONCTIONS D’ONDE D’UN SYSTEME DE FERMIONS A UNE DIMENSION. — Nous con-
sidérons d’abord un probleme linéaire concernant un systéme de fermions identiques de spin
1/2 dont linteraction est indépendante du spin. La fonction d’onde complétement antisymé-
trique appartenant au spin total S, repéré par les nombres quantiques notés {E}, admet la
décomposition classique suivante sur la base standard des fonctions de spin X,f-, :

P (2,815 o o, sn) = Z‘P?pE} (r122 ... CUN)X; (8182 ... sN) - (1)
T

Les x; sont les coordonnées d’espace, les s; les composantes magnétiques des spins. L'indice
de sommation T' varie sur tous les tableaux d’Young numérotés, & deux colonnes de longueur
respective N/2+ S et N/2 — S = M. L’indice T désigne le tableau complémentaire de T'.

{E}

Dans le modele précis & une dimension que nous considérons, les fonctions d’espace ¢
sont les fonctions propres de PHamiltonien suivant :

2

H:—Z%+2V26(xi—xj). (2)
i 2 1<j

11 suffit évidemment de construire les solutions relatives & un seul tableau 7', pour les avoir

toutes. Choisissons T de sorte que les variables z1, 3, ... s soient dans la seconde colonne de T'

et Tpri1, Tar4o, - Ty dans la premiére colonne. Les fonctions cpﬁpr} sont donc antisymétriques

dans les variables de chaque colonne séparément, et vérifient la condition suivante :

Ovr=(Pivt1+Pivge+- -+ Py —1) (p,fFE} =0. (3)
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L’opérateur de symétrie O, somme de diverses transpositions P; ;, 1 > M, est hermitique.
Les solutions de ’équation de Schrédinger :

Hel™r = BplP), 0pf =0, (4)

forment donc un systéme complet de fonctions d’espace orthogonales ayant la classe de symétrie
du tableau choisi T, et repérées par les nombres quantiques {E} (énergie, spin, et tous les
autres).

1.2. LA LIMITE V — 0. — Supposons maintenant que la constante de couplage V tende vers
zéro. Les fonctions d’espace go,_{rE} (construites en référence [1]) sont des fonctions continues de
{E}

V et tendent vers des fonctions limites (que nous noterons encore ¢y ’) qui forment donc une
base compléte orthogonale de fonctions d’onde de particules indépendantes de symétrie donnée
T; on a les relations d’orthogonalité:

/W;{E} (t12 o 23) o (@1y o on)day o day =0 st {E}£{E).  (5)

Il se trouve que les fonctions limites sont associées a la donnée d’'un ensemble de N nombres
d’onde réels et distincts {k} = {kikz ... kn} qui constituent donc en fait une partie de l'en-
semble des nombres quantiques {E}.

Nous écrivons :

{E} ={k, q}, (6)
olt {¢} désigne un ensemble de nombres quantiques qui compléte 'ensemble {k}. Les fonctions
d’ondes limites admettent donc un développement en termes de déterminant de Slater, qui est
le suivant :

(B} = {E} kPl kPM kP(M+1) kPN
YT (z1 ... 2n) = ;I(P)C (P, Py, ... PM)[ T Ty :l [ Tatar - Ty . (D)

La somme porte sur les permutations P d’ordre N ; I(P) est le signe de la permutation P ;
les coeflicients
CEHaBy ... §) = CLEY (Fy) (8)

sont des fonctions complétement symétriques de M indices distincts formant une partie Fyy
des entiers variants de 1 & N.

La condition de symétrie donnée par I’équation (3) est équivalente aux CJy_, conditions
suivantes sur les coefficients C{F}(F) :

> clFHapy .. 6) =0, (9)

acCFpr-1

pour tout Fpr—y = {8y ... §}.
11 résulte alors de 'orthogonalité des fonctions limites écrites dans ’équation (5) que 'on a
en particulier :

[t @l @ de =0, s (g} # (ah (10)

On déduit de I’équation (10) les relations d’orthogonalité sur les coefficients C relatifs au méme
jeu de nombres d’onde k ;

> ¢ (apy . )C™ Hapy . 6) =0, si {g} #{d}. (11)

f



250 TRAVAUX DE M. GAUDIN

1.3. FORME DES FONCTIONS D’ONDE LIMITES. — Le résultat essentiel sur la limite V = 0
des fonctions d’onde du modeéle & une dimension est le suivant : le coefficient C'1%-9} est défini
comme une somme sur toutes les permutations R d’ordre M

1 1 1
~qr1 kg — qra2 ks —qrum

clbdafy .. )= p
R [a3

c’est-a-dire dans la notation condensée du “permanent” :

+ +
1
ku_qi

ctha(F) =

(12)
veEF
1<i<M

ou 'ensemble {q} = {q1¢2 ... gar} est une solution du systéme des M équations algébriques

Yoo S
=2 L 1<i< M. 13
;ky—ql' ;qg'—(h (13)

Rappelons que les k sont des nombres donnés, réels et distincts ; les nombres ¢ sont en
général complexes, mais nécessairement distincts entre eux, distincts des k, et finis.
Nous avons donné en appendices A et B les démonstrations des deux propositions suivantes.

Proposition 1
Si {¢} est une solution du systéme d’équations (13), les coefficients C{¥:9} vérifient les con-
ditions (9) de symétrie T'. Ils sont réels.

Proposition IT
Le nombre de solutions convenables du systéme d’équations (13) pour les nombres {q}, est
. N . ) )
exactement égal au nombre de fois que la représentation (Dl/ #}" contient la représentation

DS:N/Q_M, c’est-a-dire

gym = CA"\/; — CAA/;_l. (14)

1.4. UNE BASE ORTHOGONALE DE FONCTIONS DE SPIN. — Le modeéle a une dimension nous a
livré le systéme des coefficients limites ik} avec lequel nous pouvons maintenant construire
un systeme de fonctions de spin en quelque sorte corrélatif du systéme de fonctions d’espace
précédemment considéré.

Donnons-nous N opérateurs de spin 1/2 : S;, 1 <1 < N, et appelons |0) I'état de référence
“ferromagnétique”

Si10) = -310), i (15)

Considérons les fonctions de spins suivantes de norme 1 :
1
IX) = —==>_C(aBy ... 6)SESE ... 5}H0). (16)
VD =

La somme porte sur tous les ensembles ordonnés de M indices distincts Fpy = {afv ... 6}. On
a introduit un coefficient de normalisation DX,;/ ? de sorte que

Dy =) C*(apy .. 6). (17)
Fum
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(Nous avons omis d’indexer les diverses quantités par I'ensemble {q}).
On notera que l'expression (12) des coefficients C(F) permet d’écrire I'état |){9} sous la

forme
0@ = =711 (Zk _qz> . (19

Ti=1 \v=1

Nous avons les résultats suivants :
a) |x) est fonction propre de 5*
Z N
50 == (5 - M) -

Ix) appartient au spin total S = N/2 — M
En effet, les conditions de symétrie (9) qui résultent de la proposition I sont équivalentes a

57 1x) = 0. (19)

c) Les différents états |X{q}> sont orthogonauz

<X{q}|x{q'}> -

— S clilF)eti(F) =o, (20)
Fum

d’aprés les relations (11) pour {q} # {¢'}.

Remarquons que nous n’avons pas de démonstration directe de cette orthogonalité (sauf pour
M =1, 2), mais qu’elle résulte des considérations exposées au paragraphe 1 de cette section,
sur I'orthogonalité des fonctions d’onde d’espace du modéle & une dimension.

d) Les états |X{q}> constituent une base orthonormée compléte de fonctions de spin
=-S=M-N/2

En effet, nous avons gy = CY — C4_, solutions distinctes {q} d’aprés la proposition II, ce
qui est exactement la dimension du sous-espace des fonctions de spin total S = N/2—M = -S,.
L’indépendance linéaire résulte de 'orthogonalité.

Notons que 'on construit évidemment tous les états de composante de spin 5% # —S par
application répétée sur |y) de l'opérateur S9. La structure des états obtenus reste la méme
que celle qui est donnée par 'expression (18) & condition de considérer que certains nombres g
peuvent devenir infinis.

e) Il nous manque la valeur du coefficient de normalisation sur lequel nous faisons la conjecture

2
D}{\;} =det |g (qi) (5@' + R (21)
(@ —a)" |y

avec la définition

M M
g(qi)zz(k 22' (22)

_ql =1 \d¢ _q’b)

Il est entendu que les termes (——)5 sont & remplacer par 0 pour 7 = j.
=g
Cette conjecture a été vérifiée pour M =1, 2.
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2. Etats propres et valeurs propres de I’Hamiltonien d’appariement

Les résultats exposés dans les deux paragraphes suivants et les appendices C et D ont été
obtenus antérieuremment et démontrés complétement avec leur méthode propre par R.W.
Richardson et N. Sherman [9]. C’est la raison pour laquelle ce travail n’a pas été publié.

2.1. IL’HAMILTONIEN D’APPARIEMENT ET LE FORMALISME DU “QUASI-SPIN”. — Sans pré-
ambule sur les systémes physiques de fermions, auxquels il est généralement appliqué, nous
considérons I’Hamiltonien d’appariement simplifié sous la forme habituelle en seconde quanti-
fication :

N
H= Z %Eu (aiay + afya—u) -G Z Z a"_’,/a;"al,/a_l,/, (23)
v=l v=1yp'=1

Nous avons 2N états individuels associés par paires v, —v, 1 < v < N. L’énergie non perturbée
d’une paire v est €, les états appariés ayant la méme énergie égale & —¢, /2. L'intensité G de
la force d’appariement est positive.

Le probléme est de construire les états propres |¢) de 'Hamiltonien (23) pour un nombre
donné de particules. On sait qu’il suffit de se limiter & la recherche des états “occupés par
paires”, puisque la force d’appariement ignore les états occupés par des fermions célibataires.

Considérons en effet le systéme d’opérateurs de spin appartenant & la représentation réduc-
tible D'/2 4 2D° .

oz ==(ata, —at,a.,)

2

Y =ala_,

1<v<N. (24)

Ces opérateurs commutent tous avec H. On peut donc choisir les fonctions propres |¢) de sorte
que l'on ait )
o) =+50) ve (L)
et (25)
oY) =0 ve{CL)

ot £ désigne un ensemble de L indices distincts prisde 1 4 N. Si v € {L}, I'état v ou Vétat —v
est occupé par un fermion célibataire. Or 'interaction d’appariement est ineffective entre les
états £{L}. Il suffit donc de diagonaliser H dans le sous-espace construit avec les seuls états
de paires {CL} et d’ajouter & I'énergie la quantité

"

Nous nous restreindrons donc & la détermination des états totalement appariés a M paires qui
vérifient les conditions :

ol¥ry =0, 1<wv <N, (26)
N
Y afally) = Mly). (27)
v=1

Suivant le formalisme du quasi-spin, nous introduisons les N nouveaux opérateurs de spin
1/2 (la représentation D° est éliminée par les projections (26))

[N

1
Sz = 3 (afa, +at,a_, —1)=n, —
St =at af

—vr

’ (28)
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et le spin total

N
S=>8, (29)
v=1
avec N
S,=M-—. (30)
2
L’Hamiltonien s’écrit alors
N
H=> emn, -GSTS™ (31)
v=1
et le nombre de paires
N
M = Zn,,.
v=1
2.2. ETATS PROPRES ET VALEURS PROPRES. — Tout état propre & M paires admet un dé-

veloppement sur la base des fonctions de spins élémentaires :
1
[v) = 7 S elafy .. 6)SESS ... S10), (32)
f

ol F = {afy ... §} est un choix courant de M indices distincts.
L’équation aux valeurs propres

Hip) = Elp) (33)

s’écrit en terme des coefficients e du développement (32) :

(ea+eg+---+es—E)e(aBy - 6):GZ’e(yﬁ7 e 8 Helavy -- 6+ (34)

+e(aBy -+ v),

ol la sommation sur v, notée E " doit étre effectuée sur les valeurs de v telles que les indices

v
figurant dans les coeflicients e soient tous distincts.
Prolongeant la définition des coefficients e au cas olt deux indices deviennent égaux, on écrit
les équations (34) sous la forme

(catept e —E)e(apy - 6)

N
—Gzle(l/ﬁ'y e &y telavy - 6+ +elaBy oY) (35)
+G{e(BBy - &) +elaary -+ 8)+ -} =0.
Dans cette derniere ligne du premier membre de 1'équation (35), figurent M{AM — 1) termes,
ol tout indice de F = {afvy - -- ¢} figure deux fois de toutes les fagons possibles.
On peut encore présenter le systéme d’équations (34) ou (35) sous la forme suivante : soit P
une permutation d’ordre N telle que

F={P1, P2, ... PM}.
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On obtient pour le systeme (35)

M N
(epi+epa+ - +epu — E)e(PL, P2, --- PM)=GY_ > e(P1, P2, -+, Pi, ---, PM)
1=1 Pi=1
+G> e(PL -+ Pi v Pi-- PM)+ePL -~ Pj-- Pj ... PM)=0.
i<j (36)
i i T i
i j i Ji

Ce systeme linéaire pour les CAA} coefficients e(F) étant établi, la proposition suivante démontrée
en appendice C en donne des solutions :

Proposition IIT

Si les M nombres complexes distincts Ey, Fy, ..., Ep sont racines du systéme d’équations
algébriques
Yo M1 1
-2 ' == 1<i< M, 37
;EU—Ei ;E]'—Ei G == ( )

(ce qui implique aussi E; # ¢, ), les coefficients

e(aﬂ’y--~6):2 ! 1 1

b
€ — Er1€p — ERo €s — Erm

ou dans une notation plus condensée

+ +
Fu) = : (38)
e(Fy) = perm T E ey
1<i<M
constituent une solution du systéme linéaire d’équations (34), (35) ou (36), avec
E=E+Ey,+---+Ey. (39)

On peut encore énoncer la proposition équivalente.

Proposition IV
Si{E} == {E1, Ej, ..., Eux} est une solution du systéme algébrique (37), ’état & M paires

1 1
!AEIAEZ o Ap,,|0) (40)

VDipy M!

est un état propre de I'Hamiltonien (23) pour ’énergie

M
1

avec la définition de l'opérateur de création de paires

)t =

N oot at
Ag, =) f—:uV—EUi' (41)

v=1
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Cette proposition résulte trivialement de la proposition précédente, compte tenu des pro-
priétés des opérateurs de création de paires et de la forme des coeflicients e (Eq. (38)).

Preuve pour M = 3.

Nous allons donner ici une démonstration de la proposition III, dans le cas particulier M = 3
qui illustre bien la méthode de la preuve générale faite en appendice C. Nous prenons les
équations sous la forme (35) :

(ea +eg+ ey — E)e(afy)

N
-G Z_; e(vBy) + e(avy) + e(afv) (42)
+G{e(aaf) + e(aay) + e(BBa) + e(B47) + e(vya) + e(vyB)} = 0.
Posant . ) )
ela = , 43
(af7) ;Ea_EPleﬁ_EP257_EP3 (43)
et
E=FE; + E;+ Es, (44)
on obtient pour la premiére ligne de [’équation (42)
(ea +eg+ey,— E)e(afby) =
1 1 1
ca —Ep1+eg—Eps+ey,—E = 45
; ( r1+ég P2+ €y P3) e —Epreg— Epyz, — Eps (45)
1 1
+ (circ. sur afy).
; €g — Epaey — Eps ( )
De méme pour la seconde ligne de I’équation (42) on obtient
Y 1 1
-G + (circ. sur afvy). 46
;EEV—EP1€/@—EPQE7—EP3 ( 'BFY) ( )
Posant
Yoo
E) = —— 47
FE)=Y —F (47)
on trouve pour la somme des deux premiéres lignes de P'équation (42) :
1 1 .
Z (1-Gf(Epy)) + (circ. sur afy). (48)
eg — Epaey — Eps

P

Considérons maintenant la troisieme ligne de ’équation (42) ; nous avons

elaaf) + e(aay) = Z ! = ! + Z ! ! L

— €a — Ep1ea — Epyeg —Eps 5 ca— Ep1€a — Epzey — Eps

1 1 1

1 1 1
=23 +2 . 49)
7 Ep2 — Ep1ea — Epz 5 — Epg ZP: Epy — Epyea — Epaey — Eps (
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Echangeant alors circulairement «, 3, 7, on obtient pour la troisieme ligne de I'équation (42)

1 1 1 1 1 1
2 + + (circ. 50
; Epy — Ep1eq — Epyeg — Eps zp: Epy — Ep1eq — Epzeg — Epy (cre.) ~ (50)

Remarquant que la seconde somme sur P est équivalente & une somme sur Py3, (Py3 = trans-
position (23)) on obtient

1 1 1 1
2 + + (circ. af
XP: <EP2 - Ep;  Ep3— EP1> €a — Epseg — Epg3 ( 7)

-~ 1 1 1
=2G ! + (circ. af7). 51
EP, Z B Fn | s e By T (i @) (51)

Chaque terme de cette somme (Eq. (51)) peut étre identifié & un terme de la somme (48), si

I’on peut prendre

1
1_Gf(EP1)+2GZ/m:0, VP>
; K
J

c’est-a-dire si le systéme d’équations suivant est vérifié

AN 5 1 1
> —2y =

Ey — Ei - Ej — Ei G (52)
1 7j=1

pour ¢ = 1, 2, 3. Ce qui démontre la proposition IIT dans le cas particulier. La méthode générale
est la méme.

Enfin la proposition V nous permet de conclure que nous avons toutes les solutions du
systeme d’équation (34), c’est-a-dire tous les états propres de H & M paires.

Proposition V

Si les €, sont tous distincts, il existe en général exactement C3 solutions convenables {E} du
systéme d’équations algébriques (37) qui fournissent donc un systéme de nombres quantiques
suffisants pour indexer les états |1} & M paires.

Le dénombrement est fait en appendice D, par une méthode identique & celle utilisée pour
la proposition II.

Remarque sur le systéme limite G=' =0

On peut considérer chaque systéme { E} en chaque coefficient e{#}{ F} comme une branche de
fonction algébrique de la constante de couplage G, branche que I'on peut suivre par continuité.
Dans I'hypotheése de continuité, pour G — o0, il existe une injection des systémes limites
{E}|g=0o d’ordre M, dans les systemes solutions des équations avec G™1 = 0. A la limite
G~! = 0, 'Hamiltonien H devient équivalent & GStS~ et les états propres limites non nuls
satisfont donc

N
S|P N imite = — (5 - M) 1% Mimite - (53)
+o— T FE
STS |w>limite et Gh—rvnoo 5 |d)>limite- (54)

Ils appartiennent donc & une valeur donnée du spin total.
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Nous sommes donc amenés a conjecturer qu’a la limite G~1 — 0 certaines solutions { £} sont
telles qu'une partie des E; tendent vers l'infini. Les C] solutions & M paires se classeraient
donc a la limite en

N
oy —cl 1= gu solutions avec § = (—2— - M> (tous les E,; finis)
N
gp—1  solutions avec S = (— - M+ 1) (1 nombre E = o0)
2 (55)
: | N
go = 1 solutions avec S = > (M nombres E = 00).

Ces considérations intuitives montrent comment la base de fonctions de spin obtenue précé-
demment et construite section 1 (avec correspondance k «+ ¢ et ¢ «— E, peut étre considérée
comme la base limite des états propres de 'Hamiltonien d’appariement lorsque la constante de
couplage tend vers l'infini.

2.3. PROBABILITES D’OCCUPATION ET NORMALISATION. — Le coefficient de normalisation
D%{z qui figure dans 'expression (32) ou (40) de 1’état propre W{E}> reste a déterminer : le
calcul direct croit rapidement en difficulté avec I’ordre M. Nous Vavons effectué pour M =1, 2.
Cependant, nous savons calculer la valeur moyenne du nombre d’occupation 7, dans un état

quelconque. En effet, on obtient par dérivation de ’équation aux valeurs propres

3 <¢{E} 'nyl¢{E}> _0E

("%){E} = <¢{E}I"p{E}> = e, (56)
Or par différenciation des équations (37) on obtient
de
D, dE; = —_— (57)
; JAE; ;(EV_Ei)Q
avec 5
Dij =g (El) (5”‘ + (E_—[”E, (58)
? 7
et 1 1
Ey=Y ———— -2y ———— 59
78 ZV:@V—EM ;wz—ﬂ-)? )
o OF; , . ) ,
La quantité (n,) = Z o se présente donc comme le quotient de deux déterminants
0 1 1
(e — Ei)’ (5 — Ent)’
1 1
(ny) = Dy 11 D (60)
1 M+1

Ce résultat nous permet de faire la conjecture :
Le coefficient D gy est égal au déterminant de la matrice D;; défini dans I'équation (58).
Ceci est vérifié pour M =1, 2, par un calcul direct.
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2.4. CAS DE DEGENERESCENCE PARTIELLE. — La théorie précédente a été faite dans I'hypo-
these générique ol les niveaux non perturbés sont tous distincts. C’est dans cette hypothese
explicite que le dénombrement des états propres a été effectué en appendices B et D, et que
ceux-ci sont définis sans ambiguité par les formules (37) et (40).

Or le cas de dégénérescence partielle est constant en théorie du noyau sphérique, et il nous
faut U'envisager. Les équations aux valeurs propres (Eq. (37)) gardent un sens si plusieurs ¢
deviennent égaux, mais il se peut alors que nous “perdions” des solutions. Examinons & titre
d’exemple le cas instructif ol deux ¢, soit €] et €, tendent vers une valeur comme ¢; de la
facon suivante : )

5,11, :gfg} §— 0. (61)
On trouve aisément que les équations (37) sont satisfaites si I'un des nombres E;, par exemple
FEq, est voisin de €7 :

Ei =1+ 18 +0(8°) (62)
avec M N
1 1 1 1
Cy=— — e . 63
! 2G ;Ej—€1+2;é'y—€1 ( )

Si donc un des E;, soit Eq, tend vers la valeur limite commune de deux ¢, les équations (37)
restent valables & condition de supprimer les deux niveaux qui dégénerent et de rabaisser 'ordre
du systeme d’une unité.

Quelle est la fonction d’onde limite correspondante 7 Il y a une indétermination & lever
puisque les coefficients e contiennent des termes non bornés de la forme

S St
+
el —E el -E

T (64)

et que le coefficient de normalisation D devient lui aussi infini.
L’indétermination est aisément levée et ’on trouve :

lim ’w{E}> _ \/ii (51 — 5i) ‘w{EzE3 EM}> ’ (65)

6—0 ey=e=e1

ol Détat [p{F2 - Em}) est construit avec la solution convenable du systéme d’équations (37)
d’ordre M — 1, qui ne contient plus I’énergie des niveaux dégénérés. En bref, on a couplé dans
I’état singulet les deux quasi-spins associés aux niveaux dégénérés, qui n’interviennent donc
plus dans le probleme.

L’énergie de cet état limite est

lim EM =¢, + Ey 4+ -+ Ey =¢, + EM-D,

On peut dire que I'état limite est un état de sémiorité 2. Plus généralement, chaque fois que
deux niveaux de paires dégéneérent, la séniorité peut augmenter de deux unités. Un état & M
paires de séniorité 0 est caractérisé par lexistence de M nombres E,, Ey, ..., Ey distincts,
formant une solution du systéme (37) d’ordre M, quelque soit la dégénérescence des niveaux
non perturbés.

Un état de séniorité 2s, est caractérisé par M — s nombres F; solution d’un systéme d’ordre
M — s, ou l'on aura supprimé s couples de niveaux dégénérés, de facon arbitraire. La question
des niveaux d’énergie dans les cas de dégénérescence partielle est donc résolue.
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En ce qui concerne les fonctions d’onde le probléeme est plus complexe, car il semble a priori
que les états limites de séniorité non nulle dus & la confluence d’'un certain groupe de ni-
veaux, vont dépendre de la maniere dont les énergies non perturbées tendent 'une vers l'autre.
Ces états limites auraient justement un intérét physique dans la mesure ou la dégénérescence
serait levée par une légére perturbation de PHamiltonien, par exemple un potentiel moyen qua-
drupolaire. Si la déformation n’est pas négligeable on est ramené au cas non-dégénéré. Dans le
formalisme proposé, on pourrait reprendre le probléeme de 1’équilibre d'un noyau fini sous les
effets contraires de la force d’appariement et de la force dérivant du potentiel moyen. On aurait,
pour le niveau de particule dans un champ moyen quadrupolaire, la dépendance suivante

cim =5+ D (ImlQli'm’) (njim) - (66)

j/mr

en fonction de Pintensité du quadrupole @, et de 'occupation des différents états individuels.
Les équations (56) et (66) déterminent en principe les niveaux &,.,, et la forme d’équilibre du
noyau.

2.5. DETERMINATION DES SOLUTIONS {E}. CAS DE DEGENERESCENCE. — Le calcul pra-
tique des valeurs propres de I'Hamiltonien d’appariement est fondé sur le systéme d’équations
algébriques (37) pour les quantités E;. Montrons qu’on peut formuler le probleme de la fagon
suivante :

(z — g,) étant donné avec tous ses zéros distincts, trouver deux

::12

— Le polynéme K(z
polynémes ()(z) de degré M R(z) de degré N — M — 1 tels que l'on ait l'identité
KQ'—-(GT'K+K')Q +RQ =0, (67)

avec la restriction que @ ait aussi tous ses zéros distincts : ceux-ci sont alors les quantités F;.
Montrons d’abord que les équations (37) entrainent l'identité (67). L’écriture de 1’équa-
tion (37) — c’est-a-dire l'existence de I'état propre correspondant de ’Hamiltonien - implique :

Q'(E;) #0, K(E)#0.

Le systeme (37) s’écrit alors
K'(E) QB _ 1
K(E) QB G

Ceci entralne que le polynéme
KQ"-(GT'K+K')Q'

est divisible par Q.
Inversement, si 'on a une solution ) sans racines multiples du probleme (67) on obtient

K(E)(Q"(E) -G 'Q(E)) - K'(E)Q'(E;) =0. (68)

Mais par hypothése Q' (E;) # 0, si Q est une solution convenable de I’équation (67). D’autre
part K a toutes ses racines distinctes : K (FE;) et K’ (E;) ne peuvent étre simultanément nuls.
Divisant I'égalité (68) par K (F;) Q' (E;) on obtient le systéme d’équations (37).

En cas de dégénérescence des niveaux non perturbés, il est évident que le systéme (37) et le
probleme (67) gardent tout leur sens. Mais ils ne sont plus nécessairement équivalents. Comme
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nous l'avons vu au paragraphe 2.4, on peut imaginer de produire la dégénérescence en faisant
confluer les niveaux par paires. Le polynémes K admet alors une racine double et nous avons
vu qu’un des nombres E, c¢’est-a-dire un zéro de @, peut coincider a la limite avec le zéro double
de K. On montre facilement sur 'identité (67), que les autres nombres E sont déterminés par
un probléme identique & (67) obtenu en supprimant le zéro commun de K et de @, c’est-a-dire
en abaissant le degré de () d’une unité, et celui de K de deux unités. Ceci peut étre fait chaque
fois qu’une paire de niveaux dégéneére en un seul, fournissant ainsi ce que nous avons appelé
des états de séniorité 2, 4 ... selon que le systéme de rang M est abaissé au rang M —1, M — 2,
etc... .
La formulation de I’équation (67) est utile dans le cas de forte dégénérescence, de sorte qu'il
y ait un petit nombre de valeurs distinctes des ¢. Traitons rapidement le cas de deux niveaux
également dégénérés [6] :
g1 = O, Eg = 1.
K(z) =[z(z-1)]"? N pair.

Le polynéme @Q correspondant a la solution de séniorité 0 (sans racines multiples) vérifie ’équa-
tion différentielle (67) ot R est nécessairement du premier degré.
On trouve par identification

(69)

z2(z—-1)Q" — {G_122 +(N-G ")z~ %f—} Q' (70)

+{MG 2+ EG'+M(N-M+1-G"")}Q@=0.

C’est une équation de Heun dont les solutions polynomiales sont déterminées par une récurrence
a trois termes :

M
Q(z) = Za,/z”, ay =1, apy_1 =-F.
0

(v+1) <g - y) app1 +{{(M—-v)(N-M—-v+1 -G Y)Y +EG Y} a, (71)

+G Y M —v+1a,_; =0,

d’ou I'on déduit ’énergie E' comme valeur propre d’une matrice M x M, comme on l'obtiendrait
par application directe de la méthode de Kerman. Le seul avantage est ici celui de I'écriture
systématique.

Du point de vue numérique I'avantage de poser le probleme avec I'identité (67) est donc assez
mince, bien que la théorie de I’élimination permette toujours d’obtenir directement E comme
zéro d’un polyndmee de degré élevé dépendant uniquement des coefficients de Q.

2.6. UN PRINCIPE VARIATIONNEL. Nous allons donc revenir & une représentation plus
intuitive des solutions du systéme d’équations (37) & l'aide d’un principe variationnel et d’une
analogie électrostatique déja utilisée par Stieljes pour ce genre de probleme [7].

Analogie électrostatique
Ecrivons & nouveau les équations (37)

1L 1 LA 1
_E 7_2 _— = 72
2V:1 E,,—Ei =1 E]’—Ei 2G ( )

Elles traduisent un probleme d’électrostatique & deux dimensions : on se donne N charges
—1/2 fixées aux points d’abscisses ¢, sur Paxe réel, et un champ uniforme superposé parallele
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a l’axe réel et d’intensité —1/2G. Trouver les positions d’équilibre (instable) de M charges +1
d’affixes F; sous l'effet de leur répulsion mutuelle, de leur attraction par les charges fixes, et
du champ uniforme. On obtient ainsi le principe variationnel suivant.

Principe variationnel
Les solutions de ’équation (72) rendent stationnaire le potentiel électrostatique suivant :

1 1 _
W{E}=+§;log |5U—Ei|—; log |Ei—Ej[+2—éZEi. (73)
L’énergie E est le centre de gravité du nuage de charges E; qui est nécessairement symétrique
par rapport & I’axe réel du fait de la “réalité” du systeme (72).
o Cette analogie explique intuitivement la possibilité de confluence d’une charge E(+1) et
de deux charges £(—1/2), dans la configuration instable suivante :

(74)

¢ Elle permet de construire certaines classes de solutions. En particulier, il existe une solution
d’énergie élevée définie par la configuration réelle suivante (cas N = 2M)

(75)

E
1 EZ E3

— ; ———rt } F —
1 €2 3 €4 &5 6

¢ FElle permet sans doute la recherche sur ordinateur des “cols” de la fonction W ; partant
d’une solution approchée { E®} on utilisera I'approximation quadratique W!

1 O*W
2 4~ OFE,0E;
1, j 0

(E: - E?) (E; - EY), (76)

W1:W°+Zgg (E; - E?) +
1 10

pour déterminer le col de W(1) ; la matrice 9°W/9E,0F; est identique & —;—Dij définie par

I'équation (58). On en déduira une valeur plus approchée { E* }

(1) _ p(0) 1y WL —
EV =E"+2) (D Vo 25| (77)
j "o
d’ot 'amorce d’un processus itératif.
3. Application au systéme infini
3.1. FORME LIMITE DES EQUATIONS COUPLEES. — Il est intéressant d’examiner comment les

équations (37) ou (72) permettent d’obtenir ’énergie par particule et la fonction d’onde de
I’état fondamental de 'Hamiltonien B.C.S. pour un systéme infini. 11 s’agit d’étudier la limite
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ou le nombre d’états disponibles et le nombre de particules augmentent indéfiniment dans
les conditions

= ]—%—, % et ¢ étant finis. (78)

Nous nous laisserons guider par I'analogie électrostatique précédemment décrite, qui permet

de raisonner physiquement sur les distributions continues de charge. La donnée du spectre

d’énergie des paires non perturbées est maintenant équivalente & celle d’une densité de charge

négative —p(e), supportée par une portion ? de 'axe réel. Puisque nous avons N états de

paires, la charge totale sur 2 est

N
_ / o(e) de = - (79)
Q 2
Par exemple pour un systéme a trois dimensions on aurait
Q =10, x]
avec
p(e) o< Ve

On peut aussi supposer que la force d’appariement n’existe que dans certains états qui
occupent un intervalle d’énergie [—w, +w)] avec une densité uniforme.

Ceci posé, nous faisons ’hypothese fondamentale, que, pour une famille de solutions limites
de (37) (N — o0), la distribution limite des charges +1 d’affixes E;, a pour support un certain
nombre d’arcs I'y, différentiables par morceaux, dont la réunion est appelée I'. Cet ensemble
I’ est évidemment symétrique par rapport & I'axe réel. On désigne par ay et by 'origine et
Pextrémité de I'y, ce qui définit une orientation de I'y.

La densité de charge positive sur I' au point courant £ sera noté r(£). D’aprés ’analogie
électrique nous avons les expressions suivantes du nombre de paires et de ’énergie totale

/F r(€)lde] = M, (80)

/F er(©)|de| = E. (81)

Le potentiel électrostatique complexe di aux distributions p(e) et () est donc une fonction-
nelle de I" et de r :

Wiry= [ ote) de [ ri@aeitog =)= 3 [ [ rtern(e) o (6~ ¢)laglag

1
— dé|. 2
+ 56 [ el (52)
L’équilibre des charges sur un systéme d’arcs donné fournit autant d’équations que d’arcs
oW
——=0, ¢(€l'y, 1<k<K. 83
G (59

Elles expriment que les I'y, sont des arcs d’équipotentielles de la distribution totale (sauf si
I'un des arcs coincide avec un segment de ’axe réel).

Enfin W doit étre stationnaire par rapport aux variations des arcs, ce qui implique que le
champ électrique total est nul en tout point de I'. On en déduit la forme limite des équations (37)

ple)de [ r@)de] 1 _
/Qe—g P/(F) i_¢ “3g =0 f€T (84)
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3.2. SOLUTION FORMELLE. — Cette équation intégrale singuliére est d’un type trés classique
[8]. Orientons chaque arc Ty, de son origine a; a son extrémité by, et appelons Ly le lacet orienté
positivement autour de I'y. Nous cherchons un champ h({) analytique en dehors de I" et de
I’axe réel, tel que
1

H(OIdE] = 5 (e (€) ~h_()) €, €T, (35)
ou h.(£) et h.(€) désignent respectivement les valeurs limites de h(£) & droite et & gauche de
I'. Posant

K 1/2
R(¢) = [H (€ —ar) (€~ bw} , (86)
k=1
essayons une solution qui s’annule aux extrémités de I', de la forme suivante :
p(e) de
we =Ree) [ AL (87)
o €—¢§

comme le champ doit tendre vers une constante a I'infini, les i — 2 premiers moments de la
fonction ¢ doivent étre nuls.
Nous avons alors les égalités,

r(£)]d¢'| 1 hy (€Y —=h_(¢) |, 1 h(e') de'
Y _g om T e 9 Ton — CT.
[ mam | e 2m'/<m T (88)

Substituant dans I’équation (88) la valeur de h(£) donnée par (87) et (86), et appliquant le
théoréme des résidus, on obtient :

! !
P / f—%lcg—l = demi somme des valeurs a droite et & gauche de
r C—
! d¢’ / p(e) de / p(e)R(e) / K-1
— ——R == | =L ——2de+ | " p(e) de. 89
2w Sy £ ¢ (5)95—5' o €—¢ 0 (©) (89)

Le second terme du second membre de P'équation (89) provient du résidu a l'infini. Si ’on
compare les égalités (89) et (84}, on obtient la solution

_ ple)
p(e) = R
avec les conditions © )
/QsK_l% dszﬁ. (90)
/ ek g((?) de=0, 0<k<K. (91)
Q

Le champ (&), d’ou I'on déduit la densité de charge sur les arcs par 1'égalité suivante

&) = ~IH(O),

est donné par ’expression
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Il a la valeur —1/2G & linfini.
Il reste & déterminer la forme des arcs, en écrivant que ce sont des arcs de courbes équipo-
tentielles de la distribution totale :

¢
R / h(¢') de' =0, €€ Ty (93)

La solution se généralise aisément au cas ol il existerait un seul arc fermé, comme nous le
verrons sur un exemple tres simple.

3.3. LES EQUATIONS DE B.C.S.. — Nous ne savons pas a priori quel nombre d’arcs choisir
pour obtenir I'état fondamental. Il semble que pour un nombre K donné, les équations (90), (91)
et (93) n’admettent qu’un nombre fini de solutions pour les extrémités des arcs. On obtiendrait
ainsi des classes finies remarquables d’états excités, & condition que ces solutions existent. Nous
allons examiner le cas ot il existe un seul arc de condensation des charges positives (points E;),
nécessairement symétrique par rapport a ’axe réel. Dans une premiére étape nous imposerons
que I'arc I' ne coupe pas le segment chargé Q.
Nous définissons les extrémités de I'arc T’

a=c¢g—1A, b=¢y+iA. (94)

On obtient alors, par application directe de la théorie précédente pour K = 1, des équations
d’allure familiere, mais dont les conditions de validité sont & expliciter :
o lexpression du champ électrostatique

d
) = V(e —e0)* + 22 [ 2 — (95)
Q4 /(e —eg)? +A2°
¢ “I’équation du gap”
=% (9)
Q4 /(e —g9)® + A2 2G

¢ “I’équation pour le niveau de Fermi”

7 [ e ag= [ 1o === () d (97)
- 271 L - Q P& &

o “Iénergie de ’état superconducteur”

1 A2 €—eq
E=— | €h(6) dt = ——
27Ti~/L§ (&) d¢ 2G+/Q 1- Y ep(e) de. (98)

Reste a déterminer I’arc I' comme équipotentiel. L’équation (93) nous donne dans le plan de
la variable complexe

(E—eg) = A2 =1z +iy (99)

x — /(e —gg) +A2)

T +4/(e — £0)* +A2) +y?

coupé en [0, A], équation de I :

(100)
(s - 50) + A2

/Q p(e)de ol log E
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Il est nécessaire que, pour y = 0, cette équation n’ait pas de racines en z sur 0, afin que
la solution précédente soit valable. Nous montrerons sur un exemple 'existence d’une telle
solution. II faut bien noter que les équations (96), (97) et (98) ne sont obtenues que dans
I'’hypothése de condensation des F; sur un seul arc ne coupant pas . C’est A cette seule
condition que la détermination du radical qui intervient dans les formules (96) et les suivantes
est positive, et que les résultats asymptotiquement exacts de Bogoliubov-Valatin sont retrouvés.
Il est alors probable qu’il s’agit bien la de ’état fondamental du systéme infini.

Nous n’essayerons pas de justifier dans cet article, appellation de “gap” ou “lacune en éner-
gie” pour la quantité A, ce qui nécessiterait 1’étude des premiers états excités. Cependant nous
avons dés maintenant [’expression du nombre d’occupation du niveau e, grace a Péquation (56),
qui, & la limite du systéme infini, nous donne

1 —_
0E _L1[4_ i . (101)

(e — 30)2 + A2

3.4. APPLICATION AU SYSTEME A DEUX NIVEAUX. — Pour avoir une idée de la condensation
des charges, non triviale, méme dans un cas trés simple, nous prenons ’exemple de deux niveaux
également dégénérés avec le remplissage complet du niveau inférieur. Nous avons donc :

N N
p(a):Z[6(5+51)+6(5——51)], M:—Z—. (102)
Supposons que la condensation des charges s’effectue dans les hypotheses de la théorie précé-
dente ; on déduit de ’équation (97)
£ = O, (103)

et de ’équation (96)
2+ A?=¢* g=GN, (104)

ce qui implique que la constante de couplage g ne soit pas inférieure a ¢;, demi distance entre
les deux niveaux.

Nous devrons étudier plus loin le cas ¢ < €1, et modifier notre hypothése. L’équation (100)
pour 'arc I s’écrit

4z (x—g)?+y?
Zglog 2L T7 105
g+0g (x+g)2 +y? (105)

ou encore 9
2 2 2 zyg

4yt -g = :

YT T z/g

La courbe représentative est donnée figure 1 dans le plan (z, y) et dans le plan £. Finalement

on trouve pour 'énergie
E=_gY
Lorsque g tend vers ¢, A tend vers zéro et 'arc T devient une courbe fermée entourant les
charges situées en —¢;. Pour ¢ < &1, nous sommes conduits & supposer que I' est une courbe
différentiable fermée entourant —e; et la solution obtenue montrera la justesse de ’hypothése.
Supposons donc que I' soit une courbe entourant une partie w du segment ) de 'axe réel.
Définissant la foniction s(€) sur I' par Pégalité

s(¢') d&' =r(¢)ld¢'|, ¢ €T (106)
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Y Smé A

T b iA
b

—_— =2 7\
a X, -£ €1
£ o X : 0 Re &
-iA
a
Fig. 1. — Point anguleux a (60°) a l'origine ; z¢ > g, tangente verticale en zg.

Nous avons la solution

N d¢ __‘1__ p(e) -
() =zr [ 7% [+ [ g o]

s(€) = % [—% + /w pg(e_) ?/5 - /Dw Epfé, ds} . (107)

Dans 'exemple choisi, supposant que " entoure le seul niveau —e;, on obtient

1[ 1 N &1

=Tt rae

Ou encore

} , & el (108)

La seule équipotentielle n’ayant que de points & I'infini a pour équation

€,1, E-a)_
R<§+5log§+sl)'0

ou encore
2 2 2 __ 2ze,

2?2 4y? - = ,
Y ' tha/g
L’équation (109) représente deux courbes fermées chacune un des points +¢; et —&;. Pour étre

cohérent, nous devons choisir pour I', la partie z < 0. Lorsque g est trés petit, I" est presque
un petit cercle de centre ~&; et de rayon

E=z+ . (109)

2616-251/g.

L’énergie du systeme est

E = /(F) &s(g) d¢’ :/UJZsp(a) de, (110)

. . N
c’est-a-dire dans notre cas I"énergie non perturbée ——¢;.
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En résumé, on obtient donc, le résultat connu :

N . .
5 g<e (solution triviale)
E= N . (111)
- E1.
9 g g
L’intérét de cette analyse n’est évidemment pas de retrouver ce résultat, mais d’étudier la
condensation des racines E;, dont il est nécessaire de connaitre la distribution pour construire
la fonction d’onde dans les cas plus complexes ou les niveaux € ne sont pas nécessairement
discrets, mais répartis sur leur support avec une densité quelconque comme dans l'exemple
suivant.

3.5. APPLICATION AU SYSTEME A DENSITE DE NIVEAU CONSTANTE. — Si nous essayons
d’appliquer brutalement les résultats obtenus pour la condensation en un seul arc, au cas d’un
systeme & densité de niveau constante dans un intervalle [—w,+w], nous obtenons pour le
champ électrostatique (95), a la limite w > A

L AL
%7 Il < w (112)

(dans le cas particulier du remplissage M = N/2 ol l'on a 5 = 0). La quantité py désigne la
densité uniforme des niveaux de paires :

h(§) = po log

N

pO:@-

Si nous cherchons maintenant les courbes équipotentielles possibles passant par les points
g9 £ 1A, nous trouvons qu’elles satisfont ’égalité suivante :

€—V£2+A2 21 A2 =
R {10g§+\/m+2\/€ + =0. (113)

Pour voir plus clair, appliquons le demi-plan Zm £ > 0 sur la bande A > 0, —n/2 < pu < 7/2,

par la transformation conforme
E=14A ch (A +1iu).

Dans le plan (A, u), Péquipotentielle vérifie
Ath A+ pcotg p=1. (114)

Les figures 2 et 3 en donnent lallure dans les deux plans complexes. Les points O et O’ sont
des points de champ nul et constituent les extrémités de I'arc cherché qui doit donc contenir
OAO'ou bien OBO' (Fig. 3). La direction du champ & 'infini impose le choix OAO'. Le fait
important est que cet arc coupe l'axe réel en A d’abscisse

EAZE()—ASh )\0, (115)

/\0 th )\0:1

Ceci contredit I'hypothese de non-intersection de I" avec le support des charges négatives. Si T’
“traversait” laxe réel en A, la détermination du radical dans les expressions (95) et suivantes
changerait de signe & la traversée de I' et la valeur du champ ne serait pas donnée par la
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M
A
/2 »
i
: RE>0
0 '\ /3 i N
& : R
Ao i
\\\ i R é < 0
-n/2 \\’."
B
Fig. 2.
Q.—__
Champs a I'e0
X X
Re &
Fig. 3.

formule (112). La seule issue possible est de supposer qu’une partie des charges positives se
condensent sur le segment [X’A] de 'axe réel de sorte que I' soit constitué des arcs contigus
O'A, AX', X'A, AO. (Fig. 4) Quelle est la densité de charge totale sur le segment [X'A] 7
La composante normale & [X'A] du champ électrique donné par ’expression (95) (ou le plan
complexe est coupé selon I') est au-dessus de I en un point £ = = + 7 (n > 0 petit)

de p(e 1
Im % + A2/ = —mp(x).
{ v e R0
D’apres la formule (85), ceci nous donne une densité positive totale en z (—w < z < €4)
+p(z)

exactement opposée A la densité donnée sur I'axe réel. Ceci implique que la densité de charge
positive venant de T est au total deux fois plus forte que la densité donnée des charges négatives

r(z) = 2p(w) ~w < T < Ey.
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®

~~

®
X
Fig. 4.
%
E, E, E,, E, *
— %O O———X—0 ¥—O0- O —C \Cane
€) & € €
P +1
4 *
x

Fig. 5. — (o) charge —1/2 fixées, (x) charge +1.

La méthode heuristique que nous venons d’utiliser ne constitue pas une preuve que la conden-
sation se passe bien ainsi, quoiqu’il soit évident que la méthode fournisse bien une solution des
équations (84).
En résumé, dans le cas usuel d’une densité de niveaux uniforme py la condensation des
charges nous donne la distribution suivante :
a) deux arcs symétriques OA et AO’, (Fig. 3) dont la représentation paramétrique est la
suivante
{{ e =—AshAsinpu+eg (116)
|| = AchAcospu

AthA+pcotgpp=1

0<A<M,O<u<g

La densité de charge au point courant £ est

r(e) = 22N (117)

b) Les charges négatives sur la portion de 'axe réel 4 droite de A sont inchangées avec la
densité négative —pg.

c) La densité de charge sur la portion de ’axe réel & gauche de A devient positive et égale
a +po.

L’étude de la condensation sur ’axe réel & gauche du point A exigerait de revenir au cas
fini ou les niveaux sont discrets. Il est plausible que la configuration d’équilibre des premieres
charges Ey, Es, ..., By, avec E, ~ £4 soit celle indiquée figure 5 :
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Pour s’en rendre compte, on peut développer I'argument approximatif suivant. Partant de
valeurs tres petites de la constante de couplage, on aura pour I’état fondamental une solution
du type suivant pour les affixes F; :

Ei =£; —(51' (118)

avec
6i<<€i+1_€ia 1SZSM

On obtient la quantité §; au moins jusqu'au second ordre en G a partir des équations (37),

AN | Moo 1

= -y == 119

6i+zsy—6i Zsy—ei G (119)
M+1 1

Effectuons le calcul de é; en supposant que les niveaux sont équidistants (distance §) ; on
obtient

G
" G log Ut

(N—it1)

(120)

1 N
Tant que la constante de couplage G est bien inférieure a la quantité —6/log —, la configuration
proposée ol les charges positives et négatives alternent est donc la bonne. Mais a la limite
N — oo, une telle solution n’est jamais globalement acceptable ; en effet P'expression (120) du
déplacement du niveau e; s’écrit & la limite

b _ 2o o (121)
O 1+ log R
avec 5
W
G = % 6= %

La solution (121) n’est pas acceptable, puisque le “déplacement” §; ne reste pas borné, ce qui
est contraire & notre hypotheése é§; < §. On peut penser que la solution (121) convient pour les
niveaux ¢; vérifiant I'inégalité

i = eo| > we™/9 1<i<P
On en conclut qu’en dehors d’un voisinage du niveau de Fermi de l'ordre A, les E; sont réels

et alternent avec les ¢;. La densité moyenne est alors exactement opposée & la densité initiale
sur cette partie de I’axe réel, comme 'a suggéré ’étude directe du systéme infini.

Appendice A

Proposition
Si {¢} = {q192 ... qu} est une solution du systéme d’équations algébriques
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les coefficients C19} (ko kgk., ... ks) sont définis

1 1
clat (kokgk, . . , A2)
(ko kshy Zk _C]leﬁ_QR2 ks — qrm (
vérifient les relations
> Ol (kakgky . ks) =0, (A.3)
a€l Far—1
quel que soit ’ensemble Fpr_1 = {B7 ... §} formant un choix de M — 1 indices distincts.
Preuve
Etant donné que les nombres k sont permutables, il suffit de montrer I’égalité :
M
> Clhiky . kuo1ka) =0. (A.4)
a=M
Utilisons la notation du permanent pour écrire le coefficient C
+ +
1
AT g [1sasm
1<i<M
Il nous faut montrer 'égalité
+ +
N
1 1 —
Z k1i—q; ko—qi  km—1—ai ka—qi | 0, (A6)
a=M
ot la notation met en évidence la ligne typique n%i du permanent.
Compte tenu de 'hypothése (A.1), I’égalité & montrer est équivalente & la suivante :
+ +
M—1
« v 1 l ... 1
k1 qi k2 qi ka—¢i ko —qi ky—1—qi
a=1
+ +
M
1 1
22 k1 i kz @ kmM-o1—gi gi—ai (A7)

J=1

” pour 7 = 1, d’aprés I'équation (A.1).

olt 'on convient de placer 0 & la place du terme “
q; — ¢

Nous allons évaluer la somme qui figure au premier membre de I’égalité & montrer (A.7). On

développe chaque permanent suivant les éléments des deux colonnes identiques et I'on obtient

+ +
1

sz — ¢ ko kx = qe|rse. m

<A<
i#£7 a=1 £#£i, § 1<I<M
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+ +
B M-1 < 1 1 > )
izg a=1 117 —¢  ka=q;) [kx—qelrza m
+ +
M-1 1
= (A.8)
i#y a=1 &~ kx — ae Eo M
+ ¥
M—1
Z 2o :
; — —q; |k — Qe|rra m
- i,

Considérant seulement la premiére ligne du dernier membre de (A.8), on effectue la somma-
tion sur 'indice j pour obtenir :

+ +
LI 1 1 1 1 (A.9)

kl—q, ka—gq; ka—1—9; kat+1—9; kM—-1—9; qi—q; jei

Tiek

Ici est mis en évidence la ligne typique n°; d’un permanent d’ordre M — 1. La sommation est
ensuite effectuée sur P'indice o pour obtenir

+ +

1 S E 1 L (A.10)

k1—q; ka—gq; ka—gq; kM-1—¢5 ¢i—q;

>

i

avec la méme convention pour écrire 0 au lieu de , lorsque i et j coincident

a4 — gj

La sommation qui figure dans la seconde ligne du derjnier membre des égalités (A.8) donne
une contribution identique & I’expression (A.10). Cette contribution doublée est bien identique
au second membre de (A.7), qui est donc une égalité démontrée.

Notons enfin que les coefficients C{9} sont réels, si les k le sont. Le systéme (A.1) est un
systéme algébrique & coeflicients réels. Les nombres ¢ interviennent par paires conjuguées : la

somme (A.2) est donc réelle.

Appendice B

Proposition
Il existe en général exactement

gM = CJ\I\} - 01\1\/;—1

solutions distinctes {q} au systéme d’équations algébriques

()=

-2 =0: 1€fl, M| B.1
ku"“]z ZQ]"% [ ] ( )

Il
—

v

Preuve
a) Les nombres k étant donnés, en général distincts, nous montrons d’abord que la résolution
du systéme (B.1) conduit au probléme équivalent suivant :
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e Etant donné un polynéme K (z) dont les racines sont distinctes, trouver tous les polynomes
Q(z) ayant toutes leurs racines simples et distinctes de celles de K, de sorte que

KQ” _ K/Ql

soit divisible par @, avec les conditions données :

o i ®2)

En effet, si 'on pose .
K(z) =[] (e = k), (B.3)

v=1

M
Qx) =][(—a), (B.4)

i=1

les équations (B.1) sont équivalentes aux suivantes

K'(q:) Q"(@) _ 0 si Q(q)=0, (B.5)

K(q) Q(a)
puisque les conditions énoncées entrainent

K(q:) #0,
Q' (¢:) #0, 1<i<M. (B.6)

b) Pour '"énumération des solutions, nous partons du résultat suivant dii a Heine et cité par
Szégd(1).

Il existe en général exactement C’A]\FM_Q polynémes @ de degré M tels que AQ"” + BQ' soit
divisible par Q, o1 A et B sont deux polyndmes de degré N et N —1 respectivement. (Si A et
B sont tous les deux de degré N il existe en général C'AA/’ﬁM_l solutions).

Dans le cas traité nous avons
A =K,

B =K', (B.7)
et ’on peut montrer facilement que les polynémes () qui vérifient I'identité
KQ"-K'Q - RQ =0, (B.8)

peuvent avoir des racines multiples, d’ordre 2 au plus, qui sont alors des racines communes de
K et de Q. Il faut donc éliminer de notre comptage de telles solutions.
¢) Supposons que ) ait au moins p racines doubles qui sont donc p racines de K. Posons :

Q =U%Q
K :UKll, (B.9)

ol U est un diviseur quelconque de K de degré p. De I'identité (B.10), nous déduisons

KQy+ (3U'K, ~UK]) Q) — R1Q1 =0. (B.10)

(*) Voir référence 7 Chapitre VL.8.
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D’apres le résultat cité de Heine, il existe en général M, = Cﬁt%‘zp_z solutions [@1, R1] &
I'identité (B.11) pour chaque U de degré p. Le nombre M, est donc le nombre de polynémes
Q) de degré M ayant au moins p racines doubles prescrites.

Appelons NV, le nombre de solutions Q du probléme (B.9) ayant exactement p racines doubles
prescrites. Il est aisé d’exprimer M, en fonction des N. Un diviseur U étant donné, les deux
autres racines doubles de @ sont & choisir parmi les N — p zéros restant de K. On obtient donc :

(N-p(N-p-1)
2

M, = Np + (N = p)Npy1 +
=> CN PN

r>0

NP+2 +..
(B.11)

Or, nous cherchons le nombre de polynémes @ sans zéros doubles, qui est justement Nj ; il
suffit donc d’inverser le systéme (B.12) et pour cela nous utilisons I'identité suivante

ST(ypeyti ey = o - oy = gu (B.12)
p20

Cette identité se démontre simplement en égalant les coefficients de ™ dans le développe-
ment en puissance de x de I’égalité suivante :

)N 1

m:(l-{—x)]v—m(l—l—x)]v.

(1-2°

Reportons alors dans (B.13) le développement (B.12) de la quantité

N+M—-2p—2
C’M_Qp =M,

On obtient
9m = Z Z(—)pCrNkpcziva-f-w

p20720

Apres avoir effectué la sommation & p + r constant, on trouve
gu = Ny,

ce qui démontre la proposition (B.1).

Appendice C

On considere le systéme linéaire suivant pour les C}} coefficients e(F) (F varie sur les com-
binaisons de M indices distincts choisis parmi les N premiers entiers), tel qu’il est donné par
I’équation (36) avec

F={P1, P2, .., PM}, P permutation d’ordre N.

(ep1+epa+ - -+epy — E)e(Pl, P2, ..., PM)

M N
—GY> > e(P1, P2, .., Pi, .., PM)
1=1 Pi=1
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+G> e(Pl, .. Pi, .. Pi, ., PM)+e(Pl, .. Pj, .. Pj, .., PM)

i<y (C.1)
T T T 1
1 j ) J

Proposition
Si les M nombres complexes distincts {E} = {F; E3 ... Ejr} sont les racines du systéme
algébrique

N M 1 1
—aN\ ==, 1<i<M C.2
ZC':V_Ei ZEJ—EZ G’ == ’ ( )
v=1 J=1
les coefficients
1 1 1
e(Pl, P2, ..., PM) =
( ) ZR:SH—EM epz — Era epm — Erup
ou bien
+ +
e(F) = perm T E L (C.3)
1<i<M

constituent une solution du systéme linéaire, avec £ = E1 + Eo + - - -+ Ep.

Démonstation

Nous transposons ici la méthode de preuve de la proposition de ’Appendice A, mais en
développant completement les sommations.

a) On obtient pour la premiere ligne de P'expression (C.1)

L1=(ep1 4+ +epy — E)e(PL, P2, ..., PM)

= Z ((epr — Ep1) + (ep2 — Ere) + -+ (epm — Erum)l
R

1 1 1
ep1 — Er1 €p2 — Ery epm — Erm (C.4)
- Zi ! ! ! U
o er— Em ep(i-1) — Erii-1) €pGi+1) — ERG+1) epm — Erm’
On obtient pour la seconde ligne de I'équation (C.1)
LA 1 1 1
2 ; 1;1 XR: ep1 — Ep epi — Epi epum — Erum
M
1 1 1 (C.5)
- _C Er; e
XR: ; S (Bri) ep1 — Em EP(i—1) ™ ER(i—l) EP(i+1) — ER(i+1)
1
epm — Erm
avec
AN
FE) =) . (C.6)
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¢) Considérons alors la troisitme ligne de 1'équation (C.1)

1 1 1
; ER: £p1 — Em epi — Epi epi — ER; epm —~ Erum
1 1 1 1
epr — Eri epj — Ep; ep; — Erj epym — Erum

La décomposition en éléments simples du produit des termes de rang ¢ et j nous donne :

1 1
=920 . L
e = % ; £p1 — Em Egr; — ER; epm — Eprum
1 1
+2G C PN ,
; ZR: Ep1 — ER1 Egrj ~ Er; epm — Erum .1
T

7
ol I’on a constaté que la sommation sur R est identique & la sommation sur RX transposition
(i), ce qui explique le facteur 2.
Rassemblons les deux sommes partielles au second membres de 1'égalité (C.7) pour obtenir

L=20%. 5 ISP S S (c.8)

: ep1 — ERI ER; — ER; epym — Erum
i#£] R

On peut alors effectuer la somme sur ¢, laissant fixés R et j,

1
Yo ———= ) = =NMRj) (C.9)
% E, — ]
G B ERJ (emn e~ R
On obtient finalement pour £3 donné par (C.8) :
1
La = 2G cvo h(Ep;) - —— .
’ ZZ Ep] — Em (Erj) epm — Erum (C.10)
!
J

Si nous rassemblons les contributions des équations (C.4), (C.5) et (C.10), nous obtiendrons
L1+ Ly+ £3=0,
st nous pouvons choisir, quels que soient 7 et R :
1 - Gf (Er:) + 2Gh(Ri) =
C.6) et (C.9)

1 Moo
2NV ——— =0
j=1

c’est-a-~dire d’apres les définitions

(
N
=

v=1

Q-

v

quel que soit ¢, 1 < i < M.
La proposition est donc démontrée.
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Appendice D

Proposition
Il existe en général exactement CJ} solutions distinctes du systéme algébrique

Yoo 1 1
oSVt =2 1<i<M. .
;sV—Ei zj: E,-E G ~-='S (D-1)

(L’écriture implique que les E; sont distincts entre eux et distincts des ¢).

Preuve
La preuve est tout & fait semblable & celle de ’appendice B.
Posant
N
Kz =[[G-e)
";11 (D.2)
Q(z) =[[G-E.

=1

Il nous faut dénomber tous les polynémes @ sans racines multiples qui satisfont & la condition

suivante :
le polynome Q"K — Q' (G™'K + K') est divisible par @, (D.3)

K est un polynéme donné de degré N ayant tous ses zéros distincts, c’est ce que nous voulons
dire par 'expression “en général” dans 1’énoncé de la proposition.

D’apres le résultat de Heine déja cité, basé sur la théorie de I’élimination, il existe
polynoémes @ tels que la condition (D.3) soit remplie. Mais ces polynoémes peuvent avoir des
racines doubles qui sont aussi des zéros de K. On les élimine du comptage exactement comme
dans 'appendice B, en utilisant 'identité

N+M-1
C1M

e = Y (-peiteie), (D.4)
)
déduite de la suivante )
(1+z)V =(1- x2)N

(1—a)V

Si M, désigne le nombre de polynémes @) ayant au moins p racines doubles prescrites, et
N, le nombre de polyndmes ayant exactement p racines doubles prescrites, on a

My =Cyt P = CN P Ny (D.5)
r<0

On déduit alors des équations (D.4) et (D.5)

Ny =,
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