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Introduction générale

Ce cours est un exposé élémentaire destiné a des étudiants ayant
effectué quatre années d’études mathématiques de niveau universitaire.
On y suppose connus des éléments d’analyse fonctionnelle, d’analyse de
Fourier, de théorie des distributions (en particulier I’analyse de Fourier
dans § et §"). Un rappel des notations, concepts et résultats principaux
utilisés dans la suite du cours (avec des références) fait l'objet du
chapitre 0. En revanche, aucune connaissance en équations aux dérivées
partielles n’est requise, bien que le fait d’avoir été initi€ au sujet ne puisse
pas nuire.

Ce cours a été enseigné (sous le titre « Opérateurs pseudo-différentiels
et théoréme de Nash-Moser ») a I’Ecole Normale Supérieure a partir
d’octobre 1986, dans le cadre du « Magistére de Mathématiques Fonda-
mentales et Appliquées et d’Informatique », a des éléves de deuxiéme
année.

Bien que les thémes abordés appartiennent plutét a la littérature de la
recherche, nous nous sommes efforcés d’éviter toute discussion savante,
tout « clin d’eeil », toute allusion sibylline susceptibles d’ouvrir des abimes
sous les pas du lecteur. Dans chaque chapitre, est choisie et développée
une certaine présentation du sujet; le commentaire de fin de chapitre
indique les sources, les variantes, certains prolongements actuels, et les
connexions entre les thémes traités.

Enfin, nous avons rassemblé de nombreux exercices, répartis en deux
classes. Certains, élémentaires, sont destinés a faciliter et a contréler
lassimilation du cours. D’autres, plus complexes, et marqués d’une
étoile (*), présentent des développements récents qui ne sont parfois
publiés que dans des articles : que leurs auteurs nous pardonnent cette
simplification ! Ces exercices, contrairement a ceux de certain(s) traité(s)
fameux, peuvent étre effectivement résolus par de vrais étudiants, comme
Iexpérience de I'enseignement a ’ENS I’a montré.

Nous avons souhaité que ce texte puisse €tre également utilisé par des
chercheurs comme une introduction simple et auto-contenue a des sujets
qui ne leur sont pas familiers.
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La double destination de ces notes nous a conduit & leur garder leur
briéveté, au prix parfois d’une certaine densité du texte (que nous croyons
néanmoins accessible aux étudiants motivés). Nous avons pensé en
particulier 4 de nombreux collégues de « Mathématiques Appliquées »
désireux d’utiliser le théoréme de Nash-Moser dans leur recherche ou de
se mettre au courant de I’analyse microlocale, sans entrer dans les arcanes
de la littérature spécialisée : ils pourront lire les chapitres voulus indépen-
damment les uns des autres.

Le choix du matériel présenté tient aux goiits personnels et aux
domaines de recherche des auteurs, qui croient par ailleurs qu’on ne peut
espérer résoudre certains problémes (non linéaires) difficiles en faisant
I’économie des opérateurs pseudo-différentiels.

Les auteurs reconnaissent leur dette envers de nombreux mathémati-
ciens (cités dans les commentaires) qui les ont inspirés pour la présentation
des sujets abordés, et tout particuliérement envers L. HORMANDER,
auquel les chapitresI et III.C doivent lessentiel de leurs contenus
mathématiques. La bibliographie présentée en fin d’ouvrage indique les
sources utilisées.

Nous avons cherché, tout en présentant des concepts importants qui
sont les points de départ de nombreux développements récents, a aboutir a
de vrais théorémes : régularité elliptique microlocale, propagation des
singularités, existence de solutions de systémes hyperboliques quasi
linéaires, existence de plongements isométriques, théoréme de Nash-
Moser. Le plan de l'ouvrage est le suivant :

— On expose au chapitre I la théorie « minimale » des opérateurs pseudo-
différentiels, dans un cadre global (sur R") qui se révéle étre agréable dans
la pratique. Les points principaux en sont le concept de symbole, le calcul
symbolique des opérateurs, l'action dans les espaces de Sobolev et
linvariance par changement de coordonnées. Le texte ne présente
qu’assez peu d’applications concrétes, et les preuves les plus techniques
sont regroupées dans ’appendice, afin de faciliter au lecteur une vue
d’ensemble du sujet. Les exercices du chapitre I, particuliérement nom-
breux, introduisent aux multiples variantes de la théorie proposée, et en
présentent quelques applications, notamment a 1’analyse sur les variétés
compactes.

~— Le chapitre II regroupe trois thémes. Dans la partie A est exposée la
théorie de Littlewood-Paley de « décomposition dyadique » des distribu-
tions : celle-ci systématise le découpage naturel de I'espace des fréquences
£ selon leurs tailles | £, lié au calcul symbolique classique du chapitre 1.
Cette théorie trés simple permet d’obtenir rapidement d’intéressantes
propriétés des fonctions composées dans les espaces de Sobolev et de
Holder. La partie B présente le concept de front d’onde et ses liens avec
les opérateurs pseudo-différentiels: il s’agit cette fois du découpage
conique de I'espace des fréquences ¢ selon leurs directions & € S"~ !, lié
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aux homogénéités des symboles classiques. Enfin, la partie C contient un
traitement des inégalités d’énergie hyperboliques pour lequel les opéra-
teurs pseudo-différentiels se révelent étre un outil efficace. La fonction du
chapitre II est donc de présenter des applications fort utiles de la « théorie
séche » du chapitre I, tout en préparant le matériel et les concepts dont on
aura besoin au chapitre I11.

— Le dernier chapitre discute certains problémes de caractére non
linéaire apparaissant en géométrie ou en analyse, et qui peuvent se réduire
a des problémes de perturbation. Le plan du chapitre refléte les différentes
situations qui se peuvent recontrer: situations « elliptiques» ou le
théoréme des fonctions implicites banachique usuel suffit ; situations « de
point fixe », comme celles qu’on trouve souvent dans les problémes
hyperboliques non linéaires, ou encore dans le probléme du plongement
isométrique ; situations enfin ou la « perte de dérivées » est trop grande,
nécessitant I'usage d’une technique de Nash-Moser. Le théoréme de Nash-
Moser repose entiérement sur I'obtention d’inégalités a priori « douces »
(que les anglophones nomment « tame ») ; le lecteur, déja familier avec les

Calcul symbolique classique
des opérateurs
pseudo-différentiels

Théorie de soalités d'é .
Littlewood-Paley | Inégalités d’énergie
Front d’onde
Propagation des
singularités
y v

Situations de

perturbations elliptiques Situations de point fixe

Théoreme de Nash-Moser
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inégalités a priori (présentées au chapitre I et au chapitre II1.C), saisira le
concept d’estimations « douces » par son lien évident avec la théorie de
Littlewood-Paley et le calcul paradifférenticl de J.-M. BONY (chapitre
I1.A). :

Ainsi se trouve établie I'unité profonde de ces notes, que l'on peut
schématiser ainsi :

Dans cet esprit, nous avons été trés heureux de prendre récemment
connaissance du travail de L. HORMANDER [H9], qui éclaire les liens entre
opérateurs pseudo-différentiels et paradifférentiels, méthodes de point
fixe et théoréme de Nash-Moser.

Finalement, nous tenons a remercier G. BENAROUS et J. B. BOST
(Ecole Normale Supérieure, Rue d’Ulm, Paris) pour les précieuses
suggestions dont ils ont bien voulu nous faire part.



CHAPITRE 0

Notations et rappels
de théorie des distributions

Dans ce chapitre, nous introduisons les diverses notations utilisées dans
le cours, tout en rappelant quelques éléments de théorie des distributions
et d’analyse de Fourier, qui seront d’un usage constant. Nous supposerons
donc, dans les chapitres suivants, ces notions familiéres au lecteur.
Neéanmoins, un étudiant un peu moins avancé pourra trouver les démons-
trations des résultats cités plus bas dans le livre de J. CHAZARAIN et
A.PIRIOU [CP] (chapitre I, paragraphes1, 2 et 4) ou dans celui de
W. RUDIN [R]. Au lecteur ignorant tout des distributions, nous conseillons
la lecture préalable du cours de L. SCHWARTZ [S], tandis que I’étudiant
soucieux de tester ses connaissances dans ce domaine trouvera dans
I'ouvrage de C. ZUILY [Z] un grand nombre d’exercices corrigés, accompa-
gnés de rappels de cours.

1 ESPACES DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES ET OPERATEURS
DIFFERENTIELS

Soit £2 un ouvert de R”. Si k& est un entier positif ou nul, nous
désignerons par C*(£2) I'espace des fonctions k fois continfiment différen-
tiables sur {2, a valeurs dans C. De méme, C*({£2) désigne l'espace des
fonctions indéfiniment différentiables sur (2. Ces nolations s’étendent
d’une part au cas ou £2 = M est une variété différentiable, d’autre part au
cas ou I’espace d’arrivée n’est plus C mais un espace vectoriel topologique
E sur R: on notera alors C*(2, E), C®(£2, E) les espaces correspon-
dants.

Pour ke NU {0}, CE(£2) désigne le sous-espace de C*(2) dont les

éléments sont nuls en dehors d’un compact de 2, tandis que C*(§2) est

formé des restrictions a 2 d’éléments de C*(R™).
Pour noter les dérivées partielles d’un élément de C*(£2), nous
utiliserons les multi-indices. Un multi-indice o = (a,..., @ ,) est un
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élément de N, son module |a | est par définition |a| = a| +---+ a,, et
, e s b .
onpose a!l =a ! ...a . Pourje {1,..,n }, la dérivation T sera aussi
b
7
notée 9 5 Ou d; lorsqu’aucune confusion n’est 4 craindre. Pour des raisons
liées & la transformation de Fourier (voir paragraphe 5 ci-dessous), il est
également utile d’introduire la notation D; = —1i Frng Une dérivation
X,
J
d’ordre plus élevé sera alors notée 8% = 3;'...8," ou D* =D{'..D "
Nous utiliserons aussi cette convention pour désigner les mondmes
construits sur les composantes d’un vecteur de R". Ainsi, si x e R”,
X% =x L x
Un opérateur différentiel sur 2 est une combinaison linéaire finic de
dérivations d’ordres arbitraires a coefficients dans C*(£2). Il est dit
d’ordre m si les dérivations d’ordre supérieur a m n’y apparaissent pas. En
d’autres termes, un opérateur différentiel d’ordre m sur {2 s’écrira :

P = z aa(x)Da9

| @] =m

ou les a, € C*() sont les coefficients de P. Sous cette forme, il est aisé
de constater que P définit une application linéaire de C**™(£2) dans
C*(£2) pour tout k. Le symbole de P est la fonction polynomiale en
£ définie sur 22 xR" par

P &)= T a,(x)é",

| ] =m

tandis que son symbole principal d’ordre m (ou symbole principal si aucune
confusion n’est a craindre) est la fonction homogéne en £ :

pm(x’§)= Z aa(x)é—a.

| @] =m

2 DISTRIBUTIONS SUR UN OUVERT DE IR”

a) On appelle distribution sur louvert {2 toute forme linéaire u sur
C{(82) satisfaisant a la propriété de continuité suivante: pour tout
compact K, il existe un entier m et une constante C tels que:

Vo € CP(2) nulleen dehors de K,

I{u, ¢ )| =C sup sup [3%¢(x)].

xe€K|al =sm

L’espace des distributions sur {2 est noté D’ (£2). Il contient en particulier
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I'espace L., (£2) des fonctions localement intégrables sur {2, selon I'identifi-
cation suivante :

Vo e CP(2), Vf € Lin(2), (f.0) = jf(X)w(X)dX- @1

Un autre exemple de distribution est donné par la masse de Dirac en un
point. Si Xy € 2 et ¢ € CP(£2), on note (5,, ¢ ) = @ (xp).

b) Soit u € D' (£2). On définit d,u € D' (2) par la formule :
(u, ¢ ) = — (u, 3,0),

qui, compte tenu de Iidentification (2.1), prolonge bien aux distributions
opérateur 9, précédemment défini sur C'(£2). De méme, si a e C2(R2),
au € D' ({£2) est définie par:

{au, ¢ Y = {u,ap ) .

Ainsi, tout opérateur différentiel P = ) a, D® se prolonge en une

application linéaire de D’ (£2) dans lui-méme, par la formule :
(Pu,¢) = (u, 'Po),
avec Po =Y (- 1) Da, ¢) .

¢) Si £2' est un ouvert contenu dans {2, et si u € D' (2), la restriction
ul, de u & ' n’est autre que la restriction de la forme linéaire
u & l'espace C(2') c CP(42). On dira alors que u est nulle (resp. de
classe CH sur 2 si u| o =0 (resp. u|, peut €tre définie par
feCk(2’) selon la formule (2.1)). Pour que cette définition soit
maniable, il importe que l'on puisse reconstruire .# a partir de ses
restrictions sur les ouverts d’un recouvrement de 2. C’est I'objet du
lemme suivant.

LEMME DES PARTITIONS DE L’'UNITE. Soit ({2;) une famille d’ouverts de
£ telle que 2 = U.Q ;- 1l existe une famille (¢;) de fonctions telles que :
J

i) Vi, ;€ C®(02), supp (¢;) =), 0=s¢; <1
il) Pour tout compact K de 0, {j, KNsupp ¢ ; # & } est fini.
iil) Dans {2, Z»(pj = 1. (Cette somme est bien définie d’aprés ii).)
j

Outre les références déja citées, le lecteur pourra se reporter a ’exercice
6.1 du chapitre I pour une démonstration du lemme ci-dessus (proposée

sous I’hypothése ﬁj compact dans 2 ; le cas général en est une
conséquence facile).
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A Taide de ce lemme, on montre par exemple que, si U ;=0 etsi

i
u|nj = 0 (resp. "lﬂ, € C" pour tout j, alors u = 0 (resp. u € C*2)).

Ceci nous amene aux définitions suivantes : on appelle support de u
(resp. support singulier de u) le complémentaire dans 2 des points au
voisinage desquels u est nulle (resp. u est de classe C*). Le support de
u est noté supp « ; le support singulier de u est noté supp sing . Ce sont
deux ensembles fermés, vérifiant suppsing# < supp u, et le résultat
précédent se paraphrase par les équivalences :

u=0<suppu=
ue C® < suppsingu = J .

Enfin, remarquons que si u € C %), le support de u défini ci-dessus
coincide avec I'adhérence de {x e £2, u(x) %= 0}.

L’espace des distributions a support compact dans {2 est noté
&'(2). 1l s’identifie a I’espace des formes linéaires sur C *(42), continues
pour la topologie définie par les semi-normes

sup sup 8% (%),

xekK |a| =sm

K parcourant les compacts de (2 et m les entiers.

3 CONVOLUTION

a) Soient u et v deux fonctions C% a supports compacts. On pose :
uxv(x) = J u(y)o(x—y)dy = j u(x-y)v(y)dy.  (G.1)

La fonction u = v ainsi définie est C* a support compact vérifiant :
supp (#*v)csuppu +supp v . (3.2)

On l'appelle la convolée des deux fonctions u et v.

On peut bien sfir définir la convolée de fonctions moins réguliéres.
L’extension la plus naturelle concerne les fonctions sommables: si
u et v appartiennent a L'(R"), alors u + v définie par (3.1) appartient a
L'(R") etona:

J |t *v(x)| dxsj [u(x)| dx-J |v(x)] dx.

Néanmoins, ce n’est pas cette extension que nous utiliserons le plus
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fréquemment, mais plutdt celle décrite dans les paragraphes &) et 4) ci-
dessous, qui concernent les cas ou ue D' (R"), ve CP(R"), puis ou

ue D' (R, ves (R
b) Soient ue D' (R*) et v e CF(R"); la formule

uxv(x) = (u,v,), avec v, (y)=0v(x~y),

définit sur [R” une fonction u * v de classe C®. Cette fonction vérifie en
outre :

(uxv)=0%xv=uxd% 3.3)
supp (4 v) csuppu + supp v . (B.4)

¢) La convolution est a I'origine du trés utile procédé de régularisation,
que nous décrivons maintenant.
Soit ¢ € CF(R"), positive ou nulle d’intégrale égale a 1, et soit
£>0; onpose g (x)=¢""¢ ( X ) Alors, si u € D' (R"), la famille de
&

fonctions C* u, = u» ¢, converge vers u lorsque ¢ tend vers 0, au sens
ou:

VyeCf, j u (x) Y (x)dx > {u, ¥ ) . 3.5

L’intérét de ce procedé d’approximation par des fonctions réguliéres est
que le mode de convergence de u, vers u est essentiellement décrit par la
régularité de u. Ainsi, si u € C *(R"), u, converge vers u au sens des semi-
normes sup sup |8%°v(x)|, ou K parcourt les compacts de R"; si

xek | a| =k
ue LP(R") (1 =p <+ o), espace des fonctions de puissance p-iéme
sommable, u, tend vers u dans L?.

De plus, la relation (3.4) montre que le support de u, est arbitrairement
proche de celui de u lorsque ¢ tend vers 0. A l'aide d’une « troncature »,
on étend ainsi le procédé de régularisation aux distributions définies sur un
ouvert £2 de R", montrant par exemple que C{({2) est dense dans
LP(2) si pea, + o[ et dans D' () pour la « topologie faible », i.e. au
sens de (3.5).

d) Pour définir la convolution de deux distributions, on constate
d’abord que, si u e D' (R"), v, ¢ € CF(R"),
ju*v(x) p(x)dx=(u, =),

ou l'on a pos¢ T(x) = v(— x).
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Aprés avoir étendu lopérateur v — ¥ aux distributions par :
@.0) = (v, §)
on pose, pour u€ D' (R"), ve & (R") et ¢ € CF(R"),
(uxv, @) ={u,txop).

On définit ainsi une distribution u + v sur R”, qui vérifie encore (3.3) et
(3.4), auxquelles on peut ajouter :

supp sing (¢ * V) — supp sing u + supp sing v . (3.6)

Par exemple, si 8 = 8, désigne la masse de Dirac a l'origine, on a, pour
toute distribution u sur R”, u x § = u. La convolution des distributions est
fondamentale dans I’étude des opérateurs différentiels a coefficients
constants. On en trouvera une illustration dans I'introduction du chapitre I,
paragraphe 1.1, ou la preuve de la relation (3.6) est également esquissée.

4 NOYAUX

Soient {2, et 2, deux ouverts de R", et soit Ke D' (2, x 2,). La
relation :

(Agv,uy = (K,u@®@v), “.1)

ou ue CP(2)), ve CP(2,), u® v(x, x;) = u(x;) v(x,), définit une
application linéaire Ax: CF(2;) - D' (£2,), continue au sens suivant :
pour tout # € C {°({£2,), pour tout compact K de £2,, il existe une constante
C et un entier m tels que, Vv € CP°(£2,) supportée dans K,

|{(Agv,u)| <Csup sup [8%v(x)]. 4.2)

xeK || =m

Lorsque K € L (2, x £2,), la relation (4.1) s’écrit plus familiérement :
Agv(x) = J K(xi, %) v(x) dx; .

De fagon générale, la distribution K est entiérement déterminée par la
relation (4.1), et est appelée le noyau de 'opérateur Ay.

Un théoréme de L. SCHWARTZ assure que tout opérateur
A:CP(2,) > D' (2,), continu au sens de (4.2), admet un noyau.
Néanmoins, nous n’utiliserons jamais ce théoréme dans la suite, car les
opérateurs que nous manipulerons ont des noyaux aisément identifiables.
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Par exemple, le noyau de 'opérateur différentiel P = Z a,(x) D* est la
distribution K(x, x;) = Zaa (x)D*8(x — x;), ou & est la masse de

Dirac; le noyau de l'opérateur de convolution par la distribution
ue D' (R*") est K(x, x;) = u(x — x,).

La notion de noyau donne lieu a une étude plus algébrique des
opérateurs. Par exemple, étant donné un opérateur A4 de noyau
K, il est aisé de définir 'opérateur transposé de A (noté ‘A), caractérisé
par:

Yue CP, YoveCP, (Av,u) = {('Au,v) .
11 suffit de prendre pour ‘A l'opérateur de noyau
K(xp, %) = K(%, x3) .

Le noyau permet également de contrdler les supports (et les supports
singuliers). Par exemple :

supp (Ag v) = {x, 3x, € supp v, (x;, x,) € supp K } .

On a une relation analogue pour le support singulier.

5 ANALYSE DE FOURIER SUR R”

a) On introduit d’abord l'espace 8§ des fonctions C*® a4 décroissance
rapide sur R". C’est I’espace des fonctions u, C*® sur R”, vérifiant :

VaeN", VB eN" sup |x*3fu(x)| <+o0.

xeR"

On munit l'espace 8§ des semi-normes ainsi définies, lorsque a et
B parcourent N”. Si x = (x, ..., x ,) est un vecteur de R”, on pose:

n 5 1/2
| x| = (ij) :
j=1

Exemple. La fonction définie par u(x) = e~ | * 2 appartient a 8.

b) Soit u € 8. On pose, pour ¢ € R”,
a(¢) = J e ™ y(x)dx, ;.1

n

. .

ou l'on a noté x¢ = Z X §;.
j=1
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On définit ainsi une application linéaire continue
F:8-8,
Uuw— i,
appelée transformation de Fourier. La fonction Fu = ii est la transformée
de Fourier de u.

L’opérateur F posséde les propriétés fondamentales suivantes (ou I'on
voit Iintérét d’avoir introduit D)) :

Dai(¢) = £ a(£) (5.2)
PN :
Ta(£) = eV a(g) (52
ou 7,u(x) = u(x +y)
N
Xu(£) = — D, a(€) (5.3)
(™ u) (§) =71, a(£). (5.3

¢) On appelle distribution tempérée sur R” toute forme linéaire sur 8,
continue pour les semi-normes définies en a). L’espace des distributions
tempérées est noté §'. On a en particulier & (R"”) = 8', et § = 8’ en faisant
opérer § sur lui-méme par la formule :

Vue$, Vves, (u,v):ju(x)v(x)dx.

De plus, puisque CP(R") = 8, il est aisé de prouver (par régularisation)
que § est dense dans 8’ (muni de la topologie de la convergence simple sur
8).

Remarquons maintenant que le théoréme de Fubini entraine :

Vue$§, Vves, fﬁ(g)v(.f)d.f = ju(x) D(x) dx. (5.4)

On en déduit que la formule
{i,¢) = {u, ¢ pour ues, p€8§, (5.5)

définit une application linéaire § : 8’ - 8’, unique prolongement continu
de ¥ : 8 - 8'. En particulier, F satisfait encore aux relations (5.2), (5.2")
et (5.3), (5.3).

On notera que la restriction de I'application ¥ a L!'(R") est encore
donnée par la formule (5.1) ow, si u € L (R"), # est une fonction continue
tendant vers 0 a I'infini. Un autre exemple est donné par la formule :

5=1,

qui découle directement des définitions.
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En utilisant (5.2), on constate que I = ¢8 pour un certain ¢ € C. On en
déduit que, pour tout u€ §:

2(0) = (8, 4y = (1, a) = {l,u) =cu(0),

et I'examen d’un cas particulier (par exemple u(x) = ¢~ | *1 7 conduit &
¢ = (2 7)". En utilisant 'opérateur de translation 7, et les formules (5.2),

(5.3"), on conclut que
a(x)= CaY u(—x).
En d’autres termes, si u € 8, la formule (5.1) équivaut a

1
@)

u(x) = f e a(g)de. (5.6)
C’est la formule d’inversion de Fourier.
F est donc un isomorphisme de 8 sur 8, et également de § sur § en

utilisant (5.5). Son inverse est (2 7)™ " &, o F est la composée de F et de
la symeétrie v — U définie sur 8’ par:

(U,p) = (v, &) ou G(x)=e(-x).
d) La transformée de Fourier joue en outre un rdle particulierement
important vis-a-vis de I’espace L*(R"). Pour f, g € L*(R"), on note

U,g)=Jf(x)F(?)dx

le produit scalaire.
D’aprés (5.4) et la formule d’inversion de Fourier, on a, si f,g € S,

f.9)=Qm) (/. 9). (5.7

On en déduit que F se prolonge en un automorphisme de LR"), tel que
(2 @) " F soit unitaire. C’est le théoréme de Plancherel.

e) Les formules (5.2) et (5.3') permettent d’étudier le lien entre
convolution et transformation de Fourier. Pour décrire ce lien, il est
commode d’introduire la notion de fonction C*® a croissance lente. Une
fonction a € C *(R") est dite & croissance lente si

VaeN”, 3M, eN, 3C, >0, VxeR", [3%a(x)| < C, (1 + |x|)"".

Par exemple, les fonctions polynomiales sont C® a croissante lente, et plus

généralement, si u € &' (R"), # est C® & croissante lente.
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Si a est C® a croissance lente, le produit par a définit un opérateur
linéaire continu sur 8, donc, par dualité, se prolonge en un opérateur
linéaire continu sur 8. En particulier ¢ € §'. (L’identifier a a. 1))

Enfin, si v e §' et ¢ € 8, la convolée v = ¥ définie par

vy (x) = (0,4,

ou ¥, (¥) = ¥ (x—y) est C® a croissance lente. On a alors les formules
suivantes :

si ue8', vet, F(uxv) = FuFv
si ue8', o8, F(ou) = Q2a)Y "FuxTFeo .
Il existe d’autres situations ou les formules ci-dessus sont vraies (faisant

notamment intervenir 'espace L') mais nous ne les utiliserons pas dans ce
cours.



CHAPITRE 1

Opérateurs pseudo-différentiels

Nous présentons dans ce chapitre, de fagon auto-contenue, les éléments
principaux d’une théorie des opérateurs pseudo-différentiels : symboles,
calcul symbolique des opérateurs, action dans les espaces de Sobolev,
invariance par changements de coordonnées.

1 INTRODUCTION

1.1 L’usage de la transformation de Fourier

Pour une fonction a(¢) C%, a croissance lente (cf. chapitre O,
paragraphe 5 ¢)), on note a(D) l'opérateur défini sur §'(R") par:

(a(D)u) "(&) = a(§) a(é) .

La fonction a(¢) s’appelle le symbole de lopérateur a(D). Pour
u e 8, la formule

(@@)u)(x) = @ m)" f e a(¢) a(£) e, (1.1.1)
par comparaison avec la formule d’inversion de Fourier :
u(x) = 27)™" f e a(¢)d¢,

montre que a(D) ne modifie le fragment #(£&)e™ de «fréquence »
¢ de u qu’en multipliant son « amplitude » #(£) par a(£).
Par ailleurs, on a la formule

a(D)b(D) = (ab)(D),
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qui signifie que le symbole du composé de deux opérateurs n’est autre que
le produit des symboles: on appellera « calcul symbolique » ce type de
propriété, sur lequel on reviendra au paragraphe 1.3. On nommera plus
tard (avec quelques restrictions supplémentaires sur la croissance de
a(£)) a(D) un « opérateur pseudo-différentiel a coefficients constants »,
voulant souligner par 1a le fait que son symbole ne dépend pas de
x.

La théorie qui sera développée dans ce chapitre permettra d’associer des
opérateurs a(x, D) a des symboles généraux a(x, £), en sorte que le
caractére de « modulation d’amplitude » de l'action de a(x, D) souligné
plus haut soit préserve, et surtout qu’on dispose d’un calcul symbolique du
type :

a(x,D)b(x,D) = (a#b)(x,D),

a # b étant un certain symbole que I'on sait calculer (et qui n’est autre que
ab si b est a cocfficients constants). Néanmoins, la théorie rudimentaire
des opérateurs a coefficients constants permet déja d’obtenir des résultats
intéressants. Soit par exemple 'opérateur :

P=A=03}+...+82 (lelaplacien).
C’est un opérateur du type précédent de symbole :
a(é) = - |€]°.

On peut trouver une distribution £ vérifiant PE = 8 + w (8 masse de
Dirac en 0, o € 8); il suffit de prendre :

; 1-x()
E(g) = ——— X&)
(£) ik

(x e CP(R"),x =1présde ¢ =0), car
N .
PE(¢)=— |£1PE(&)=1-x(§).
Une telle distribution E est C® hors de 0; en effet _i/x,f: a;f/E est

—= ]
homogéne de degré —3 pour |£| grand, (—1%)E a’ng de degré

—2 —k, et de méme pour les dérivées de E (cf. aussi Ex. 1.1). D’autre
part, si f € &', on a

P(ExfY=f+o=xf.
La distribution u = E x f est donc une solution approchée de ’équation

Pv=f,
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avec une erreur o *f qui est de classe C®. Notons enfin que
supp sing u = supp sing f ; en effet, comme Pu = f + C*®, fest C*¥laon
u lest; d’autre part, si f est C® prés de x,, on écrit

u=Exf=E« (x)+E+1-x)f

(x € C° valant 1 prés de x; et telle que yfe C®): ExxfeC® et

(Ex (1—x)/)(x) = J E(x -y -xONSf)dy

ne fait intervenir que x — y hors de 0 (Ia ou E est C®) si x est proche de
Xp, donc u(x) € C® pour x prés de x,.

L utilisation de E permet également de prouver que foute solution
v de Pv = f est telle que:

supp sing v = supp sing /.

En effet, si f € C® prés de xy, soit y € C§ valant 1 prés de x;; alors
P(xv) coincide avec f prés de x, donc est de classe C® prés de
X. Comme yv et P(xv) sont dans §', on a:

ExP{xv)=xv+w*yv=xyvmod C*®

et le résultat précédent permet de conclure que yve C*® prés de
X

Nous avons ainsi utilisé 'opérateur E(D), qui est aussi la convolution
par E, d’abord comme un inverse a droite de P modulo C® (pour obtenir
une « solution approchée » de I’équation Pu = f), puis comme un inverse
a gauche de P modulo C® (pour étudier la régularité des solutions de
Pv = f). Un tel opérateur est appelé une paramétrix de P.

Toutefois, cette fagon de travailler entiérement « d’un point de vue
Fourier » présente divers inconvénients : on ne peut contrdler précisément
supp u et supp sing u, et il est mal commode de traiter ainsi le cas des
opérateurs « a coefficients variables ».

1.2 Les opérateurs a coefficients variables

L’approche du paragraphe 1.1 conduirait pour un opérateur différentiel
P = Z a,(x) D{ (a, € 8), a la formule

Pu(e) = @ m) " ¥, x (£°a(£))

d’un usage peu agréable.
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I1 est plus habile d’utiliser la formule
Pu(x) = 2=)™" j e p(x, &) a(£) dé¢, (1.2.1)

P €)= T a () €°,

car alors rien n’oblige a prendre pour p(x, £) une fonction polynomiale en

¢, c’est-a-dire le symbole d’un opérateur différentiel : toute fonction

« raisonnable » a = a(x, £) fera laffaire, et 'opérateur correspondant

sera dit « pseudo-différentiel de symbole a(x, £) », et noté a(x, D), par la

lettre capitale 4 correspondante si aucune confusion n’est a craindre.
Par « raisonnable » on entend que :

i) a(x, £) devra avoir un comportement de type polynomial en
¢, lorsque |€] — + o0, s’améliorant par dérivation en £ ; c’est-a-dire que
I’on aura pour un certain m,

Va, |dfa(x, &) <C,(1+ | 1el.

ii} La variation en x de a(x, £) devra étre assez faible, afin de pouvoir
clairement préserver la distinction entre 'amplitude a(x, £) et la « phase »
e dans l'intégrale (1.2.1). De fagon précise on exigera :

Ya, |o5a(x,&)|=<C,(1+ [£D".

Une fonction C® satisfait des propriétés du type i) et ii) sera appelée un
symbole d’ordre m (cf. paragraphe 2.1 pour une définition précise). Il va
de soi que les exigences i) et ii) sont susceptibles de larges modifications
qui seront discutées dans les exercices du chapitre I (Ex. 2.8, 2.9, 4.12).

L’efficacité de cette approche est apparue historiquement a propos du
probléme d’écrire une paramétrix (cf. paragraphe 1.1) pour un opérateur
différentiel P (x, D) elliptique a coefficients variables (elliptique signifie
ici p,(x, €) # 0 pour £ € R”, ¢ % 0). En effet, si 'on essaye une solution
de la forme u = a(x, D) f, a ’équation Pu = f, on trouve:

Pu(x) = 2=)" J e p(x, £+ D)a(x &) f(§)dE,
avec

p(xE+D)a=p(x§)atné)+ ¥ — 9gp(x€)Doa.

a#0 ’

Dans la somme ci-dessus, le comportement (lorsque || — + 00) des
- x(£)
p(x, &)

(car p(x, &) # 0 pour |£| assez grand), on peut vérifier que a est un

termes successifs va en s’améliorant : si 'on choisit a(x, &) =
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symbole d’ordre — m, etilvientp(x, £ + D)a=1+0(1/|£é|)=1+r, ou
r est un symbole d’ordre — 1. Donc Pu = f + Rf, ou Rf est une fonction
plus réguliére que f (par exemple, si f € L% Rf et son gradient sont dans
L?. Comme nous le verrons (paragraphe 5.4), on peut en fait affiner ce
procédé pour aboutir & Rf € C*, comme au paragraphe 1.1.
L’important ici est de construire un cadre (celui des symboles et des
opérateurs correspondants) ou il soit possible d’inverser (approximative-
ment) un opérateur P(x, D) (différentiel ou pseudo-différentiel, peu
importe) par un opérateur a(x, D) du méme type: on aura donc une
algébre d’opérateurs, de plus, I'inverse aura pour symbole essentiellement

p(x, €)’

On remarquera bien que I’'approximation considérée ici n’a pas lieu au
sens des valeurs numériques des fonctions, mais au sens de leur régularite :
une « petite erreur » est une fonction C®, si grande soit-elle ! On pourrait
craindre que ce trait ne limite les applications possibles de la théorie a
I’étude des singularités des fonctions, dans I’esprit de la propriété prouvée
au paragraphe 1.1 :

le « candidat naturel » a(x, ¢) =

si Av = f, alors supp sing v = supp sing f .

En fait, il n’en est rien: on verra au chapitre II comment utiliser les
opérateurs pseudo-différentiels pour établir des inégalités entre solutions
et données de certains problémes différentiels ; le caractére approximatif
de la théorie se refléte dans la difficulté a préciser les valeurs numeériques
des constantes dans les inégalités ; néanmoins ’existence seule de telles
inégalités suffit en général a prouver I'existence de solutions exactes des
problémes considéres (cf. chapitre I, paragraphe C.1.2.).

1.3 Les deux cotés réconciliés

Le fait remarquable de la théorie esquissée ici est la grande robustesse
de la notion de symbole. Par exemple, le produit a(x, D) b(x, D) de deux
opérateurs associés par (1.2.1) a des symboles a(x, ¢) et b(x, &) est bien,
formellement, un opérateur de la méme forme associé a une certaine
fonction c¢(x, £€): le fait que c(x, £€) soit elle-méme un symbole est
hautement non trivial, et constitue le cceur méme de la théorie du présent
chapitre (théoréme 4.1). On a de plus un « calcul symbolique » au sens du
paragraphe 1.1, en ceci que le symbole ¢ s’écrit asymptotiquement (notion
définie au paragraphe 2)

l 24 [ 4
C~ZmaEanb,

le terme principal de cette somme étant gb, comme pour le cas des
coefficients constants.
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L’intérét d’un tel calcul symbolique est de réduire des énoncés portant
sur des opérateurs a des énoncés portant sur des fonctions : on en verra de
nombreux exemples dans ce chapitre (au paragraphe 5 notamment).

Par ailleurs, une conséquence de la théorie est la « propriété pseudo-
locale » suivante : pour tout opérateur pseudo-différentiel A,

supp sing Au — supp sing # (comparer avec le paragraphe 1.1).

Cela signifie que l'action d'un opérateur A4, bien qu’elle «étale» le
support de u, ne ruine cependant pas la localisation en x des singularités de
u (un fait qui n’est nullement évident sur la formule (1.2.1)).

En affinant ceci on parvient (cf. chapitre I, section B) au concept de
front d'onde de u (noté WF(u)), qui est un ensemble de points
(x, £) ou x € supp sing # tandis que ¢ est une fréquence dominante de
u prés de x, et a la formule :

WF(Au) c WF(u) .

On voit donc que le calcul pseudo-différentiel et le concept de front d’onde
qui lui est lié permettent de disposer de la double information « d’un point
de vue x» et «d’un point de vue Fourier » sur les fonctions que I'on
considére. L’usage systématique des localisations «en x» et «en &»
correspondantes s’appelle I’'analyse microlocale, qui sera esquissée au
chapitre ILA et B.

2 SYMBOLES
2.1 Définition et exemples

DEFINITION. Soit m € R. On note §" = $"(R” x R") 'ensemble des
ae C*(R"x R") tels que:

Va,VB, |8 0fa(x, &) <C, 1+ D" 1P (@L1)
On notera de plus S = mS"‘.

Un élément a € S™ est appelé symbole d’ordre m.

Exemple 1. Sia(x,§)= Y a,(x)£° avec a, € C*(R”), bornée
| af =m
ainsi que toutes ses dérivées, ae S”: on dit que a est un symbole
différentiel.

Exemple 2. Soit a(£) une fonction (positivement) homogéne de degré
m (Cest-d-dire VA =0, a(A¢)=A"a(¢)) et C® pour ¢ #0. Si
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X€ECE x =1 prés de 0, la fonction @(¢) = (1 — x(&€)) a(€) est un
symbole d’ordre m.

Exemple 3. Soit p(x, £) un symbole différentiel d’ordre m défini pour
x € 2 ouvert de R”. Supposons p elliptique dans 2, c’est-a-dire :

Vxe 2,VEeR", €£0, p(x, &) #0.

Pour ¢eCP(2) et xeCP x=1 prés de 0, la fonction

a(x, &) = ¢ (x) 1;(/‘;7(?)(:) est un symbole d’ordre — m si C est assez

grand (voir la discussion au paragraphe 1.3).

Exemple 4. Soit ¢ € §: la fonction ¢(¢) est un symbole d’ordre
— 0.

Exemple 5. La fonction a(x, ¢) = ¢*¢ n’est pas un symbole.
Notons les propriétés élémentaires suivantes :

Si ae S" 023 ae s 5 2.1.2)
Si aeS™beS™ abe S"™ 2.1.3)
Si aeS™aes (R*"). 2.1.4)

Enfin, le lemme suivant est utile.

LEMME 21.1. Si aj,.,a,eS" e FeC®C), alors
F(ay,...,a ;) e S°

Preuve : comme Reaq, et Ima, sont dans S° on peut supposer
a; a valeurs réelles et F € C®°(R¥). Maintenant :

9 oF
—F =VyY__3 2.1.5
7 £ (@ = Lag b (2.1.5)
0 oF
F =VY_5% : 2.1.6
58, T (@ = Lgg, % (2.1.6)

Nous allons démontrer par récurrence sur p, que les estimations du type
(2.1.1) pour toute fonction de type F (a) sont vraies pour |a| + |B| =p.
Le cas p = 0 est clair. Par ailleurs, pour |a| + |B| <p + 1, la formule de
Leibniz appliquée a (2.1.5) ou (2.1.6), et I'hypothése de récurrence
. Ly 0
appliquée aux dérivées de 3 (a), permettent de conclure. O
On prendra garde au fait qu’un symbole a(x, £€) (x e R", ¢ e R") n’est
pas un symbole en les variables y=(x,x'), %= (£ €&")
(x'eR™, ¢' e R™ m=1), sauf s’il est différentiel (Ex. 2.1). De nombreu-
ses autres classes de symboles sont aussi utiles dans la pratique : quelques-
unes sont introduites dans les exercices 2.8 et 2.9.
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2.2 Approximation des symboles

Définissons sur S” les semi-normes

la|? o= sup  {(1+ &)y " 1ED|ag 8fa(x, £)]} .
(x,£) e R" xR"

On obtient ainsi un espace complet (ce que 'on appelle précisément un
espace de Fréchet), la convergence g, —a signifiant V&, Vg8,
|a, — al;" s — 0. 11 est clair que pour cette topologie, les applications

définies en (2.1.2) et (2.1.3) sont continues.
Il est commode de disposer du lemme d’approximation suivant.

LEMME 2.2.1. Soit ae S'(R* xR"), et posons a.(x, ¢) = a(x, e¢).
Alors a, est borné dans S', et a, — ay dans S™ pour tout m =0, lorsque
e - 0.

Preuve © On va montrer que, pour O=m=<l, O=e=<l, a et
B quelconques, |a, — a0|:B =< C, g.m &" En effet, pour 8 =0,

1
32 (a, —ag) = &€& - J 9, 07a(x, ref)de,
0

d’ou
ds

= ClLog (1 +¢[¢]),

| §|
|a;’(as—ao)|st0 1

et I’estimation résulte de Log (1 4+ x) < C,, x" (x=0,m=0).
Pour B8 # 0, 3% agao =0, et

|05 9fa.| = C, el Fl(14+ ey 1A,

ce qui donne le résultat, car (1+ |€})=1+ e|£&].
On notera que la convergence a, — a, n’a pas lieu dans S° O
En particulier, si y € 8, x =1 prés de 0, et ae S, les symboles
a.(x, &) = x(e€) a(x, &) sont d’ordre — o0, et a, — a dans S™' pour tout
m' >m.

2.3 Sommes asymptotigues et symboles classiques pseudo-différentiels
dans 8§ et 8’

Soient a; € S™ (j e N) pour une suite décroissante m; —» — oo (dans la

pratique, ce sera souvent m; = m —j ou m; = m —j/2). On veut donner
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un sens 4 Y a;, €tant entendu qu’on ne peut pas espérer ici une série
J
convergente ; on écrira :

a~2a]~

(somme asymptotique au sens du comportement lorsque |£| — + o),
pour dire que :

k
Vk=0, a— Y aqes™ .
j=0

Pour illustrer la notion de somme asymptotique, montrons d’abord le
lemme classique suivant.

LEMME DE BOREL. Soit (b;) une suite de nombres complexes. 1l existe
. X;
f e C®R) telle que Vj, £ V(0) = b;, c’est-a-dire f(x) ~ Z b; —{ lorsque
J!
x - 0.

Preuve : soit y une fonction C® valant 1 pour |x| <1 et 0 pour
|x| = 2.

Soit (A;) une suite de nombres positifs tendant vers + co. Nous allons
montrer que I'on peut choisir (A;) de sorte que la fonction définie par

S(x) = zb X(/\ x)

j=0

posséde les propriétés de ’énoncé. Notons tout d’abord que la série ci-
dessus converge simplement. Soit k un entier. Si j = k, la dérivée k-iéme
du terme de rang j vaut:

i— ¢
= 3 (o) g amaf

Oslsk

Puisque A; x est borné sur les supports de x et de ses dérivées, il existe une
constante C, telle que:

(k) ki1
|£iP) | = Cilby] A, G-
Sil'on choisit A; = | + |b;]|, alors la série |f ®)(x)| converge uniformé-
J
ment pour x € R, ce qui assure que f est de classe C®, et que ses dérivées
s’obtiennent en dérivant terme a terme. En particulier, pour tout &,

FE0) = b,
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Le méme lemme est vrai pour f = f(z) holomorphe dans un secteur
de C (Ex. 2.6).

Dans le cas d’une somme asymptotique de symboles, nous avons la
proposition suivante.

PROPOSITION 2.3. Il existe ae 8™ tel que a~ Z a;. On peut de plus
imposer que supp a U supp q;.

Preuve : c’est une adaptation du lemme précédent, 'asymptotique pour
x — 0 étant remplacée par I'asymptotique pour 1/[£| — 0. On prend donc

a=Ya=Y (-x(5£))q,

avec x € C°, x = 1 prés de 0, et &,\0 assez vite. Plus précisément, on
exigera :

TP s el 4 181 =

|83 98| <27/(1 + |€])

ce qui est possible compte tenu du lemme d’approximation 2.2.1 car

1 — y(&¢) tend vers 0 dans S'. La somme est localement finie, donc
ae C%.

Pour a, B, k donnés, on a, pour N = |a| + |B| et my + L <my 4,

wof(a- ¥ 4

S(l-{— lf')mk*l_'ﬁl ,

j=<N-1
donc
a- Y ag=a- Y a4+ y a+y (a—a)

i<k j=N-1 k+lsj=sN-1 J=k
vérifie

a2 of <Copip(l+ g™ 1P

s a— Y 4 )| =Caspu :

J=k

caraj—djeS‘wetdjeSmf. O

Dans le méme ordre d’idées, nous introduisons la définition suivante.

DEFINITION. Un symbole a € S™ est dit classigue si a~ Yy a;, les

J
fonctions g; étant homogénes de degré m —j pour |£]| =1, c’est-a-dire
ai(x, AE) = A" a;(x, §) pour €l =1, A =1

Les trois premiers exemples de symboles donnés au paragraphe 2.1 sont
classiques.

Il arrive quon qualifie par abus de «symboles» des fonctions
a qui sont C*® pour |£| # 0 seulement : il est entendu alors qu’on doit les
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tronquer convenablement prés de ¢ = 0, la différence entre deux symboles
obtenus de cette maniére étant alors dans S~ ®. C’est en particulier le cas
pour des fonctions homogénes.

3 OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIEL DANS 8 ET 8’
On précise maintenant la définition mentionnée dans I'introduction.

3.1 Action dans §

PROPOSITION 3.1. Si ae S" et ue 8, la formule
Op (@) u(x)=Q2m)™" f e a(x, §)a(¢)dé

définit une fonction de 8, et 'application
(a,u)— Op (a) u

est continue. L’application linéaire Op ainsi définie de S dans les
opérateurs linéaires de 8 est injective, et satisfait aux relations :

[Op (a). D;] =i Op (3,0),

(3.1.1)
[Op (a),x,] =~iOp (3,a),

ou x; désigne la multiplication par la fonction x — x;.

Preuve : on a d’abord, comme 7€ § et ae S™
[Op (@) u(x)| = (2 7)™ " (sup |a(x, E)(1 + [€])7]) %
< [ e ae) e,

ce qui montre que Op (a) u est (continue et) bornée.
Les relations (3.1.1) sont immédiates par intégration par parties. Par
exemple,

Op (2) D, u(x) = 2 7)" f e Dyu(¢) de

=@m)" J e a(x, £) & a(¢) d¢,
tandis que

D;(Op (a) u)(x) =
= i[(2 w) " J e™ig; a(x, £)a(£)dé + Op (E)xja)u(x):l ,
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d’ou la premiére formule de (3.1.1). Ces formules impliquent entre autres
que x* D#(Op (a) u) est une combinaison linéaire de termes :

Op (3¢ 3%'a)(x*"DP'u), avec &'+ a" =, B'+B" =B ;

donc x* DA(Op (a) u) est bornée par le produit d’une semi-norme de
u dans § par une semi-norme de a dans S, ce qui est la continuité
annoncee.

Finalement, pour montrer que Op est injective, supposons que, pour
tout u € $ et pour tout x € R”, on ait :

[ e atn 6y ace)ag =0,
Fixant alors x, on constate que la fonction » définie par
a(x, §)

A+ g7

appartient 3 L*(R"), et est orthogonale a toutes les fonctions de la forme

b(£) =

n 1
173

~l 3

+ 24
)

1
Za();

lorsque ©» décrit 8, v décrit 8 donc & =0 par densité de § dans
L2 O

v(£) =e (1 + [£]2)

DEFINITION. Pour a € S™, l'opérateur Op (a) est ['opérateur pseudo-
différentiel de symbole a. On dit quun opérateur pseudo-différentiel est
d’ordre m si son symbole appartient a S™.

NOTATION. Par analogie avec les opérateurs différentiels (voir la
formule (1.2.1)), on note souvent Op (a) = a(x, D). Si aucune confusion
n’est 4 craindre, on désignera parfois aussi un opérateur pseudo-différen-
tiel par la lettre capitale correspondant & son symbole ; ainsi 4 = Op (a).

3.2 Noyaux et adjoints

3.2.1 Noyaux

Soit d’abord ae S™®. Pour u€ 8, on a:

n

Op (@) u(x) = 2m) " | e a(x, £) a(¢) d¢
=Qw)" [ ei"fa(x, &) dé J e~ ¢ u(y)dy

=Qa)y" |u(y)dy J eV q(x, £) dE .

Y
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Le noyau K de 'opérateur Op (a) est donc donné par
K(x,y)y=@Qm)™" f e g(x, &) dE . (3.2.1)

Lorsque a appartient a S, cette formule se prolonge suivant
K(x,)= Q7)) " (F;a)(x,y —x) (3.2.2)

ou F, a désigne la transformée de Fourier de a par rapport & la variable
£, dans 8'(R*"). La formule d’inversion de Fourier donne alors :

a(x,£) =F,_, (K(x,x—-y)] (3.2.2")

Les deux formules (3.2.2) et (3.2.2") établissent une bijection dans
8'(R?*”) entre symboles et noyaux d’opérateurs. Bien entendu, si
a était seulement dans 8'(R*"), I'opérateur correspondant appliquerait
8 dans §', et non 8§ dans § comme le montre la proposition 3.1. On en
déduit que K jouit de propriétés supplémentaires qui le caractérisent
parmi les distributions tempérées comme noyau d’un opérateur pseudo-
différentiel (cf. Ex. 3.1 et 3.2). Nous ne les utiliserons pas dans ce cours.

3.2.2 Adjoints

Soit A un opérateur quelconque de 8§ dans 8. On cherche un opérateur
A* de 8 dans 8 tel que

Yue 8,Vves, (Adu,v)= (u, A*v).

Notons que, par un argument simple de densité déja rencontré, si
A¥* existe, il est unique; 4* est alors appelé ladjoint de A.
L’existence de A* permet de définir 4: 8’ - 8' par la formule

Vue§,Vves, (Auv)= (uA*v),

étant entendu que, siu € §' etv e 8, (u, v)désigne (u, D), {.,.) étantle
crochet de dualité : si 'on préfére, on aura donc

(du,v) = (u, A*7) . (3.2.3)

Ce type de manipulation a notamment été utilise pour définir la
transformation de Fourier sur 8’, puisque I'on a

F* =5

Etudions maintenant ces problémes pour deux exemples simples
d’opérateurs pseudo-différentiels :
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a) Si P = Z a,(x) D* est un opérateur différentiel a coefficients
| a| =m

C® a croissance lente, on a, pour toutes fonctions u, v dans §
(PM,U):- (u,P*U),
ou P*v = Z D<(a,v).

| af =m

En effet, (au,v) = (u, av) et

(Dju,v) = JDjuﬁdx:—iJajuﬁdx

iJuajﬁdx=JuD_ﬁ’dx=(u,Djv).

P * est donc un opérateur différentiel a coefficients C* a croissance lente.
Remarquons que son symbole principal est simplement le conjugué du
symbole principal de P.

b) Soit a(D) un opérateur pseudo-différentiel a coefficients constants
(i.e. a symbole ¢ indépendant de x). On a, pour u et v dans
8,

(@D)u,v)=2m) " (at, 8) = 27) " (&, ab) = (u, a(D)v).

Ainsi a(D)* = a(D).

Dans les deux cas a) et b), I'adjoint de 'opérateur pseudo-différentiel
considéré est un opérateur pseudo-différentiel de méme ordre. Le fait est
vrai en général, mais sera assez long a prouver.

Pour terminer, observons que, si 4* existe, son noyau K* s’exprime
aisément a I’aide du noyau K de 4. En effet, d’aprés la définition du noyau
d’un opérateur et la formule (3.2.3), on a:

(K(x,9), u(@) v(x)) = (Au,v) = (u, A*T)
= (@I, A*7T)
= (K*(y, %), B(x) 7(»)) .
Finalement
K*(y,x) = K(x,y) . (3.2.4)

3.2.3 Adjoint d’un opérateur pseudo-différentiel

Soit 4 un opérateur pseudo-différentiel de symbole ae€ S”. On se
propose de déterminer, s’il existe, I’adjoint de A. Pour cela, conformément
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aux deux sections précédentes, il suffit de vérifier que, si K est le noyau de
a (donné par la formule (3.2.2)), 'opérateur de noyau K* donné par
(3.2.4) envoie 8§ dans 8. Nous allons en fait montrer qu’il s’agit d’un
opérateur pseudo-différentiel. Pour cela, il nous faut montrer que la
distribution a* dans 8'(R?”) correspondant a K* par (3.2.2') est un
symbole. Pour établir la formule donnant a* en fonction de a4, il est plus
commode de supposer a (et donc a*) dans $(R?"), puis de prolonger par
continuité a 8'(R>"), en vertu de la continuité des opérations (3.2.2),
(3.2.2) et (3.2.4). 1l vient :

K*(x,y) =K@y, x) = 2m)™" J e a(y,F) de

et

a*(x, §) = JK*(x,x—y)e‘iyf dy
=Q27m)" J eV =9 a(x -y, m)dydn
=Qm)" J e ¥ a(x—y, € ~n)dydy.

La correspondance ¢ — a* est donc une convolution avec I’exponentielle
oscillante (2 )~ " e~"". 1l est en fait aisé de vérifier directement que cette
opération envoie 8' (R*") dans §'(R"), car (voir Ex. 4.9.4) la transformée
de Fourier en (x, £) de (2 )" exp(— ix¢) n’est autre que exp('veé ), qui
est une fonction C* a croissance lente, donc un multiplicateur de
s’ (R?"). Le point crucial est donné par le théoréme suivant qui est un des
deux résultats fondamentaux du calcul symbolique.

THEOREME 3.2.3. Siae 8™ a*e §” et
1 cane -
a*(x, §) ~ Y — DI A(x, £) .

@

En particulier, si A = Op (a) est un opérateur pseudo-différentiel d’'ordre
m, A* = Op (a*) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m, et par
conséquent A s'étend en un opérateur de 8'(R™) dans 8'(R").

La preuve du théoréme repose sur des estimations assez délicates ; bien
qu'on soit 1a au ceeur du sujet, les détails peuvent étre neégligés par
I'utilisateur pressé, et c’est pourquoi nous les présentons en appendice.
(Voir aussi I'autre preuve proposée dans lexercice 4.11).
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4 COMPOSITION DES OPERATEURS

Soient A; et A4, deux opérateurs pseudo-différentiels. On a, pour
ueSs,

A Ayu(x) = @) f et 4y (x, ) Ayi(£) d
et
Ayig) = @7y Jeiﬂf-")az(y, n)i(n)dydn,
donc

Ay Ayu(xy=Q2m)" j eV TN gy (x, £) ay(y, m) @ (m) dé dn dy;
Popérateur 4, A, égale formellement B ou
b(x,6)=Qm)" Je‘i(x’y)“")al(x, n)a(y,§)dydn . (4.1)

L’intégrale qui définit » est, exactement comme au paragraphe 3.2.3, une
convolution en les variables (¥, 1) (a (x, £) fixés). La méme preuve qu’au
paragraphe 3.2.3 donne le second théoréme fondamental du calcul symbo-
lique.

THEOREME 4.1. Sia, € 8™, ay € S™, on a Op (a;) Op (a,) = Op (),

oub=a ¥a,e S est donné par (4.1), et b~ Z% dza; Dy a,.

Bien entendu dans le cas ou g, et 4, sont différentiels, on peut vérifier le
théoréme, a I’aide de la formule de Leibniz, la formule asymptotique étant
alors exacte (Ex. 4.1).

COROLLAIRE 4.1. Si a, € S™ et a,e 8™ le crochet [A,, A,] =
1 2

A Ay — Ay A, des opérateurs A, et A, est un opérateur d'ordre
my + m4y — 1, dont le symbole b vaut

| —

b == {a,a,} mod """ %

~

On a noté ici {f,g} =Y (%%—%%) le « crochet de Poisson »
70 J

de deux fonctions f(x, £),9(x, £).
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Preuve du corollaire 4.1: les symboles b, et b, de A; 4, et de
Ay A, vérifient :

1
b1~ Za—!agalD_:az,

l o e
b2~ Z—&—!agazl)x al.

Donc, pour b = b, — b,

Nous verrons au paragraphe 6 comment le symbole principal dun
opérateur 4 sur une variété M est défini comme une fonction sur le fibré
cotangent T* M de cette variété, le crochet de Poisson de deux telles
fonctions étant intrinséquement défini (c’est-d-dire sans référence a un
choix de coordonnées locales (x, &)).

Le théoréme 4.1 constitue ce qu'on a appelé dans l'introduction le
« calcul symbolique » (une autre preuve est offerte dans les exercices 4.10
et 4.11).

5 ACTION DES OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS ET
ESPACES DE SOBOLEV

5.1 Action sur L?
THEOREME 5.1, Si ae S°, a(x, D) est un endomorphisme de L.

Remarquons que ce résultat fondamental est évident si le symbole
a(x, ¢£) dépend de x seul ou de ¢ seul, ou encore si a(x, £) = b(x) c(¢):
la norme de I'opérateur est aussi, dans ces cas particuliers, aisément
calculée en fonction de sup |a|.

Le cas général en revanche est beaucoup plus compliqué (ainsi que le
calcul de la norme), et nécessite le contréle d’un certain nombre de
dérivées du symbole a.

Nous donnons ici une preuve utilisant le calcul symbolique ; d’autres
variantes sont examinées en exercice (Ex. 5.2 et 5.3).

Nous noterons dorénavant |u|, la norme de u dans L2

Preyve : I'idée est la suivante : comme | Au |(2) =
(Au, Au) = (A* Au,u ), linégalitt |Adu|}<M|u|j sécrit aussi
(Bu,u)=0, ou B=M — A* A est auto-adjoint d’ordre 0. Pour prouver
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que B vérifie (Bu, u ) = 0 pour M assez grand, le plus simple est encore de
mettre B sous la forme B = C* C: c’est ce que I'on fait.

a) Choisissons M =2 sup |a(x, ¢)|% et prenons:
c(x, €)= (M — |a(x, £)|D)'2.

D’aprés le lemme 2.1.1, ceS°; le théoréme 4.1. implique
C*C=M-A*A+ R, re S~! (comme d’habitude, notre programme
n’est réalisé qu'approximativement). Donc |Au |; < M|u|2+ (Ru, u).

b) Il faut maintenant majorer I’« erreur » (Ru, u ). Supposons r € S *
avec k=1: comme |Ru|3 = (R* Ru,u), R sera continu dans L? si
R* RVYest,avec |R|,>_ ;2= |R* R|}Z_ > Or (artifice !) r* # r e S~ 2%
en itérant I'argument, on voit qu’il suffit de prouver que, pour un
kzassez grand, tout opérateur de symbole r € S™* est continu dans
L~

c) Prenons k = n + 1 (dans R"): le noyau K(x, y) de a(x, D) est alors
une fonction continue et bornée, car d’aprés (3.2.2),

K(x, )| s(zw)"j la(x, £)] dé .

De plus, (x; —y;) K(x, y) est le noyau de i:—S {x, D), qui est « encore
J
meilleur » que a; en itérant (n + 1)-fois, on trouve finalement
(1+ |x~y|"*")|K(x,y)| < Cte. La décroissance de K a Iinfini implique
en particulier :

J |K(x,y)|dy < C, J [ K(x,y)|dx=<C. (5.1.1)

d) Cest un résultat classique qu'un opérateur dont le noyau continu
satisfait (5.1.1) est borné sur L2 (de norme au plus C): en effet,

KeGl = [ 1KGa s Py [ 1K) ] 0
=C J | K ) Hu() | dy
d’on
J | Ku(x)|*dx < C J |u(y)12dyj | K(x, »)| dxsczj lu(y)|*dy .

Ceci termine la preuve du théoréme. O
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5.2 Action sur les espaces de Sobolev

Rappelons d’abord la définition de ces espaces.

DEFINITION. Pour s e R,
H = H'R") = {ue s, J (1+ €)% |a(g))*dé <+ o

Si 'on préfére, I'opérateur (1 + |D|2)s/2 est une isométrie de H® sur
L? La norme sera notée | | avec:

lu|? = (2w>‘"J(1+ 112 |a(e)|* de .

Lorsque s € N, il est facile de voir (Ex. 5.6) que:

H = {ue L VYa, |a| <s, 0% € L2} ,

et bien siir H® = L2

La raison pour laquelle ces espaces jouent un si grand rdle est qu’ils
constituent une famille construite sur L’ permettant de mesurer la
régularité des fonctions (de méme que les classes de Holder C ¢, qui sont,
elles, construites sur L%).

Le théoréme 5.1 et le théoréme 4.1 donnent immédiatement la proposi-
tion suivante.

PROPOSITION 5.2. Si a e 8™, lopérateur a(x, D) applique, pour tout s,
H* dans H°~™,

5.3 Inégalité de Garding (version « faible »)

Si a=a(D) est a coefficients constants, et a(¢) =0, l'opérateur
a(D) est « positif » en ce sens que Yue §, (a(D)u,u) =0.

Dans le cas général, il existe toute une famille d’«inégalités de
Garding » qui relient la positivité du symbole a celle de 'opérateur, avec
une «erreur » plus ou moins importante.

L’inégalité de Garding « forte » est la suivante: si ae $*"*' (meR),
Rea =0, alors Re (a(x, D)u,u) =~ C |u|%, Autrement dit, on a la
minoration qu’on aurait sans hypothése de signe sur le symbole
a si celui-ci était d’ordre 2 m : pour cette raison, cette inégalité est appelée
aussi «inégalité de Garding avec gain d’une dérivée ». Nous nous
contenterons ici de prouver 'inégalité de Géarding « faible ».

PROPOSITION 53. Si ae S§°™ et, pour |é|=R et c¢=0,
Rea(x, &) =c(l + |£]|Y™, alors, pour tout N, il existe une constante
Cy telle que :

¢
Re (Au, u) + CN|u|2_N>§ lu|? .
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A+ A*

Preuve: on a dabord Re (du,u) = ( u,u) ;  comme

*
a*=a+ S*"- 1 onab=a+2a =Rea+d avec de S~ !, Donc
3 ¢ 41d|
e=b~Zc(l+ [£]*)"=-(+ 52”'(1___)
7¢( [£] 4( [£19) TENPIRE

>£ 2ym
=2+ [¢1h)

pour |£| assez grand ; le symbole (1 + |&|?)™™ e est d’ordre zéro et loin
de zéro pour |£| grand: le lemme 2.1.1 permet donc d’affirmer que
[ =e(1 — x(&)) est dans S"pour y € C§, x = 1 prés de 0, convenable-
ment choisi. On a alors f*#f=e+g, geS*™ !, dou
(Bu, u) z%c|u|fn + (Gu,u). Comme (Gu,u)=((lL+ |D|*) " Gu,
(1+ [D[»™?u), on obtient finalement par I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

3

(Bu,u)azc|u|2m—Cte|u|m ]

m-1"

Observons que, pour tous £ =0, N,

[l s elul,+Conlul_y,

car cela résulte de I’inégalité facile :

A+ [ P14+ [E1D"+ CIy(+ €D

o PRI 1
En utilisant I'inégalité 2 ab < na’+ ;bzaveca= |u|,,b = |u| y,on

trouve finalement Re (Au, u ) = (Bu, u) ,>,§ |u]2 — Cylu|? , ce qui est

I'inégalité cherchée. O

5.4 Inversion des opérateurs elliptiques

On réalise ici le programme de construction de paramétrix annonceé dans
I'introduction.

PROPOSITION 5.4. Soit a € S™. Les conditions

i) IbeS™™; a(x,D)b(x,D) —ideOp (S ) et

i) 3be S™"; b(x,D)a(x,D)—1id € Op (S~ ®) sont équivalentes, et
impliquent

iii) |a(x, &) =c|é|™ pour un ¢ =0 et |£| = C.
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Inversement, si iii) est satisfaite, il existe b€ S~ vérifiant 1) et ii) et
tout b' vérifiant 1) ou ii) est égal a b mod S~ *. Un opérateur a d’ordre m
qui vérifie iil) est dit elliptique.

Preuve : si ', b" € S~ vérifient AB' —id e Op (S~ %),
B"A~1deOp (S ™), ona:

B"— B =B"(id— AB')+ (B"A—id)B' € Op (S %),

donc on a aussi:
B '4—-ideOp (5 %) et AB"—ideOp (57 %).
D’autre part, i) ou ii) implique a(x, £) b(x, £) — 1 € S, en particulier
1/2 < |a(x, €)1 |b(x, £)] < Cla(x, £)] |€]"

pour |£| grand, c’est-a-dire iii).
Inversement, si a est elliptique, prenons :

b= (1+ £ " Fa(l + |£]™),

ou Fe C®(C), F(z) = 1/z pour |z| = ¢'. Alors le lemme 2.1.1 implique
beS " etab=1+y(£), avec y(&¢) =0 pour |¢| =C".
Le théoréme 4.1 montre alors que :

a(x, DYb(x, D) =id —r(x, D), reS-!'.

En posant, pour k =0, b,(x, D) = b(x, D) r(x, D) € Op (S~™%), eten

choisissant '€ S~ ", b’ ~ Z b, (proposition 2.3), on trouve :
k=0

J

AB' = A <B'— ¥ B-) +AB Y R = (id-R) ¥ R +0p (5%
Jj<k j<k j<k

=id — R*+Op (§ % =id + Op (575,

ce qui est i).

Un raisonnement analogue permet de construire B” tel que
B"A ~ide Op (8 %), et la remarque du début de la preuve compléte la
démonstration du théoréme. O

Il faut prendre garde que l’existence d’un « inverse a gauche » approché
au sens de B4 —id € Op (S5~ ©) ne signifie pas que A4 est injectif, mais que
ker 4 est formé de fonctions C®, et plus généralement que Aue C*®

implique u € C®. Par exemple, dans R, 4 = o est elliptique, et son
noyau est formé des constantes. De méme, existence d’un « inverse a

droite » approché ne permet de résoudre I’équation Au = f qu’approxima-
tivement. Cependant, si i) est satisfaite, il suffit, pour obtenir u = Bv
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solution de Au=f, de résoudre v+ Kv=/f, ou Kv(x)=

Jk(x,y) v(y)dy a un noyau ke C®. Supposons par exemple qu’on

veuille résoudre localement prés de 0, 0Péquation Au = f, avec
A=A4=23%+...+ 02 le laplacien, et f € C°(R").

Si B, désigne la boule de centre 0 et de rayon r, on peut résoudre dans
L*®(B,) 'équation v + RK? = f, ou U est le prolongement de v par O hors
de B,, et R la restriction a B, En effet, si 'on écrit v = Go,
Gv = f — RK7, on voit que G est contractante dans L*(B,) dés que
r est assez petit, car

|RK5|L°°(B,)$ sup |k(x,y)||v|Lw(Br)r".

| x| =r

ly| =r

En prenant u = B7, on a donc Au=ABV =94 K0 et A(Ru) =
v 4+ RK? = Rf ; Ru est la solution locale cherchée. Comme on I’a noté au
paragraphe 1.1, Ru est en fait C®.

Une autre conséquence utile de la proposition 5.4 est I’existence de
I'inégalité a priori suivante : si a € S™ est elliptique (au sens de iii), c’est-a-
dire uniformément sur R"), pour tout seR, N eR, il existe C,,
Cy, s tels que, pour toute u € §:

fae| s Cldul|,+ Cy s|u|_u-

s+ m

(que I’on obtient également en appliquant 'inégalité de Garding (proposi-
tion 5.3) a A* 4). Cette inégalité signifie qu'un opérateur elliptique
controle, 4 un petit reste prés, un nombre de dérivées égal a son ordre.
(Sur ce théme, voir les exercices 5.12, 5.13 et 5.14 et aussi 6.5, 6.6 et 6.7.)

6 OPERATEURS DANS UN OUVERT DE R”

Jusqu’ici, nous avons considéré des symboles définis pour
(x, £) e R" xR", les opérateurs correspondants agissant dans 8’ (R").

Dans la pratique, on dispose souvent de symboles définis pour
x € £2, 0 ouvert de R”, et on désire leur associer des opérateurs agissant
dans D'(2): ceci peut étre réalisé par un ingénieux systéme de
troncatures, que nous allons maintenant expliquer.

6.1 Propriété pseudo-locale

PROPOSITION 6.1. Soit a € S™ et soit K le noyau de a(x, D). Alors K est
C® pour x # y. En particulier, pour toute u € §',

supp sing a(x, D) u — supp sing u . 6.1.1)
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Preuve : Soient x #y, x, ¢ € C, x =1 prés de x, =1 prés de
y, supp x Nsupp ¥ = & . La fonction K = y (x) K(x,y) () est le
noyau de l'opérateur yay, dont le symbole est d’ordre — oo car
xay ~ 0 d’aprés le théoréme 4.1 ; donc K e C®, c’est-a-dire Ke C® pour
x#y. Si x¢suppsingu, yue CyF pour yeC, ¢ =1 prés de
Xy, alors

xAu = xAvu+ xA (1 - ¢)u,

et Popérateur B = yA4 (1 — ¢) est de symbole be S~ si ¢ =1 prés de

supp x : il suffit de prouver que b(x, D) 8 =« C ® pour obtenir (6.1.1).
Or, pour tout a, x> D¥(e™ b(x, £)) est continue a valeurs dans

S, et D*(Bu)= (2m) " (i, D™ b(x,¢))) (dualité entre § et

8"): donc D“(Bu) est continue, et Bue C = O
La propriété « pseudo-locale » est (6.1.1).

6.2 Symboles locaux et opérateurs dans un ouvert

DEFINITION. Si £2 = R” est un ouvert, on définit S (2 x R") comme
I’ensemble des a € C (2 xR") tels que ¢a e S"(R* x R") pour toute
¢ € C5(£2).

Si ae Sip. (2 xR"), la formule habituelle :

a(x,D)u= 2uw)" J e a(x, £) a(£) dé

définit un opérateur de 8’(R") dans D' (£2), que 'on peut restreindre en
un opérateur §'(2) » D' (N2) et CF(N) - C*(N2).

La proposition suivante clarifie la relation entre de tels opérateurs et les
opérateurs obtenus « par troncature » a partir d’opérateurs globaux.

PROPOSITION 6.2. Soit A: C(2) - C®(2) un opérateur linéaire
continu tel que pour toutes ¢,y € CF(2), Ay € Op (S™). Alors il
existe a' € Sin. (2 xR") avec A = a'(x, D) + R, ot R est un opérateur a
noyau dans C®(2 x 2). Le symbole a' est ici déterminé modulo
Sl (2 x R™).

DEFINITION. Dans la situation de la proposition 6.2, on dit que

A est un opérateur pseudo-différentiel sur (2, et la classe de Si./S." est
appelée le symbole de 4.

Preuve :
a) On admet ici qu’il existe une suite ¢; € C3°(£2), avec

) Vxe 2,y ¢;(x) =1,
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ii) Pour tout contact K = £2, seul un nombre fini d’ensembles parmi les
supp ¢; rencontre K.

Une telle collection de fonctions s’appelle une « partition de l'unité
(pour i) localement finie (pour ii)» (cf. Ex. 6.1).

b) Soit ¢; comme en a) et notons ¢; Ay, = Ay € Op (7). Pour
ue CP(2), on écrit

Au= ZA¢ku= ijAwku=ZlAjku+Z”Ajku’
k

ik

ou 3’ désigne la somme sur les j, k avec supp ¢; Nsupp ¥ #= & .

La fonction a'=23"a;e SG.(2xR"), car si ¢ e CP(LN),
¢a’ = 3" ¢ay ne contient qu'un nombre fini de termes dans S™.

L’opérateur Ru défini par 3" a pour noyau 3" ¢,(x) K(x, y) ¢,(»), si
K est le noyau de 4. Puisque K est C*® pour x s y (proposition 6.1), la
somme est dans C®(£2 x ) comme somme localement finie de termes
C®.

¢) La formule (3.2.2") montre que si K€ CP(R” x R") est le noyau de
b(x, D), alors be S™®. En appliquant cela a opérateur ¢a'(x, D) ¢
dans le cas ot a est 4 noyau C* ({2 x ), ontrouve a’ € Si,;°(2 x R™), ce
qui compléte la preuve. |

6.3 Opérateurs proprement supportés

DEFINITION. Un opérateur linéaire continu A: C(2) - C (L) est
dit proprement supporté si, pour tout compact K < £2, il existe un compact
K' < 2, avec

suppuc K=suppAucK', et u=0sur K' = A4u =0 sur K.

L’intérét de ce concept est que A applique C{° dans C§°, et donc
A* se prolonge en un opérateur de D'(£2) dans lui-méme.: on n’a donc
plus besoin de s’embarrasser de conditions sur le support-des fonctions.

De plus, la proposition suivante montre que, « modulo C®», on peut
toujours rendre un opérateur « proprement supporté ».

PROPOSITION 6.3. Soit A = a(x, D), ou ae€ SH(Q2 xR"). Il existe un
opérateur R d noyau dans C*(2 x 1) tel que A+ R soit proprement
supporté.

Preuve : c’est la méme que celle de la proposition 6.2, car la somme
3" ¢; Ay, définit un opérateur proprement supporté. O

Il faut néanmoins prendre garde que les notions de « symbole local » et
d’« opérateurs proprement supportés » ne permettent aucun contrdle de
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Au lorsqu’on approche du bord de {2 : si I'on s’intéresse au comportement
de u jusqu’au bord de 2, avec éventuellement des conditions aux limites,
on doit faire sur opérateur une hypothése spéciale (dite « de transmis-
sion ») qui permet de préserver la régularité jusqu’au bord des fonctions
(cf. Ex. 6.8).

7 OPERATEURS SUR UNE VARIETE

Soit M une variété C®, et A un opérateur lingaire continu, A:
CP(M) > C*(M).

On dira que A est un opérateur pseudo-différentiel si son image dans
tout domaine de carte est de la forme a(x, D) pour un certain symbole
local a. Pour qu'une telle définition soit utilisable, il faut examiner d’abord
la question des changements de cartes.

7.1 Opérateurs pseudo-différentiels et changements de variables

PROPOSITION 7.1. Soit x : 2 - 2' un (C%) difféomorphisme entre
deux ouverts de R". Supposons que, pour un symbole a € S™, l'opérateur
a(x, D) ait un noyau a support compact dans 2 x 2. Alors

1) La JSonction a(y,n) définie par a(x(x),n)=
e XX g(x, DYeXP? (@' =0 pour y ¢ Q') est un symbole de S™.

ii) Le noyau de a'(x, D) est a support compact dans ' x £2'.

iii) Pour u€ 8', a(x, DY) (uoyx) = (a’'(x,D)u)ox.
De plus,

' 1 a I3 o i)c
@' (x (). m)~ ¥ 8fa(x, x' (x) m) D™ M),

onp,(M=x¥)—xX-—x"x)(y-x).

On remarque que a(x, D)(uo x) est bien défini car le noyau de
a est A support compact dans 2 x 2 (alors que u o y n’est pas définie...).

Preuve :

a) Remarquons d’abord que si a € $”, a(x, D)e™ =e* a(x, ¢). En
effet, si 2 € C°,

a(x, D) u(ex)e™ = e Q2 7)™ " f e q(x, £ + £8) u(8) ds,
qui tend vers :

e a(x,¢) dans 8'(R") si Q)" J #(8)dS =u(0) =1;

par ailleurs, u(ex) e — e dans §’, lorsque & — 0.
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b) Supposons i) démontré. La formule de définition choisie pour
a' signifie alors, d’aprés a), que ii) est valable lorsque u(x) = e™".
Comme les combinaisons linéaires d’exponentielles sont denses dans

8' 4 cause de la formule d’inversion de Fourier, on obtient iii) en général.
¢) Démontrons i). Si ¢ € C(12) est telle que ¢ (x) = ¢ (¥) = 1 pour
(x, y) dans un voisinage du support du noyau de a, on a:

@' (x(x), 1) = ¢ (x) e ¥ a(x, D) (g (x) e¥®)7).

En posant A =1+ |7n|, le théoréme 3 de l'appendice donne un
développement asymptotique, en fonction de A, de a'(x(x), n) et de
toutes ses dérivées par rapport a x et & 7. Il est de plus aisé de se
convaincre que ce développement est uniforme par rapport au paramétre

a = :\’ . On constate sur ces développements que a’ est un symbole en

(v, m ), satisfaisant au sens des symboles le développement donné en iii).
O
On a alors en mesure de formuler une définition précise.

DEFINITION. L’opérateur 4 : C (M) - C*®(M) sera appelé pseudo-
différentiel d’ordre m si, pour toute carte locale x : ¥V — V < R”, I'opéra-
teur transporté 4 :u— [A(uok )] ok~ de CP(V) dans CX(V) est
pseudo-différentiel d’ordre m dans V, c'est-a-dire Vo, ¢ € C5’°(I7),
pAy e Op (S™) (cf. proposition 6.2). On écrira alors 4 € ¥ "(M).

La proposition 7.1 permet I'utilisation pratique de cette définition. La
définition 6.3 d’opérateur proprement supporté s’étend sans changement.

7.2 Symbole principal et fibré cotangent

La proposition 7.1 et la définition des opérateurs pseudo-différentiels
sur M qui lui est liée laissent de cdté la question de la définition d’un
symbole de ces opérateurs ; en effet, dans chaque carte locale, I'opérateur
transporté a bien un symbole déterminé modulo S~ %, mais il dépend de la
carte choisie. La question du symbole devient alors: existe-t-il une
fonction intrinséquement définie dont 'expression dans une carte locale
soit justement le symbole voulu ?

On va voir que la réponse est oui, mais sous la restriction sévére que les
symboles coincident seulement & un symbole d’ordre m — 1 prés: seul le
symbole principal pourra donc étre intrinséquement défini.

7.2.1 Le fibré cotangent T* M (quelques rappels)

Rappelons que 7* M (le fibré des 1-formes différentielles sur M) est
I’ensemble des points (m, w ) € T* M consistant en un point m € M et en
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une forme linéaire w sur l'espace tangent a M en m, noté 7T,, M. La
projection 7 : T* M - M est w(m, » ) =m, et la fibre 7~ '(m) est le
dual de 7,, M.

a) Si (x, ..., x,) sont des coordonnées locales sur V' < M, les champs
(9, ..., 9 ,) forment en tout point de V' une base de 7,, M, les formes

n

(dxy, ..., dx ,) une base du dual : en notant @ = Z £, dx; une 1-forme, on
i=1

obtient des coordonnées locales (x, £) sur 7~ '(V), x coordonnées de

m, ¢ coordonnées de w. Dans une autre carte (x{,...,x,), X' = ®(x),

x = ¢¥(x"), le point m aura bien siir des coordonnées x'(m) = @ (x(m)),
Y,

et la forme w = 3¢;dx; s'écrira w = 3¢, (2 e dx/ }, c’est-a-dire :
7

oY,
Za ,l £;, ouencore ¢'= Y&

Autrement dit, le méme point (m, @ ) aura pour images dans les cartes
(x, £) et (x', &) les points (x, ‘@' (x) 1) et (P (x), 1) de R>” respective-
ment.

b) Sur T* M, il existe une 1-forme a dite « canonique » définie par

Ay o) (L) =0 (T Z),

Z étant un vecteur tangent & 7* M en (m, w ), m+ Z sa projection sur
M.
Dans des coordonnées locales (x, £) définies comme en a), tout vecteur

Z sécrit Z = Za + 3b;

ag;’
T+ Z = 3a, a—a—
et
a(x,f)(z) = (Z¢,dx;) (7w Z) = 3¢, 0, = (2§, dx)(Z) .
Donc

a(x’g) =Z§,~dxi,

les £; étant les coefficients de a, qui sont des fonctions sur T* M.
Cette 1-forme joue un grand rdle dans toutes sortes de questions,
notamment a travers sa différentielle o = — da qui s’écrit en coordonnées
locales o = 3 dx; A d¢;, ce qui signifie o, ,\(Z,Z')=A4.B" - B.A4’,
) i)

Z=A.-— '=A4'"- —4+ B'- —.
+B a‘f Z'=4 ax+ Y3
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Il existe donc sur T* M une 2-forme o non dégénérée, dite « forme
symplectique ».

¢) Cette 2-forme fournit une bijection entre les 1-formes et les champs
sur T* M, par la formule :
0(Z,X)=w(X) (wl-forme; X, Zchamps ).

En particulier, si @ = df pour une fonction f sur 7* M, le champ
Z correspondant est appelé hamiltonien de f, not¢ H,. Dans les coordon-
nées (x, £), en notant

x=a.2yp. 2 wx)=xr=4a.74B.5,

ox 9
o(Z,X)=AB' — BA’
donne
A =fg'§’ B = _f)lc’
soit

0 0
Z=H;=f;, - —~fr-—.
f ff ax fx a§

Enfin, on définit le crochet de Poisson de deux fonctions f,g sur
T* M par:

{fs9y=H;g=fr-gx—fx-9;-

7.2.2 Le symbole principal

Revenons a la situation de la proposition 7.1 : si a s’écrita = a,, + S™ |,
ou a,, est homogéne de degré m, il en est de méme de a’, et

an(x(x),m) =a,(x,x'(x)n).

On dira dans ce cas que a posséde un symbole principal, qui est
a,,.
Si, dans toute carte locale, le représentant de 4 € ¥ ™(M) posséde un
symbole principal, la formule ci-dessus et 7.2.1 a), montrent que ces divers
symboles principaux sont les expressions en coordonnées locales d’une
unique fonction sur 7* M, qu’on appelle symbole principal de A.

L’impossibilité de définir, par exemple, un symbole d’ordre m — 1 de
A limite 'usage du calcul symbolique pour des opérateurs sur une variété
au théoréme suivant.

THEOREME 7.2.2.

a) SiA; e (M) (i = 1,2) sont proprement supportés et possédent des
symboles principaux a,(i = 1,2), A = A, Ay € ¥" 7" (M) est proprement
supporté et admet pour symbole principal a, a,.
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b) Le commutateur [A,, A,] admet pour symbole principal {ay, a,} .

Remarque. On a également un théoréme concernant I'adjoint (cf. Ex.
7.5).

Les concepts et les assertions qui sont liés uniquement au symbole
principal, comme Pellipticité et I'inversibilité des opérateurs elliptiques par
exemple (proposition 5.4), demeurent sans changement pour des opéra-
teurs de ¥"(M).

8 APPENDICE

8.1 Intégrales oscillantes

Nous allons donner un sens a une large classe d’intégrales du type

J e?® g(0)de, ou ¢ est une fonction variant rapidement 4 P'infini, et
RN

ol a est réguliére, a croissance polynomiale essentiellement. La forte
oscillation du terme (), lorsque @ tend vers linfini, permet de
compenser la croissance de a, et de définir I'intégrale.

8.1.1 Commengons par un lemme crucial (dit de la phase non station-
naire) :
LEMME 1. Soient K un compact de R, ¢ € C*(RY), réelle, vérifiant

|’ (8)| = ¢y =0 sur K. Alors, pour toute fonction a € C;°(K), pour tout
keN, ona:

Va=1, rk je“‘””a(b’)d()‘ka+1(go)C(co,K) sup |3%| ,

| a] =k

ot Ci, (@) reste bornée lorsque ¢ reste bornée dans C**'(K).

N
Preuve :posant L = —i|¢'|7* ¥
j=1

/\kJ e*? adg = j e (‘L) (a) d# et on majore la derniére intégrale

do 4
aaj 80j

,ona L(e"*?) = A ¢ d’ou
par vol (K) sup |('L)*a].

8.1.2 Nous pouvons maintenant définir les classes d’amplitudes
a = a(#) qui interviendront dans les intégrales oscillantes :

DEFINITION. Pour p € ] — 0, 1], m € R, on note A,’,"(RN) I’espace des
fonctions a € C °(RY) vérifiant :
Vo eRY, Va e NV,
[0%a(0)| < C,(1+ |o)"=Plel et A4;® =)
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Exemples

a) p = 1. On retrouve la dépendance en fréquence d’'un symbole de la
classe S, introduite au chapitre I, paragraphe 2.1. En particulier,
A} contient les fonctions homogeénes de degré < m (tronquées éventuelle-
ment prés de 0) les polyndmes de degré <m si m est dans N, etc...

b) Si p=p(8) est homogéne de degré 1 — p, C® hors de Yorigine,
alors e” (tronquée éventuellement prés de 0) définit un élément de
A). En particulier: Yo € R¥\ {0}, ¢'°’ définit un élément de Ay, si
g est une forme quadratique, ¢ € 4%, etc...

Comme pour S, on définit naturcllement une structure d’espace
complet sur 4 (p < 1) a Paide de semi-normes :

NJg(a)=  sup (1+ o) m+elel |3%a()] .
| a| <k, 0eRY

La démonstration du lemme 2.2.1 s’adapte alors pour prouver que §

(qui n’est autre que (T )4;) est dense dans A7 pour la topologic de
meR
A7 5 Ve=0, Vp < 1.

8.1.3 Nous pouvons maintenant introduire précisément les intégrales
que nous voulons étudier.

Soit ¢ € C*(RY\0), 4 valeurs réelles, homogéne de degré u >0. On
note

1,(a) = J e?® a(0)de,
RN

qui est bien définie pour tout a € 4, si m < — N. On désire prolonger la
forme lineaire /7, a d’autres a. Pour cela, on force I'oscillation du terme
e'Y en imposant :

doo 0 pour 6 #£0.

THEOREME 1. Sous les hypothéses ci-dessus, et si w =1 —p, I o S€
prolonge par continuité a tous les A}, me R. Ce prolongement est unique

compte tenu de la densité de § dans ces espaces.
Preuve : nous introduisons une partition de l'unité dyadique de

RY (également utilisée au chapitre II, paragraphe A.1.1). On écrit :

I=xo(8)+ ) x(2770) ou xoeCPxeCg,

p=0

et

supp xo< {|0| < 1},suppx <= {12=<|0| =2} ;
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alors

1,(a) = J- LS x0a+ Y Jei*"(‘”x(z-ﬂ 0)a(0)de .
R

p=0

Il s’agit de prouver la convergence de cette série pour a € 4,', et d’en

estimer la somme a l'aide d’une semi-norme de a dans A,. Apres
changement de variable 8 — 27 6, le terme général de la série s’estime a
l'aide du lemme 1 :

2Np J' e 20 y (9)a(2 ) d0‘

< Cy, 2Np-rrk sup 2rlel 13%a (27 9)|
| a] <=k, 12=<|68| =2

pour tout k € N. On contrdle le second membre par :
Crii 2PN —pk+m+ (1-p)k) N;’fk(a) .
Il suffit alors de choisir k& tel que:
Nim—-k(p-1+p)<0,
pour assurer la convergence géométrique et I’estimation recherchée.

Remarques

a) La condition p =1 —p est juste celle qui suffit a assurer que le
terme oscillant €' n’est pas dans le méme espace d’amplitudes 4, © que a)
(voir I'exemple b)).

b) Pour calculer 7,(a), on peut par exemple choisir ¥ dans §, avec
x(0) = 1. Alors, pour tout ae A,", x(£6)a(@) tend vers a(8) dans
A% pour tout 8 > 0, lorsque ¢ tend vers 0. (C’est le lemme 2.2.1 dans sa
version 4,".) On en déduit

I,(a)= lim | e*®a(8)x(=0)do.

£ 0"

Ce type de formule permet d’étendre aux intégrales oscillantes 7,(a) les
régles de calcul habituelles pour les intégrales absolument convergentes
(théoréeme de Fubini, intégration par parties, changement de variables

homogéne, dérivation sous le signe | ).
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3.2 Démonstration des théorémes de calcul symbolique

Prouvons le théoréme 3.2.3 du chapitre I.

THEOREME 2. Si a = a(x, £) € 8", alors
a*(x,¢) = Je‘iy" a(x -y, —n)dydn/27)",

appartient a S™ et vérifie la formule asymptotique :

a*(x §)~ %, 9§D A(x, ).

a=0

Preuve : on pose ¢ (¥, m) = —yn ; ¢ est une forme quadratique non
dégénérée sur R2", donc vérifie les hypothéses du théoréme 1 avec
po=2.

Par ailleurs, a (x, £) fixé, la fonction a(x — y, £ — n ) appartient a
Ag *(R*") (ot m, = max (m,0)), puisque :

A+ [a])"< A+ [y + 2™ .
Le théoréme 1 permet donc de définir I'intégrale

1
@n)y

Je*iy"ﬁ(x—y,f—n)dydn,

en tant qu’intégrale oscillante ; par continuité, cette quantité ne peut étre
que a*(x, £) (définie au chapitre 1, paragraphe 3 comme une transformée
de Fourier). Le théoréme 1 nous donne immédiatement une estimation :

la*(x, £)| < CNgi@x—., € -.)),

pour un certain k.

Nous allons voir que cette estimation donne le résultat si m = 0.
Lorsque m <0, nous allons utiliser une estimation apparemment plus
grossiére, mais qui utilise en fait plus d’information sur a. En « voyant »
a(x —., £ —.) dans un espace « plus gros » A ol w =m_, on a aussi:

|a*(x, €)| = CN§@x—-.,§-.)),

ou j dépend de u.
On a pour w =0:
I+ |yl +|nD* sup |ogdba(x—y,é-7)|=
[a] +]8] <k
<sC{+ |n)* A+ ]E-72])",
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et le choix de p est dicté par le lemme élémentaire suivant :

LEMME 2 (« INEGALITE DE PEETRE »). Pour tous ¢, n € R*, meR
(+[E—q)"<Q+ |aD!™ A+ €]

Preuve : c’est trivial si m=0 car 1+ |[é—n| =<1+ [é|+ |n] =
(1+ ]€])(1 + |75]), et on obtient le cas m < 0 en intervertissant les roles
de £ et ¢ —n, met -m. O

On choisit donc u = |m|, et on obtient

la*(x, £} = C(1+ |[€])™.

En appliquant cette preuve a 95 a? a{x, £) au lieu de a, on conclut que
a*e S™
Pour le développement asymptotique, on applique la formule de Taylor
avec reste intégral 4 la fonction g(¢) = a(x + ty, £ + tn). En remarquant
que :
k!

¢g®¥m= ¥ TB!y“n”ai 3 alx+1ty, & +1m),
lal <18l =k
on a:
a*x.£) = Q7Y Z (- 1)!'al +1 81
lal +1 Bl <2k+1 al B

X <Je‘iy”y“nﬂdydn) 9 9f a(x, &) + Ry(x, €),
ou

R(x,¢6)=Q2=)" Jl (1 —0)* +1ds x
0

Je—iyn 5 (—1)lal +181 5
| af +| B =2k+2

2k +2

x al Bl a;aﬁa(x—ty,g—t‘l))yanﬂdydn,

Calculons d’abord chaque terme de la partie principale de ce développe-
ment :

LEMME 3.
VaeN", VBeN" (@Qmn)" j e Py nfdydn = (i)' ald,,,

oud,g=1sia=p,8,=0s a#p.
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Preuve : supposons par exemple |a|= |B|. On remarque que
y*e ™1 = (=D, )* (e”¥") et on intégre par parties :

Qm)" je_iy"y“nﬁdy dg=Qm)" J- D(nf)e P dydy.

Si a # B, alors il existe j tel que a; > B;. On en déduit :
DX(nf)=0 si a=p, alors D (0% = (- a!.
Il reste a calculer :

(2 W)""Je‘iy" dydn = lm (2 77)‘"fe‘iy”x(ey)x(sn)dydn,

e+ 0"

pour x € 8(R"), x(0) = 1. L’intégrale a évaluer n’est autre que :

Q)" J x(en) x(nje)dn/e" = (2 m)" J x(e*n) X (n)dn,

qu tend vers (2 7)™ " Ji(n)dn =x(0)=1
On en déduit :

a*(5 €)= Y =08 DIalx £)+ Relx ).

| a| =k 7

Notons que 3¢ D ae S™~!*l. Nous allons prouver que R, € S" %~ 1.
Pour cela on remarque que, en intégrant par parties en 7 puis en
y comme ci-dessus, R,(x, £) est combinaison linéaire de termes du type

1 .
j (1 —g)2k+! th‘e“y17 3y 8y a(x —ty, & —tn)dydn dr,
0

ou |y|=k+1 Mais (y,n)—>23)0)a(x—ty,{—tn) appartient a
AP R2y < 4™~ 1 Y11 (R?™), et intégrale oscillante correspondante
est donc majorée par :

Csup (1+ [y|+ [n)7 ™ 1Y (14 |¢—tn|y =17

ysn

<Csup (1L+¢|q|) "= 111 (14 | —tn|y"=17

n

=CA+ e =Cc+ eyt

Ainsi  |Ry(x, €)| <C(1+ |£€])"" %!, et on majore de méme
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97 82 Ry(x, £), en remplagant a par 3% 8f a, ce qui achéve la démonstra-
tion. O

Remargue. Une démonstration légérement différente, qui s’adapte a de
plus larges classes de symboles, est proposée a I’exercice 4.12 (question ¢)).

La preuve du théoréme 4.1 se déroule exactement selon le méme plan,
puisque la quantité a étudier est cette fois

1

#b(x, &)=
a X )

Jeiyna(x’g_n)b(x—y,f)dyd"’

qui est encore une intégrale oscillante & amplitude dans 47 ©(R2"). Nous
laissons les détails au lecteur (voir aussi I'exercice 4.11).

8.3 Action d’un opérateur pseudo-différentiel sur une fonction
oscillante

Par la méme méthode, nous allons prouver un résultat tres utile, qui est
en particulier la clé de la proposition 7.1 de changement de variables pour
les opérateurs pseudo-différentiels.

THEOREME 3. Soient ¢ € C °(RY), a valeurs réelles, telles que ¥x € R",
dy(x) £0, ue CP(R") er ae S™(R" x R*). Alors pour tour A = 1,

a(x, D)(ue??)(x) = e 1(x, 1) (3.1)

ou I(x,A) admet, si A — + o0, le développement asymptotique suivant,
localement uniformément en x,

ICRED) ai!a;(ei“x(”u(y))|y=xpg a(e A dg(x)).  (32)

a=0

Dans la formule (3.2), on a posé r.(¥) = ¢ (¥) — ¢ (x) —d¢g (x)(y — x),
et le terme de rang a est estimé par A™~ 12172

Preuve : par définition, on a, au sens des intégrales oscillantes,
I(xA)=Qm)" ﬂ & E a(x, £) SO YD u(y) dy dg .
Posant y = x+ z, £ = 1 + A d¢ (x), on obtient :

I, A) = Q@m)" H e n NI Ly
xa(x,n+ A dy(x))dzdn (3.3)

avec les notations de I’énoncé ci-dessus.



58 Opérateurs pseudo-différentiels

a) Notons @(x,n,A) = j e~z XD (v L 2) dz, de sorte que:

I(x,A) = (277)‘"ja(x,ﬂ+Ad!//(x))<15(x,n,)t)dn,

et montrons que, pour C assez grand,
Vi, |@(x,m,A)| <Cp(1+ |n]+A)"

hors de A = |n+Ad¢(x)|=Cr. (34)

C
En effet, on écrit :

—z.n+)trx(x+z)=/\[rz(x+z)—z~%] =Af(z2)

avec f'(z) =dy(x +z) —d¢g(x) — n/A.

Si |7+ Ad¢(x)] <A/C, et C est choisie telle que |dy¢(y)| =2/C
pour tout élément y du support de u, alors |f'(z)| = 1/C.

De méme, si |7 +Ady(x)| =Cr, et C est choisie telle que
|dy (¥)| = C/2 pour tout élément y du support de u, alors | f'(z)| = C/2.

L’intégrale qui définit @ a donc une phase f uniformément non
stationnaire, et le lemme 1 implique 1’estimation (3.4).

Ecrivons alors :

I(X,I\)ZII(X,A)—{—Iz(X,/\),
ou
Lix,A)=Q2m)" Jj ez em"(x+z)u(x+z) X

X x (%erz//(x)) a(x, 1 + A dg(x))dzdn (3.5

et oo y e CPR"), x(¢)=1 pour 1/C=<|{|=<C, x({)=0 pour
¢ =1/2C.

A cause de Pestimation sur @, I, est a décroissance rapide lorsque
A >+ 0.

b) Pour traiter /,, notons:
bz A) =u(x+2)a(xn+rdb () x (T+dw ).

Alors b vérifie les estimations suivantes :

Va, VB |37 agb(x,z, 7,4 )| < Cgpp AT 1B
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et admet un support compact en z, uniformément en 7, A et localement
uniformément en x.
Le théoréme est alors conséquence du lemme suivant :

LEMME 4. Soient r € C *(R") vérifiant dr(0) = 0 et b e C °(R} x R})
dépendant d’'un paramétre A € [1, + o[, de sorte que, pour un certain m,

Va, VB, [02085b(z,m, M) <Cupr™ 1P,

On suppose en outre que b est a support compact en z uniformément par
rapport a m, A.
Alors lintégrale

JA)y=Q2Qm)" JVJ\ e—izem CiM(Z)b(Z, n, A )dzdn

admet si A > + o0 le développement asymptotique suivant :

1 a iAr(z a
JA) ~ Z :y_laz(elA()Dnb(z’O’A))|Z=0’

a=z=0 :

le terme de rang a étant estimé par A"~ 1l 2

Preuve : on procéde comme pour le théoréme 2, par un développement
de Taylor de l'amplitude en z=7n =0. A l'aide du lemme3, on a
immédiatement

1 a g/ iAr na
I =Y et DIbE 04|+ R,

| | +| Bl <2k :

R(A)=Q2m)" Jl (1—[)2k_1 Z Jf e—izen ZaﬂBX
0 | a] +| B| =2k

x 8% 88 (e"" b) (tz,tm, A )dzdn dr.

Etudions d’abord la croissance des termes « principaux». Dans
3% (el D7 b(z,0, 1)) chaque dérivée en z portant sur 'exponentielle fait
apparaitre iAd,7, qui s’annule en z = 0, de sorte que la contribution de
el*" dans ce terme sera combinaison linéaire de termes du type :

P S B
- ||
ou Z |a;| = |a], et |a;| =2, donc g<-5.
i=1

Compte tenu des estimations sur b, on conclut que :

|85 (e Dy b(z,0,1))|,_,<C,am1el,
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Nous allons exploiter également ’annulation de dr en 0 pour estimer le
reste Ry(A ).

En intégrant par parties en 7 et en z, on se¢ raméne, comme dans la
preuve du théoréme 2, a estimer une quantité du type :

ﬂ e =7 37(e 87b) (12, 1, A ) dz dn (3.6)

uniformément pour ¢ € [0, 1], avec |v| = k.

A A fixé, (3.6) est une intégrale oscillante pour la phase —z. 7,
d’amplitude appartenant a 4. Malheureusement, les dérivations en
z portant sur e*’ font apparaitre une grande croissance en A, qui compense
la décroissance apportée par les dérivations en n portant sur b, et font que
les semi-normes de cette amplitude dans 4{ n’ont pas la décroissance

souhaitée.
Nous allons donc retransformer cette intégrale, en développant les
dérivées en z. L’amplitude est alors combinaison linéaire de termes du

type

e A .. 3 3k alb

q
pris en (¢z,t7, A ), avec Z [vi] + |} = |¥]|, |v:| =1
i=1
Si |v;| =1, (3, r)(t2) = 14, (1z) . z, ou ¢, € C®(R"). Des intégra-
tions par parties en n nous raménent alors 2 des amplitudes du type:
eM AT D (1z) 84 32 3b(1z, tm, 1),

ou ® € C*(R"), |8| =+ {i, |v;| =1}, de sorte
q

lvl=Y |vi|=2q- 8],
1

i=

ie.
181 _ 17|
— =< . 3.7

7= 5 (3.7)
On estime alors lintégrale oscillante par une semi-norme (fixe) de
Pamplitude, et on obtient, compte tenu des estimations sur b,

[Re(A)| <= CpaMrarm=lvl =12l
soit, compte tenu de (3.7),
IRk(/\)| kaAM+mf | 'y|/2$ Ck/\M+m—k/2

ou M est un entier indépendant de &, c.q.f.d. O
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Remarque. Le développement asymptotique (3.2) est classiquement
obtenu, & partir de ’expression (3.5), a V'aide du théoréme plus général
« de la phase stationnaire » (cf. Ex. 7.1), visant a étudier des intégrales du

type J e'"/ ™ 4 (x) dx, lorsque u € C P et f n’a que des points critiques non

dégéneérés. (Voir [H1, paragraphe 7.7].) La structure particuliérement
simple de la phase intervenant ici nous a incité a4 donner une démonstration
directe.

COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE I

Ce chapitre emprunte toute sa substance — parfois méme littéralement
— au chapitre correspondant de 'ouvrage de HORMANDER The analysis of
linear partial differential operators (tome IlI, chapitre 18, paragraphe 1).
Nous nous sommes efforcés toutefois d’écrire un texte le plus élémentaire
possible, auto-contenu, incluant ce que l'on a estimé étre le « strict
minimum » de la théorie. Nous croyons qu’une telle présentation pourra
étre utile aux étudiants, mais aussi aux chercheurs plus « appliqués » ou
venant d’autres disciplines, qui pourront lire ce chapitre comme un
« crash-course ».

Bien entendu, de nombreux aspects ne sont qu’effleurés : les classes les
plus générales de symboles pour lesquelles on dispose d’un calcul
symbolique raisonnable sont introduites dans HORMANDER [HS]
(tome III, paragraphe 18.5, « Calcul de Weyl ») ; une discussion approfon-
die de ’action des opérateurs « exotiques » dans L? fait I'objet du livre de
COIFMAN et MEYER [CM)] Au-dela des opérateurs pseudo-différentiels ; le
cas d’opérateurs & symboles analytiques dans le domaine complexe est
développé dans SIOSTRAND [Sj] Singularités analytiques microlocales ;
enfin, une discussion des différentes inégalités de «type Géarding»
existantes, se trouve dans HORMANDER [H5] (paragraphe 18.6.7
« Géarding fort», paragraphe 18.6.8 « Fefferman-Phong», paragraphe
22.3.3 « Melin »).

D’autres prolongements du présent chapitre seront discutés avec les
applications au chapitre II.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE I

1.1 Soit p = p(¢) une fonction polynomiale de degré m =1 sur R", a
valeurs complexes, elliptique au sens suivant :

Si p,, est la partie homogéene de plus haut degré de p, *)
ona:p, (&) 0pourtout £ e R™ {0} .
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a) Montrer qu’on peut définir £ € 8' (R") par

> 1 -x(£)
E(¢)=—"Fx—,
p(€)
ol y € C{(R") est a choisir ; vérifier que p(D)E =8 + w, w € 8.

b) Vérifier que, si |a| est assez grand, x* Ee L*(R"), et
Df(x**#E)e L®(R") pour tout 8. En déduire que E est C® sur
R™ {0}.

¢) On suppose m=n+ 1. Montrer que D? Ee L (R") pour tout
B tel que |B|=<m-—n—1. En déduire que si ue L*(R") vérifie
p(D) ue L*(R"), alors 9*u € L °(R") pour tout « de longueur inférieure
ouégale a m—n—1.

Remarque. L’estimation ci-dessus est bien siir loin d’étre optimale. On a
en fait 3°u e L *(R") pour |a| <=m —1 et «presque» pour |a| <m.

1.2 Soit u € L*(R") telle que, pour tout j € {1, ...,n }, pour tout entier
k, aj-‘u e L °(R"). Prouver que 3%z € L °(R") pour tout « € N*. (Indica-
tion : considérer I'opérateur P, = Z a}".)
j=1

2.1 a) Soit a=a(x,¢)e S"(R"xR"). On écrit n=n;+n, avec
ny=1, £ = (&, &,) avec £; € R™. On suppose que a ne dépend pas de
&,. Montrer que a est différentiel d’ordre [m].

b) Soit @ = a(x, £) € C*(R" x R*) vérifiant

Va, VB, |85 8fa(x, &) <C,z(1+ &))" 181,

avec les notations de a. Soit y € S°(R}), 4 support dans {|£,| = C|&|},
pour un certain C = 0. Montrer que a(x, £) ¥ (£) € 8. (On justifiera
Pexistence d’un tel x.)

2.2 Soient a = a(x, £) € CP(R" xR"), x e C *(R}), de support contenu
dans {1/2 = |£| =2}, et x ne s’annule pas sur s

Pour A =1, on pose a,(x, £€) = x (£) a(x, A §¢). Montrer I’équivalence
des conditions suivantes :

i) ae S™

i) YVkeN, |a, ”C"(IR"xIR") =CrA™
2.3 Soit a = a(x, £) € C*(R* x R") vérifiant : Ime R

) Va eN", |8fa(x, é)| = C (1 + €)™

i) VB eN", |afa(x, £)| < Co(1 + | 1AL

Montrer que a € ™. (Utiliser I'exercice 2.2, et I'exercice 1.2.)
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2.4 qa) Soit fe CHR"). On suppose f et 3°f(lal| = k) bornés. Soit
xeR et P (h) = 2 9 }j.;(x) hP. Montrer que la famille (P,), . gr

1<| B| <k-1
est bornée et en déduire

S 10 la)

lal =k

VB, 1<B<k—1, |35f],a<C (|{f||,_m+
En changeant x en Ax (A a choisir) prouver que

188f )< C|f]Lat B ( » Ila"flle>|B”k.

lal =k

b) Soit p = p(x, £) € S” telle qu’il existe u <m vérifiant |p(x, £)| <
C(1+ [€]|)". Montrer que, Ve =0, pe S**° (on pourra utiliser I'exer-
cice 2.2).

¢) A quelle question naturelle la fonction ¢ > eiX81 £1)" repond-elle ?

2.5 Soient Cy >0, 2 = {{€C", |Re ¢ | >Co|Im¢|} et a = a({) une
fonction holomorphe sur £ vérifiant :

Vie, |{=1, [a(D)]=CA+|L])".
Montrer que (1 — x (£)) a(£€) € 8™ (x € CP(R") vaut 1 prés de £ = 0).

2.6 Cet exercice étend le lemme du paragraphe 2.3 au cas de fonctions
holomorphes dans wun secteur saillant de C. Soit 2 =
{zeC, |Imz| <CyRez}, ou Cy=>0 est donné.

a) Pour a =0, on pose f,(z)=e %7 Vérifier que f,(z)/z"-0,
z-50,ze 2 pourtout k e N, et que f,(z) - | quand & — 0* uniformé-
ment sur tout compact de 2.

b) Soit (b;); N une suite de nombres complexes. Montrer qu’il existe
une suite («@;);n de reels positifs telle que la série Z b; ]-— (1 f « ()

i=0
converge uniformément sur tout compact de 2. Conclusion ?

2.7 Soit m; une suite décroissante de réels tendant vers — oo, et soit
a € S™. On suppose qu’il existe a € C *(R" x R") vérifiant :

) IweR, ae s~

i) I(p,), N, une suite de réels tendant vers — oo, telle que:

VneN, la(x£) - ¥ ax £)| <C,(1+ €D

j<n

Montrer que a ~ 2a;. (On pourra utiliser 'exercice 2.4.)
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1
T
a) Etablir une relation de récurrence entre a’g*zp, a’g +lp, a’gp. En
déduire que p n’appartient & aucun S’”(Ré, »). (On pourra raisonner par

I'absurde et étudier la décroissance des 9p (7' 7) pour 7 = + ®0.)

28 Pour reR, £eR, on pose p(&¢,7) =

b) Montrer qu’on a les estimations suivantes :

Vj, Yk |8§¥p(&,m)| = Cip(l+ €]+ |r|) 1792

2.9 Pour p € [0,1], 8§ € [0, 1], on note S ; (R" x R") I'espace vectoriel
des fonctions a = a(x, ¢£) € C*(R" x R") telles que :

Va, VB, |05 0fa(x, £)| = Cup(1+ |£])70IP1 2100
a) Soit b e C *(R" x R") vérifiant || = C(1 + |€])* (C =0) et:
3p, 8, Va, VB, [0208b| < Cplb(x, &)[(1+ [£])PIAI+o1al

Montrer que 1/b€ S, 4.

b) Dans quelles classes S;'; se trouvent les symboles

e ()1 + |x|?* |€]2*)"! (u, v entiers =0, ¢ € CP(R"))?

3.1 Cet exercice établit le type de conditions vérifiées par le noyau dun
opérateur pseudo-différentiel (voir paragraphe 3.2.2) sans chercher a
caractériser ’ordre de I'opérateur.

a) Soita(x, &) € U S$™(= S**). On considére le noyau K de a(x, D),

meR
donné par la formule (3.2.2). Montrer qu’il existe un entier N tel que:

VaeN”, V8 e N",

Bl =N, (3,+8,)% (x =)’ K(x,y)e CII “¥R?") (%)
(i.e. est continue bornée sur R*" ainsi que ses dérivées jusqu’a I'ordre
|B| —N).

b) Inversement, soit K € 8’ (R?") vérifiant les conditions (x) pour un
certain N. On note ae 8 (R?>") la distribution définie par (3.2.2").
Montrer qu’il existe un entier M tel que:

VaeN", VBeN" |Bl=MVVyeN" ly|=|B|-M,
g2 0fae ™.

En déduire que ae S*>.
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Remarque. Si 'on cherche a déterminer précisément Iordre de
a a partir de 'entier N intervenant en a) et ), on constate un important
décalage (de I'ordre de n). Cela tient au fait que ’espace L™ se comporte
trées mal vis-a-vis de I’analyse de Fourier.

3.2 L’exercice 3.1 montre que le noyau d’un opérateur pseudo-différentiel
est C® hors de la diagonale {x = y}.

Soit a € SY, et K le noyau de a(x, D). On se propose d’étudier ici le
comportement de K(x, y) lorsque (x, y) s’approche de la diagonale, i.e.
lorsque z = x — y est proche de 0.

On pose H(x,z) = K(x,x—2z). Pour A =1, a choisir, on note
H=H,+ H, ou:

H\(x,z) = Jeiz‘g a(x, £) x (§/A)d¢/2 =)'

Hy(x, z) = J e fa(x, £)(1 — x(¢/A ) dé/(2 )",

ou x € CF(R”) vaut 1 pour [¢]| <C.

a) En intégrant par parties, montrer que, pour tout N,
|Hy(x,2)| =Cy AN |z] 2N
b) Verifier que |H (x,z)| = CA" et conclure que
|H(x,z)| =C/|z|".

Cup

_— t
|x_.y|”+“3| pour 1ous

¢) Montrer de méme que |3% 38K (x,y)| =
a, B eN".

Remarque. Les opérateurs dont le noyau K vérifie les conditions
décrites en ¢) forment une classe beaucoup plus générale que celles des
opérateurs pseudo-différentiels d’ordre 0. En particulier, ils ne sont pas en
général bornés sur L (a la différence de ces derniers, voir le paragraphe 5),
et cette propriété est trés délicate a décrire en fonction de la distribution
K (voir [DJ]). Un exemple simple est étudi¢ a ’exercice 5.4.

4.1 Montrer que, si a;(x, D) et a;(x, D) sont des opérateurs différen-

tiels, alors a;(x, D) ay(x, D) = b(x, D) ou b(x,¢) = Z —IT 0; a; D{ ay
@l

a=0

(noter que la somme est finie).

42 Soit A un opérateur pseudo-différentiel  nilpotent  (i.e.
Ik € N/A* = 0). Que peut-on dire de 4 ? Donner un exemple non trivial
avec k = 2. (On pourra utiliser I’exercice 2.4.)
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4.3 Soit 4 un opérateur pseudo-différentiel idempotent (i.e. 42 = A).
Montrer que 4 ou 1 — 4 est d’ordre — 0.

4.4 Sans utiliser la preuve du théoréme 4.1 dans I’appendice, montrer les
résultats suivants :

a) L’application

STk §M L g
(a, ay) > a ¥ a, ( =symbolede a |(x, D) ay(x, D)),

est continue (utiliser le théoréme du graphe fermé et par exemple la
proposition 3.1).

b) L’application

§x §™ o gt
(a, ay) » a1 ¥ ay—a,a,,

est continue.
4.5 Intégrales oscillantes

Caracteriser comme suit 'espace 4, de 'appendice lorsque p > 1:

si m<0, AV=8

si m=0, A)=8@ F

mjp] »
ou ¥, est I'espace des fonctions polynomiales de degré d sur RV,

4.6 a) Vérifier I’énoncé suivant du théoréme 1 « avec paramétre » :

Soit {2 un ouvert de R", et soient ¢ = ¢(x,0)e C°(2 xR"\0) ez
a=a(x,0)e C°(2 xRY) vérifiant :

i) @ est u-homogéne en 6, et dy ¢ (x, 0) # 0 sur 2 x RV\0.

i) Il existe p =1 — pn tel que, pour tout compact K de 0, x € K,
6 eR",

Va, VB, |85 0falx, 0)| =C,px(l+ 0]y 7171
Alors la fonction I,(a)(x) = J e?™ 9 g(x, 8)do est C® sur .

b) On se propose de généraliser le résultat ci-dessus lorsque la condition
1) est reldchée en

') @ est p-homogéne en 6, et d, 5 ¢ (x, 0) # 0 sur £2 x RN\O.

On va montrer qu’alors /,(a) peut étre encore définie, mais comme
distribution sur 2, T'application 7,: A;* - D'(£2) étant continue.
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Soit a vérifiant i) avec m < — N. Alors I(P(a)eCo(!)) et, si
ue CP(N), ona:

J I,(a)udx = J] e q(x, 0) u(x)do dx .

Soit x; ¢ supp u, et soit U un voisinage ouvert de supp u relativement
compact dans £. On choisit une fonction X =
x(t,0)e CP((R" x R¥)\ {0} ) homogéne de degré 0 en (7, 0), telle que

X=1six0+|—;—'esuppu, X:Osix0+ﬁ¢ U. On pose alors:

(. 0) = ¢ (x+ 0

161
1 t t
b(tio)z|0|Na<x0+ﬁ’0>u(x0+|7>.

,0> x (¢, 0)

Montrer que ¢ € C°(R"*"\ {0} ), qu’elle est homogene de degré u par
rapport 4 (7, 8), et que d, , ¥ # 0 si x + L e supp u. Montrer que

161
be A7 V(R*Y), et que

jlw(a)udx = ﬂ e’ bdrde.

¢) Montrer que le support singulier de 7, (a) est contenu dans I’ensem-
ble {xe 2,30 ¢ R"\0,dy ¢ (x,0) = 0}.

Conclure.

Remarque. Les distributions du type /,(a) jouent un réle particuliere-
ment important en analyse, spécialement lorsque . = 1, p = 1 (intégrales
de Fourier). Des exemples sont donnés au chapitre 11, paragraphes B.1 et
B.2.

4.7 Soit a« un nombre réel. On note S, le support singulier de la
transformée de Fourier de la fonction f, définie sur R par
Ja(x) =cos |x|*. Montrer que S, =@ sia =1, S, = {1} sia =1,
S, < {0} si @ <1 (on pourra utiliser I'exercice 1.2). L’exercice suivant
prouve qu’en fait S, = {0} si & < 1.

4.8 Soit a=a(#)e A, p >0. On suppose que 4 est C* pres de 0.
Montrer que a € S. (Indication : estimer a(8) — (& xa)(0), ou ¢ € C,

J:gé =1, lorsque 8 — 0.)
4.9 Soit g une forme quadratique non-dégénérée sur R". L’exercice 4.6

montre que la transformée de Fourier de e est une fonction C*® sur
R". (Pourquoi ?) Nous allons la calculer explicitement.
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a) On appelle § la forme duale de ¢, ie.: si g(x) = (A4x, x),

G(€) = (47 '€, ¢).
Veérifier que q(x) —2 {(x, &) =q(x—A"'¢)— §(¢), et en déduire
que :

e1q/2 - (2 77);1/2 elo-vr/4 |det g |— 1/2 e—nﬁ/2

ou o est la signature de g, et det ¢ est le déterminant de ¢ dans une base
orthonormeée.

+oo
(On calculera j e 12 gy par prolongement analytique a partir de

+ 00 PO
'intégrale de Gauss J e~ A2 dx = 2T7T . )

- ®©

—

b) Déduire de a) la formule suivante :

VéeR", VkeN, ¥ (jeiqm/”_‘: dx) g% =
224

| a| =2k
(g (&))"

_ nf2 iocw/4 —1/2
=Q2m)e |det g | X Al

qui nous sera utile pour établir la formule de la phase stationnaire (voir
exercice 7.1).

4.10 En reprenant la preuve du théoréme 1, montrer le résultat suivant :

Soient ¢ = ¢ (#) et a = a(0, A ) deux fonctions vérifiant les mémes
hypothéses qu’au théoréme, « variant avec le paramétre A € [1, + oo [ de
la fagon suivante :

si p=0, |3%a(6,1) <C,(1+ [0])" -~
si p <0, |8%a(6,A)|=C,(1+ |9|+A)M—p|af .

Soit yo€ CP(RY) valant 1 prés de 6 = 0. Montrer que, pour tout
NelN,

U &0 a(0, A )(1 - xo(8/1))d6| = Cy A~ N,

4.11 Théorémes du calcul symbolique

Soitp = p(x, 3, £) € C®([R" xR" x R"). On dit que p € S"(R?” x R")
si

|95 85 02p(x, 3, €)| = Cap,(1+ |E])" 171
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Sous cette hypothése, on considére 'opérateur 4 de noyau

K(x,y) = Jei(x_y)"fp(x,y,f)df-

@2a)

Montrer que A est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m, et que son
symbole a(x, £) vérifie :

a(x, &)~ Y 10 DI (51, €)y -

a=0 :

Vérifier que le théoréme ci-dessus entraine les théorémes 3.2.3 et 4.1.
(Pour ce dernier, on remarquera que, si 4 = a(x, D) et C = ¢(x, D) sont
deux opérateurs pseudo-différentiels, alors 4C* est du type étudié ci-
dessus avec p(x,p,€) = a(x, €)c(p, €).)

4.12*% Soient p € [0,1], 8 € [0, 1[; on définit comme & 1’exercice 2.9, la
classe Sf,",a(IRz" xR") par p = p(x,y, &) e 87 s (R*" xR") si

|2 8 02p(x, y, £)] = C oy (14 |£] Y0171 2302l 21810,

On définit I'opérateur 4 comme a ’exercice 4.11.

a) Vérifier que I'intégrale donnant le symbole a(x, ¢ ) de 4 en fonction
de p peut encore étre interprétée a 1'aide du théoréme 1.

b) On suppose 8 = 0. Montrer que a € S,',.

¢) On suppose p=8=>0. On note A = [§|, et on choisit
Xo€ CP(R*") valant 1 pour |p|+ |n|=<1/2, et valant 0 pour
|¥] + | n} = 3/4. En utilisant I’exercice 4.10, montrer que :

a(x, £) - Je‘y‘"p(x,x—y,é— n) xo(y/A, n/A)dydn/2 m)"| <

sCN/\‘N,

pour tout N € N.
Poser y = A~ %y, n =21%7%n’ dans lintégrale comparée ci-dessus a

s

a(x, £) et vérifier que la fonction
q(x, 9, £, 1) =p(, x = A"y, =A%) xo(A2 YA, A% /1),
vérifie les estimations :
Va,B,x,3, 6 m |a;’af7q|scaﬂ)lm.

Conclure que |a(x, £)] = C(1+ |€|)™, puis que a€ S ;5.
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d) On suppose p > 8 = 0. Montrer que a vérifie encore :

a(x, €)~ ¥ =95 DEp (6, €)y_x

a=0

Remarque. Cet exercice montre en particulier que le passage a ’adjoint
et le produit laissent stable la classe des opérateurs pseudo-différentiels de
type (p, 8 ), lorsque p = 8,8 < 1. De plus, si p > 8, de tels opérateurs
jouissent d’un calcul symbolique tout a fait analogue a celui exposé dans le
cours aux paragraphes 3 et 4. Notons enfin que 'hypothése § <1 est
cruciale : I’'adjoint d’un opérateur de type (1, 1) n’est pas en général un
opérateur pseudo-différentiel de type (1, 1). (Pour une étude détaillée,

voir [HS].)
5.1 Continuité L?

Soit x, € R”, ¢, e R” avec |&;] =1, ¢ € S(R"), A = 1. On considére
uy (x) = A8 o (A 1P(x — xp)).

a) Calculer |u, |,

b) Soit a € §”. Montrer qu’il existe b, € S™ tel que:

“iAx. ¢
e " Ha(x, D) u, =A”/4bA(y,D)<p|y:A|/z(x7xO).

Montrer qu’il existe M € N tel que:
|6, 1) —alx, AEQ) | < CAT V2 (1 + |y| + |9 Y.

(On pourra distinguer deux cas, suivant que |7 | est inférieur ou supérieur
a Ay
¢) En déduire (a(x, D) u,,u,) = a(x, Aég)|e|s+0(A"" 112),

d) Montrer que si a(x, D) est borné sur L% alors a € §° pour tout
e=>0 et |a(x,¢&)| =C (utiliser Pexercice 2.4, en commengant par
remarquer que |a(x, &)| <C(1+ |¢€])" ).

5.2 Cet exercice concerne la premiére démonstration (historiquement)
du théoréme de continuité L2 pour un opérateur pseudo-différentiel : le
symbole est supposé homogéne de degré 0.

Soit donc a = a(x, £) € S%(R" x R"), coincidant pour |¢| = 1 avec une
fonction o (x, ¢) homogéne de degré 0 en £. (Remarquer que ce degré
d’homogeénéité permet de définir o (x, D).)

a) Montrer que, si o (x, D) est borné sur L alors a(x, D) est borné sur
L% (On pourra étudier a(x, D) — o (x, D) x (D) ou y € C ®(R") vaut 1
pour |[£| =1 et O prés de £ =0.)
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b) On suppose n = 1. Montrer que o(x, D) est borné sur L (R).

¢) On suppose # = 2, et on admet le théoréme suivant la décomposition
en harmoniques sphériques.

Il existe une base hilbertienne (hy), .y de LY(S"~") formée de fonctions
C® sur 8"~ telle que les coefficients de Fourier de toute fonction
fe C®(S"™ YY) soient a décroissance rapide quand k — + c©, alors que

Al o1y = 0(k™) pour un certain M.

Pour n =2, il se réduit & la décomposition habituelle en série de
Fourier.
Montrer que ’on peut écrire :

o

o(x, €)=Y o (x) (£/1€]),
k=0

ou flo| = & S5t a décroissance rapide en k. En déduire que o (x, D) est
borné sur L*(R").

Remarque. On notera que la démonstration ci-dessus ne nécessite pour
a ou o, aucune régularité en x, sinon d’étre dans L*®. Cela tient a
Phypothése d’homogénéité en ¢ faite sur o.

Plus précisément, si a vérifie seulement les estimations

Va, |ofa(x, )] <C.(1+ &))",

'opérateur a(x, D) n’est pas nécessairement borné sur L2
En revanche on montre (voir [W], théoréme 9) qu’il I’est toujours si I'on
ajoute les estimations suivantes :

Vie{l,..,n}, Ya, [o 0fa(x, &) <C,(1+ [£]) .

5.3* Cet exercice donne une démonstration du théoréme 5.1 qui n’utilise
pas le calcul symbolique.

Soit ae C*"(R" x R") vérifiant |87 3¥ a| <C pour @ € {0,1}",
Be {0,1}". On se propose de montrer que a(x, D) est borné sur
L2 On pose |a| = Y sup |a5 df a|.

ac{0,1) pe{01}"

a) Préliminaire. Soient ¢ € LYR"), ue L*R"), v e L*R"). Vérifier

que

i(x, &) = fe"iy'f e(x—yyu(y)dy et

B(x, £) = Jei""’ (& —mn)d(n)dn,

sont dans LX(R?").
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b) Vérifier qu’il suffit de prouver I'inégalité suivante :
Vae CP(R"xR™"),Vue 8, Vres§,
|(a(x, D) u,v)| =C|al |ul|v],>.

¢) On pose ¢(x) = l_[ (1 +ix;)” I, etii et ¥ sont alors définies comme a
j=1
la question a). On écrit :

(a(x,D)u,v)=m e 0F a(x, £) u(y) ) dx dy 25
@m)y

En intégrant par parties en ¢, montrer que :
(a(x, D)u,v) = ﬂ ¥ b(x, &) d(x, £) v(x)dx d¢,

ou be CPR"xR") vérifie Y sup |3 b| <C|a] .
ae { 0,1} "

d) En écrivant v(x) = Jeix'" i(n) dans lintégrale ci-dessus,

dn
(2m)

et en intégrant par parties en x, montrer que :

(a(x,D)u,v) = z J Sea(x, €) 0% (x, £) D(x, £)dx de,

ac{on"
ou ¢, € CP(R" x R"), sup |¢,| = C|a|. Conclure.

Remargue. Cet exercice montre bien sir beaucoup plus que le
théoréme 5.1 : on obtient ainsi la continuité L? des opérateurs de la classe
S‘Q{O (cf. Ex. 2.9 et [W]) auxquels la démonstration du théoréme 5.1 ne
s’adapte pas. En revanche l'exercice 4.12 met en évidence un calcul
symbolique pour la classe S}’ ; lorsque 1 = p > 8 = 0, qui permet d’obtenir
la continuité L? des opérateurs & symbole dans Sg, s

Lorsque 1>p =8 =0, la démonstration de I’exercice 5.3 s’adapte
(TW]) tandis que la continuit¢ L? est fausse dans les autres cas
Osp<d=<letp=256=1 (Voir COIFMAN-MEYER [CM].)

5.4% Intégrales singuliéres

Soit k € C %R\ {0} ), localement lipschitzienne, telle que :

VxeR", [k(x)]| < © , k()] =

|xln |n+1
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(k(x — y) vérifie donc une partie des estimations établies pour le noyau
d’un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 en dehors de la diagonale
{x =y} (voir Ex. 3.2)))

On se propose d’étudier I'existence et la continuité L2 de 'opérateur
« valeur principale »

Au(x) = lim k(x—y)u(y)dy.

e=04+ J|x-y| =¢

a) Montrer que Au existe dans D'(R") pour tout ue C(R") si et
seulement si la condition suivante est réalisée :

J- k(x) dx a une limite lorsque ¢ tend vers 0 . ()
e=| x|

=1

(Comparer Au(x) a u(x) k(y) dy.) Vérifier qu’alors la famille
x|y =1

de fonctions k, = k.1, ., convergedans§’ (R™) vers une distribution
notée ko, et que A est borné sur L2 si et seulement si ky € L*(R").

b) Veérifier que k, € LA(R"), et que

l€€(§)| =< C pour tout ¢ = 0, pour
tout £/|£] = 1/e. (On pourra estimer ¢; k,(¢£), pourj =1,..,n)

¢)Si |£] <1/e, on pose k. (£)=1I.(£)+J(£), ou J(&)=
J k(x)e ¢ dx. Vérifier que |J(£)| < C et que:
| x| =1/] €]

I:(f)—J k(x)dx| =C.
e=s|x| <1/ €|

En déduire que, sous la condition (%), 'opérateur 4 est borné sur
L? si et seulement si la condition suivante est réalisée :

f k(x) dx reste bornée pour R — + o0 . (s%)
I=|x =R

Que deviennent (x) et (xx) lorsque k est homogene de degré —n?
x| 7"

— =1 est bien
1 + |Log |x||

d) Vérifier que Popérateur A associé a k(x) =
défini et borné sur L% (y € R\ {0}.)

e) On prend k(x) = | x| iy —n_ Vérifier que & ne satisfait pas la condition
(), mais que, pour tout nombre complexe a de module 1, on peut définir

A, u(x) — lim j k(x - ) u(y) dy,
fx-y| =&,

n-> o
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iy B

ou g, —»0" et &) » a. Vérifier que Aa—AB=ai_ et que les
Y

A, sont bornés sur L2

5.5 Soit B(L?) I'espace vectoriel des opérateurs bornés sur L% muni de sa
structure naturelle d’espace de Banach.

a) Vérifier que 'application

S5 B(LY

a —»a(x,D),

est continue. Son image est-elle fermée ?
b) Soit a € S°. Montrer que I'application

(0,11 B(L?)
e a(x, eD),

n’est pas en général continue, mais qu’elle ’est si on munit B(L?) de la
topologie de la convergence simple.

5.6 Si s est entier, montrer que H°= {ue L2 D*ue L? |a| <s}.

5.7 Si s = n/2, montrer que H* est contenu dans ’espace des fonctions
continues tendant vers 0 a I'infini, et qu'on a:

sup |u(x)| = Clu|,.

xeR"

5.8 A quel espace de Sobolev appartient 8 dans R"?

5.9 Cet exercice détermine tous les opérateurs pseudo-différentiels
P locaux, i.e. tels que supp Pu < supp u pour tout u € 8.

Par exemple, les opérateurs différentiels sont locaux. On va montrer
qu’il n’y en a pas d’autres. (C’est aussi une conséquence d’un théoréme
général de PEETRE.)

a) Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m < — n/2, local.

Soit x, € R", et soit u € §. Montrer qu’il existe une suite #; € § telle que
u, = 0 prés de x, pour tout k, et u, —»u dans L%(R"). En déduire que
Pu(x) = 0. (Utiliser I’Ex. 5.7)

b) Soit P local d’ordre < 0. Montrer que P = 0. (Utiliser I'Ex. 4.2.)

¢) Soit P local d’ordre m < k € N. Soient f, ..., f ; C® sur R”, bornées

ainsi que leurs dérivées. Montrer que Ad f ... Ad f , P = 0. (On rappelle
que (AdA4)B = [4,B] = AB— BA.) En déduire que si u€ § vérifie
u(x) =0 pour j=<k—1, alors Pu(x)=0. Conclure que
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P= %Y a,D%oules a, sont C%, bornées ainsi que leurs dérivées.
| ] k-1
(On pourra utiliser la formule de Taylor.)

5.10 Soit r € S™% tel que, Vx e R", r(x,0) = 1. On pose, pour ¢ =0,
p.=r(x, eD).

a) Montrer les inégalités |p,u|,=<C|uly, [u-p u|,<C,e"u|,
pour tout € 8, m > 0. En déduire que pour tout ue L% p,u - u dans
L? quand £ 0, et que, si A est d’ordre négatif, p, 4 tend vers
A en norme.

b) Soit L un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. Montrer que
[[L,p Ju |, =<Clul, pour tout ueSs. On note

D(L)= {ue L’ Lue L?*,etonmunit D(L) delanorme |u|,+ |Lu|,.
Montrer que D(L) est un espace de Hilbert, dans lequel H*®, puis
8, sont denses.

5.11 Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1. Pour se R et
keN, on pose:

HS*(P) = {ue H’, P/ue H'pourtoutj <k} .

a) Montrer que si 4 est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre O,
ue H**(P) entraine Aue H**(P). (En particulier: ue H* et
Pue H***~! entraine Aue H>*(P).)

b) Soient p, g € S 'tels qu’il existe a € S° vérifiant p — ag € S°. Montrer
que H**(q(x, D)) « H**(p(x, D)).

5.12 Opérateurs elliptiques et inégalité de Gérding

Soit a € S°.
a) On suppose que a(x, D) satisfait une inégalitt de Gérding:
Vues, Re (a(x, DY u,u) + Clu|?, =colul3. Montrer que

Rea(x, £) = ¢y pour |¢| assez grand (utiliser 'Ex. 5.1).
b) On suppose que a(x, D) satisfait une inégalité de type elliptique
|ulo<C(|a(x, D) u|y+ |u|_s). Montrer que a est elliptique d’ordre 0.

¢) Reprendre les questions a) et b) avec a € S™, me R.
5.13 Soit ae€ S™ un symbole vérifiant Rea(x, &)= C|£|™ pour

& assez grand, et soit k un entier > 1. Montrer qu’il existe b € S™k tel que
b(x, D)* = a(x, D) modulo un opérateur d’ordre — oo.

5.14 Soit a e S tel que |a(x, £)| = C =0 pour tout (x, ¢) e R" xR".
On va montrer que, pour ¢ > 0 assez petit, a(x, £D) est inversible. (Noter
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que ce n’est pas une conséquence du fait que |a(x,0)|=C; voir
exercice 5.5 b)).

a) On pose, pour ee€ [0,1], a.(x, &) =a(x, e¢). Montrer que
a, —a .
% est une famille bornée de S! pour ¢ €10, 1].

q. =
£

b) Vérifier que a, % l/a, = 1 + £(q, % l/a, — q./a.) et en déduire qu’il
existe gy>0 tel que: Ve €]0, eyf, a.(x, D) soit un isomorphisme de
L2

6.1 Partitions de Punité

Soient £2 un ouvert de R”, et (U,), o ; une famille d’ouverts relativement
compacts recouvrant £2. On va montrer qu’il existe une famille (¢;);.; de
fonctions telle que :

hViel ¢, e CQU), O=p, =<l

ii) La famille (supp ¢;) est localement finie. (C’est-a-dire que, pour
tout compact K de 2, K Nsupp ¢; = & sauf pour un nombre fini de
iel)

iii) Dans (2, z ¢; = 1. (Cette somme est bien définie d’aprés ii).)

iel

a) Montrer qu’on peut supposer I = N.

b) On suppose que la famille (U;) est localement finie. Montrer qu’il
existe une famille (V;) d’ouverts telleque Vi€ I, ¥V, c U;, et 2 = (Vs

iel
(On pourra construire les V; par récurrence, de telle sorte que
VneN, 2 = )V, U (U, ) Choisir alors ¢, € C°(U,), ¢, = 0, telle
i=n Jj=>n

que ¢; =0 sur V,, et vérifier que ¢; = réepond a la question.

¥
jel

¢) Cas général. Construire une suite localement finie (A4,) d’ouverts
relativement compacts de 2, recouvrant £2. Pour chaque »n, on choisit
I, < I fini tel que 4, \_JU;, et l'on pose, sii€l,, U,; = U;NA,

iely

Montrer que les U, ;, n€N, i € I,, forment un recouvrement locale-
ment fini de 2 ; choisir une partition de unité (¢, ;) comme en b), et
poser ¢; = Z Pni-

niiel,

Dans les exercices qui suivent, on note ¥ ,({2) I'espace des opérateurs

pseudo-différentiels proprement supportés sur 2, d’ordre m.
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6.2 a) Montrer que la proposition 2.3 se généralise au cas d’éléments de
Siee” (2 x R™).

b) Généraliser les théorémes de calcul symbolique 3.2.3 et 4.1 a la
classe des opérateurs proprement supportés sur {2.

¢) Soita € Sjp. (2 x R™), etsoit 4 € ¥ ;1(£2) admettant @ pour symbole.
Montrer qu’il existe Be ¥ () vérifiant BA =1+ R (resp.
AB =1+ R), ou R est un noyau C%®, si et seulement si a vérific la
condition suivante: pour tout compact K de {2, il existe Cx =0 et
Ry tels que Vx € K, |a(x, )| = Cg|€|™ si |£]| = Rg. (On dit alors que
a— ou A — est elliptique d’ordre m.)

d) Soit p,(x, £), (x,&)e 2 xR"\ {0} une fonction homogéne en
¢ de degré m. Soit P € ¥ ({2), de symbole p, tel que p — p, € syt
(P,n € C2(£2 x R") est une fonction qui coincide avec p,, pour [é| =1):
on dit que p,, est le symbole principal de P. (Voir paragraphe 7.2.2.) A
quelle condition sur p,, 'opérateur P est-il elliptique d’ordre m ?

6.3 a) Soit A € ¥ ,(£2). Montrer que, pour tout compact K de 2, pour
tout réel s, il existe Cg =0 telle que:

Vue CP(K), |Au| <Cglu]

s+m”
b) On note
oc(2) = {ueD'(2), Vo € CP(2), pue H(RM} ,

que l'on munit des semi-normes |¢u|, ¢ € C;°(2). Montrer que
Pinégalité de la question a) signifie que 4 est borné de H,}™(£2) dans
Hipo(2).

6.4 Cet exercice fournit une caractérisation des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels locaux par leur action sur L% (Voir [CM].)

a) Soit T un opérateur linéaire borné sur L*(R"), de noyau a support
compact dans R” x R”. Pour £ € R”, on note e, la fonction définie par
es(x) = e, et on pose:

ar(x, £) = T(eg)(x) e ¢

Justifier ’existence de o5, et vérifier qu’elle est continue en £, a valeurs
L*R™). Vérifier enfin que

sup j |ar(x,§)|2dx<+oo,
teR”
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d¢

2y (remarquer
o

et que, Yu e CP(RY), Tu(x) = j e ¢ op(x, &) a(€)

par exemple que, pour toute fonction ¢ € C°(R"),
(Tu, ) = {u, T* o) =2 m) " J u(€) <e,, T* ¢ >df).

b) On désigne par B l'espace vectoriel des opérateurs 7, comme en a),
tels que, pour toute famille finie X, ..., X , de champs de vecteurs,
I'opérateur ad(X),) ... ad (X;) T soit borné sur L*(R").

i) Montrer que tout opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 a noyau
supporté dans un compact est dans G.
ii) Montrer que si 7, 7, sont dans G, 7, T, est dans G.

iii) On note Z = {0}, T€ G}. Montrer que Z est stable par la

multiplication par une fonction C*(R"), et par l'action de 8/dx,
3/3¢;, & 0/8¢; pour tous j, k dans {I,..,n }.
iv) En utilisant a), montrer que ) < S%R" x R™).

¢) Enoncer et prouver un résultat analogue a celui de b), dans le cadre
des opérateurs proprement supportés sur un ouvert 2 de R”.

d) Soit o(¢) =exp (iet®)e (9" (£) = (1 +|£])"2 Montrer
que lopérateur o (D) est borné de H° dans H' pour tous réels
s et ¢, et que, pour toute famille finie X, ..., X , de champs de vecteurs a
symboles dans S', l'opérateur ad(X,)...ad (X;) o(D) est borné sur
L%[R"). Le symbole o appartient-il 2 §°?

6.5* a) Soient s,t deux éléments de [0, 1[ vérifiant s+ ¢ < 1. Soient
Ae ¥,"(2), m=s5s+1, P et Q€ 11’1}5(.(2); on suppose que P et
Q admettent tous deux un symbole principal réel.

Montrer que, pour tout compact K de {2, il existe Cg = 0 telle que :

Yue CP(K), |(Au, PQu)| < Cx(|ul|f+ |Pul? + |Qu|* ).

En choisissant 4 = E* E[P,Q], ou Ee ¥~ ™+72 ot elliptique, en
déduire que

Vue CP(K), [P, Qlul_(,,,pp=Cxllulg+ |Pu|_ + [Qu|_)

(avec d’autres constantes Cy).

b) Soient X\, ..., X , des champs de vecteurs réels C® sur 2. On
suppose qu’en tout point x de {2, les vecteurs X;(x), [X;, X ](x) pour
l<i=<p, 1 sj<k=p, engendrent R".
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1) En utilisant @), avec s = ¢ = 0, montrer I'estimation :

p
Yue CF(K), lulllzsCK(lu|0+ Y |X,-u|0) .
i=1
ii) Soit alors ue L2,(£2) telle que, pour tout i, X,ue L. (2). En
appliquant I'inégalité ci-dessus a4 R, u, avec

R.=ox(eD)o, o e CP(2),xe8 et x (0)=1,

conclure que ue H ,‘0/02(.() ). (On pourra remarquer que R, = r.(x, D), ou

la famille (r,) est bornée dans S°(R” x R").)

iii) Soit u € D' (N2) telle que pour tout i, X; u € H{,.(2). Montrer que
ue HEPV2(0). (On pourra remarquer que tout x € £ a un voisinage
ouvert w tel que we Hf (w) pour un certain o.) Montrer que si
Xue C*2), 1 =i <p, alors ue C*(2).

iv) Dans R? on considére X, = 3/0x, X, = xd/dy. Soient ¢, # deux
fonctions C*® & support compact sur R, avec supp ¢ <[l,2]. Pour

+®©

A=1, on pose u,(x,y)=¢(Ax) j eV o (x J;) dn. Estimer
0

+
J ||u,\(x,.)||2sdx pour s=0 lorsque A — + o0, puis |X,-uA|(2), et
- ©
conclure que le résultat ci-dessus est optimal.

¢) On se donne toujours X, ..., X , sur {2, mais on suppose cette fois
que, pour tout x € £2, R" est engendré par les X;(x), |[I| <r, oul'ona
posé :

si I = (i, vl g)E {a, . p Ve, g=|I],
XI= (adXi.l)... (adXiq—l)Xiq'

En raisonnant comme dans la question ), montrer qu’il existe § = 0 tel
que, siu€ D' (2) vérifie X, ue H.(2), 1 <i<p, alorsue HL °(Q2).

Remargue. Contrairement a la question b), le gain § mis en évidence
par cette méthode n’est pas optimal. (On peut montrer que le gain optimal
est 1/r.)

6.6 Soient X, ..., X , des champs de vecteurs C ® sur (2. On pose:

X2

i-
1

P=

i

uM'u

a) Prouver 'estimation suivante :
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Pour tout compact K de £2, tout se R, tout u e CFP(K),
4
2
Y | X;u|, < |Re (Pu,u)g| + Cglul?,
i=1

ou (v, w), désigne le produit scalaire dans H*(R").

b) En raisonnant comme a lexercice 6.5b) i), montrer que si
u € Hy,.(£2) vérifie Pue H{ (1), alors X;ue H{ ({2) pour | <i <p.

¢) On suppose que les X; vérifient les hypothéses de la question 6.5 ¢).
Soitu € D' (£2). Que peut-on dire de u si Pu e H{, (2), si Pue C*(2)?
6.7* Soit P € 1I/I}J(.Q), admettant un symbole principal p;, vérifiant :

Vxe 2,V¢6e R\ {0}, pi(x,¢6)=0= {Rep,,Imp,}(x,£)=0.

a) Soit E un opérateur d’ordre — 1, proprement supporté, de symbole
principal |£|~'. Montrer qu’il existe une constante C, positive telle que
I'opérateur

Og=[P*Pl+CyEP*P,

vérifie les hypothéses de 'inégalité de Garding.
b) Prouver que, pour tout compact K de (2, il existe Cx = 0 telle que

Vue CP(K), |ul,=Cg(|Puly+ |ul,).

En utilisant un régularisateur comme a 'exercice 6.5 b) i1), en déduire que
si ue L2,(2) et Pue L} (), alors ue HYX2); conclure que si
ue D' (N) vérifie Pue HL (), alors ue HL"(N). (Raisonner
comme 4 l’exercice 6.5.)

On dit que P est « sous-elliptique avec gain d’une demi-dérivée ».

6.8* Condition de transmission & une variable

a) Calcul préliminaire. Pour x € R et y € C ®*(R) vérifiant y (¢) = 1
pour £ =1, et y(£) =0 pour ¢ < 1/2, on pose:

+ @ 3
u,(x) = J e™ x (&) £rdé.
- @
On sait (voir exercice 4.6) que u, est une distribution sur R qui est
C® en dehors de x = 0. Montrer que, si x>0, on a:
u,(x) =™+ Py 4 1)x #~!  modulo C®([0, + o] )
u,(~x)=e P Mg 4 1)x#~' modulo C*®(]0, + o] ).

siopwed {=1,-2,-3,..};
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et
uU_,(x)=i"*"'x""'Logx modulo € *([0, + o[ )
u_,(=x)=(—1)"*'x"""Logx modulo C*(0, + oo[)

si ne {1,2,3,..}.

On désigne ici par I’ la fonction eulérienne usuelle définie, pour

o0
Rez =0, par I'(z) = J e~ '+t~ !dt et prolongée méromorphiquement a
0

tout le plan complexe. Indication : on se placera d’abord dans le cas
[e4]

# > —1, ou 'on comparera u, a J e £# d¢, puis on remarquera que
0
Dxuﬂ =u, 1

b) Soit A ~ Z A; un symbole classique d’ordre m sur R. On pose:

+a
u(x) = J e A (&) de.
—®

Montrer que u|,_, se prolonge en une fonction C' si et seulement si:
VieN, A;(—1)=¢e"™=D A, (1), ce qui signifie que A;(£) se prolonge
holomorphiquement & Im ¢ = 0.

¢) Soit a ~ Z a;, un symbole classique d’ordre m sur R. On dit que

j=0

Iopérateur a(x, D) satisfait a la propriété de transmission par rapport a
10, + o[ si Yue C ([0, + oo ), la fonction a(x, D) (%) | __, se prolonge
en une fonction C®. (On a noté #° le prolongement de « 4 tout R donné
par u%(x) =0 si x <0.)

Montrer que, si u € C§([0, + o[ ),

+
a(x, D) u’(x) = J e A (£)de,

—
ou A est un symbole classique d’ordre m, vérifiant notamment Ay(£&) =
— 17" a4(0, £) u(0). (On pourra commencer par remarquer que (&) est
un symbole classique d’ordre — 1, dont on calculera un développement
asymptotique, puis on se reportera a l'appendice, théoréme 2, pour
calculer A en fonction de a.)

En déduire que a(x, D) satisfait a4 la propriété de transmission deés que

sont vérifiées les conditions suivantes :

VkeN, VjeN, afa(0, - 1) = " ~/) 3%a;(0, 1) . (%)

d) Montrer réciproquement que si a(x, D) satisfait 4 la propriété de
transmission, alors les relations (+) ont lieu. (On commencera par montrer
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le cas j = k = 0, puis on remarquera que, si a(x, D) satisfait a la propriété
de transmission, [D, a(x, D)] également.)

7.1*% Formule de la phase stationnaire

a) Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée sur R”, et soit
u e CF(R"). On se propose d’étudier le comportement asymptotique de :

I(A) = J ety (x)dx lorsque A — + 0.

Pour cela, poser x = y/ ﬁ dans l'intégrale, et développer u au voisinage
de 0 ; en estimant le reste a ’aide du théoréme 1 de 'appendice, montrer
qu’on obtient un développement asymptotique en puissances de A, dont
on calculera chaque terme & I'aide de l'exercice 4.9 b) :

1~ () Ide—;]%z( iyt (4200 o).

o étant la signature de gq.

Soit maintenant f € C *(R"), a valeurs réelles, admettant un unique
point critique x;, ou le hessien g = f”(x;) est non dégénéré. Pour
ue Cg, on se propose d’étudier :

I/(A) = J e ™y (x) dx .

b) Lemme de Morse. Montrer qu’il existe un voisinage V de
Xy et un difféeomorphisme local ¢ de ¥ sur un voisinage de 0 tels que:

VxeV, f(x) =%q(¢(x))-

Pour cela, chercher ¢(x) sous la forme B(x){x ~x) ou B(x) =1
Remarquer que 'on peut écrire :

SO) =3 (A~ %), % — x0)

avec A(x) symétrique, A(x,) étant la matrice de g, et qu'on est alors
ramené a résoudre :

B(x)* A(x) B(x) = A(x), B(x) =1,

pour x prés de x,.

Conclure en appliquant le théoréme d’inversion locale (par exemple
sous la version énoncée au chapitre 111, paragraphe A.1.1) a 'application
B B*A(x)) Bprésde B=1.
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¢) Déduire de a) et de b) que I,(A) admet un développement asymptoti-
que en puissances de A, dont le premier terme est :

n2 .
(52 )" elrmitidet £7 o)~ Putn)

o étant la signature du hessien f"(x;). (On pourra utiliser le lemme 1 de
I'appendice pour localiser le domaine d’intégration autour de x;.)

Remarque. 11 est possible de calculer explicitement tous les termes du
développement asymptotique mis en évidence en c). (Voir [HI1, théo-
réme 7.7.6], ou l'on utilise une méthode indépendante du lemme de:
Morse.)

Dans toute la suite, M désigne une variété C® (réunion dénombrable de
compacts).

7.2 Vérifier que le théoréme de partition de 'unité (Ex. 6.1) est encore
vrai sur la variété M.

7.3 On fait choix d’une densité positive u sur M. (Voir éventuellement la
note sur les densités a la fin des exercices.)

a) Soit A€ ¥™(M), et soient ¢, y € C(M) telles que supp ¢ N
supp ¢ =J. Montrer qu’il existe k € CF(M x M) telle que :

Vue C=(M), Vxe M, ¢Awu(x)=f k(x, 3) u() 1 () -
M

(On pourra d’abord étudier le cas ou suppe c U, suppy ¥V, U et
V étant des domaines de cartes disjoints ; alors U U V est un domaine de
carte.)

b) Montrer que ¥~ ®(M) coincide exactement avec les opérateurs du
type :

Ku(x)=f ko) u() () (we CRM)
M

ou ke C®(M x M).

7.4 a) Soit U un ouvert de M. Si 4 € ¥ ™(M), montrer que I'opérateur
A .
U

CEU) » C=(U)
uwr (Au)y,

est élément de ¥ (U).
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SiBe ¥™(U), ¢, ¢ € CF(U), montrer que ¢ By définit un élément de
T M).

b) Soit A: CP(M) -» C®(M) un opérateur linéaire continu. On
suppose qu’il existe un recouvrement ouvert (U;) de M tel que
Ay, € ¥7(U;) pour tout i. A4 est-il élément de ¥ (M)? (On pourra se

contenter d’étudier le cas de deux ouverts dans R 1) Montrer que 'on peut
conclure si 'on impose de plus que A satisfait la propriété mise en
évidence a I’exercice 7.3 a).

¢) Soit (U;); .; un recouvrement ouvert de M, et, pour tout / € I, soit
A; € ¥"™(M). On se donne d’autre part £ € [ — co, m[, et on suppose que,
pour tous i,J

Aiw,n v, = Ay, 0o, € viu, nu).

Montrer qu’il existe 4 € ¥™(M) tel que, pour i :
Ay —A, e PI(U).

Montrer que A4 est unique modulo ‘I’e(]l[). En d’autres termes :
vy w! est un faisceau sur M. (Indication : on pourra prendre
A= Z g, A, ¢;, o0 @;, ;€ Ci°(U,;) sont bien choisies...)

d) Appliquer le résultat de ¢) aux situations suivantes :

i) Si ae S™(T* M) est m-homogene, il existe 4 € ¥™(M) dont le
symbole principal est a.

i) Soit (m;); .y une suite de réels décroissant vers — o, et, pour tout
Js soit 4; € w"(M). Montrer qu’il existe 4 € ¥ ™(M) (unique modulo

¥-®(M)) tel que:

A;, ausensou,pourtout NeN, 4 - Z A€ vNM) .

0 Jj<N

™8

A~

j

iii) Soit 4 € ¥™(M), de symbole principal a,. On suppose que
a, # 0 sur T* M. Montrer qu’il existe Be ¥~ (M) tel que AB=1 =
BA mod ¥~ *(M).

7.5 Cet exercice étudie la généralisation du théoréme 3.2.3 aux variétés.
Soit u une densité positive sur M, et soit 4 € ¥ ™(M). On se propose de
montrer qu’il existe 4* € ¥ " (M) tel que:

Yue CL(M),Yve CP(M), J‘ Au.l‘),u:J u. A ou .
M M
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a) Vérifier que, si un tel opérateur existe, il est unique parmi les
opérateurs C°(M) — C*(M). (Ou a valeurs dans I'espace des distribu-
tions sur M, si ’on sait de quoi il s’agit.)

b) Soient ¢, ¥ € CF(U), ou U est un domaine de carte. Construire
(¢ Ay )*. En déduire une construction de (A4¢ )* en utilisant une partition
de l'unité subordonnée & un recouvrement (U;) tel que U,="U,
U, Nsupp ¢ =& pour i 0. (Utiliser I'exercice 7.3 a)) En déduire
finalement une construction de 4*.

¢) Montrer que, si 4 admet un symbole principal a,, alors 4* admet
a,, pour symbole principal.

7.6 a) Montrer l'invariance par changement de coordonnées du fait
qu’un opérateur est classique au sens du paragraphe 2. En déduire qu’on
peut définir sur M des opérateurs pseudo-différentiels classiques.

b) Soit A € ¥™(M), classique, et soit a,, son symbole principal. Soient
xeM,pe CP(M)telleque ¢(x) =1, ¢y € C*(M) telle que d¢ (x) # 0.

Calculer lim A ~™e *¥® 4(e*¥ ¢ )(x) en fonction de a,. (Utiliser le
Ao+

théoréme 3 de I'appendice et I'exercice 7.3 a))

7.7 L’objet de cet exercice est de caractériser les opérateurs pseudo-
différentiels sur M = T" = (R/2 wZ)". Pour k € Z", on note ¢, la fonction
C® sur T" définie par e,(x) =e*-*. Si ue C°(T"), on note a(k) =

Q)" f u(x)e *-*dx. Si a = (a(k));cz» est une suite de nombres
complexes, on définit la suite 8;a (1 <j <n) par:
d;alk) =a(k+ ¢;) —a(k),

ou (£,..,€,) est la base canonique de Z". On définit ensuite
8% pour @ € N" selon la procédure habituelle.

a) Soit A€ ¥"(T"). Pour xe T" et k€ Z", on pose:
a(x, k) = e_,(x) Ae;(x) .

Vérifier que |a(x, k)| <= C(1 + |k|)™ (utiliser le théoréme 3 de I'appen-
dice) et que:

Ba(x, k) = e, (0)[3, ] ex(x)
ja(x, k) = e_i(x)(e_,, de, — A)(e)(x).
En déduire que :

Va,VB, |82 6Pa(x, k)| < C,p(1 + |k|)"~ 1481, (*)
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b) Réciproquement, soit a = a(x, k), de classe C® en x, vérifiant la
condition (%), on définit alors 4: C°(T") - C®(T") par:
Au(x) = z a(x, k) a(k) e*-* . (%)
keZ"

i) Pour ¢, ¢y € C*(T") telles que supp ¢ Nsupp ¢ = &, montrer
qu’on peut écrire :

eApu(x) = J k(x,y)u(y)dy, avec ke C *(T"xT?").
ii) On note U = (T'\ {1} )" que I'on identifie a ]0, 2 7 [* par la carte
habituelle. Pour ¢, ¢ € C(U), vérifier que ¢ Ay appartient & ¥"(U).
(On remarquera que 8%(e%?) = z¥e* 7 ¢_(2) on ¢, est C*, non nulle
sur U))
iii) Conclure.

Les trois exercices suivants montrent comment on peut appliquer les
opérateurs pseudo-différentiels 4 I’analyse sur les variétés compactes. Afin
de mieux montrer comment fonctionnent les opérateurs pseudo-différen-
tiels, nous avons choisi de donner des preuves auto-contenues des résultats
classiques de finitude, de dualité et de décomposition spectrale, et le seul
résultat non trivial d’analyse fonctionnelle utilisé ici est le théoréme de
projection de Hilbert (Ex. 7.9 e)).

Le lecteur désireux de connaitre les concepts généraux d’analyse
fonctionnelle qui sont attachés a ces résultats (opérateurs de Fredholm,
etc...) pourra se reporter par exemple 4 HORMANDER [HS5, paragra-
phe 19.1].

Dans toute la suite, on se donne une variété M compacte, et sur
M une densité positive . L’espace LY M) est muni du produit scalaire
hilbertien :

(u,v):J ubp .
M

On notera comme d’habitude [u|é = (u, u). Pour la norme ainsi définie,
C*®(M) est un sous-espace dense de L*(M).

- 7.8* Finitude et dualité

Soit M une variété compacte de dimension n, et soit P € ¥™(M) un
opérateur elliptique. On choisit une densité positive u sur M, et on
introduit sur C®(M) le produit scalaire préhilbertien

(u,v)=j ubp .
M

On a montré a I'exercice 7.5 que P possédait un adjoint P* pour cette
structure, et que P* e ¥"(M).
Par ailleurs, on appellera noyau de rang fini toute fonction
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N

ke C®(M x M) s’écrivant sous la forme k(x, y) = Z @;(x) ¢;(¥) ou
j=1

¢, ¥; € CP(M), et par extension 'opérateur K qui lui est associ¢ par la

formule Ku(x) = J k(x, )y u() n(»).
M

a) Montrer que, si K est un noyau de rang fini, Ker (I — K) est de
dimension finie, et Im (7 — K) = (Ker (/ - K*))*.

b) Soit ke C®(M x M). Montrer que, pour tout =0, il existe
k' de rang fini tel que sup,, 4|k —k'| <e. (On pourra penser au
théoréme de Stone-Weierstrass.)

En déduire qu’il existe Qe ¥~"(M) tel que QP =1 - K, ou
K est un noyau de rang fini.

¢) Montrer que Ker P est de dimension finie. Soit f € (Ker P*)*.
Montrer que Qf € (Ker (I —K*))*, et en déduire qu’il existe
ge C®(M) telle que f — Pge Ker Q. Montrer qu'on peut choisir
g tel que ||f — Pg || soit minimale, et qu’alors & = f — Pg est orthogonale
a P(Ker (QP)). En déduire que P*heIm (P* Q%*), puis que 2 = 0.
Conclure que Im P = (Ker P*)*,

7.9* Soit 4 € ¥"™(M) avec m < 0. Par le théoréme 5.1,
A:C®(M) - C®(M)

se prolonge en un opérateur borné de L2*(M), que nous noterons
encore A.

On suppose A4 auto-adjoint, i.e. 4% = A.

a) Soit F < L?(M) un sous-espace fermé stable par A, sur lequel
A n’est pas identiquement nul.

i) On note s(F) = sup |(Au, u)|. Montrer que s(F)e

ueF, |ulg=1
10, + oo [.

ii) Soit (u;) une suite de F telle que ||,
|[A] =5(F). On note ¢ = A/s(F)e {—1,1}.
Montrer que |Au;— Au;|, — 0 (appliquer linegalit¢ de Schwarz a
Q@) = ((s(F)—€4)v,v)) et, a laide de I’exercice 7.8 b) montrer
qu’une sous-suite de (;) converge en norme vers un €lément non nul de
Ker (4 — A) N F. Vérifier en outre que Ker (4 — A ) est contenu dans

C*®(M), de dimension finie.

b) Montrer qu’il existe une suite (E;) de sous-espaces de L2(M), deux a
deux orthogonaux, de dimensions finies > 0 et une suite (A;) de nombres
réels, telles que :

: k 1
Vk, Aig, =, Id et |Ag, | =s(F), avec F = (@ E]-) ;
enfin E, « C®(M) si A, # 0. -

=1 et (duj, u;) > A avec
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¢) Montrer que A, —» 0. (On utilisera les exercices 5.10 a) et 7.8 b)
k-
pour montrer que A est limite en norme de noyaux de rang fini ; on en
déduira que A4 ne peut vérifier une inégalité du type |(Au,u )| =c|u|?
avec ¢ >0, sur un sous-espace de dimension infinie.)
d) Montrer que, si (A,) stationne 4 la valeur 0, A est un noyau de rang
fini.

e) On pose E= @ E, + Ker 4. Montrer que E est dense dans
k=0

L}(M). (On étudiera E*.)

7.10* Soit P € ¥™(M), d’ordre m =0, formellement auto-adjoint, i.e.
P* = P, dont le symbole principal p,, vérifie:

V(x,£)eT*M, pn (x,E)=c|é|™, avec ¢=0.

a) Montrer qu’il existe a =0 tel que P + a soit injectif sur C*(M).
(Utiliser I'inégalité de Garding.)

A l'aide de Tlexercice 7.8, montrer que P +a: C®(M) - C*(M) est
inversible.

b) En appliquant les résultats de I’exercice 7.9 a4 4= (P +a)™ !,
montrer qu’il existe une suite (£,) de sous-espaces de C*(M), de
dimensions finies > 0, deux a deux orthogonaux, et une suite (A;) de réels
tendant vers + oo telles que :

LXM)=@E,, etVk, Pp =A,1d.
k

Note. Densités sur une variété. A U'intention du lecteur peu familier avec
le calcul sur les variétés, nous rappelons ici en quelques lignes la notion de
densité. 3

Si E est un espace vectoriel sur R, de dimension », on note
| 2] (E) 'ensemble des applications ¢ : E”" - C telles que, pour tout
opérateur linéaire 4 sur E, pour tous vecteurs 4y, ..., i, de E, on a:

@ (Ah,, ..., Ak, ) = |det A| ¢ (h, ..., h,). *

Par exemple, si (e;, ..., ¢,) est une base de E, ¢ = |eff A-.-re¥| est un
élément de |2 | (E), a valeurs dans R*. Il est clair que | 2| (E) est un C-
espace vectoriel de dimension 1, et quun tel élément en constitue une
base.

Lorsque M est une variété de dimension #, on note | {2 | (7'M) la réunion
disjointe des |£2|(7,, M) pour me M : | 2| (TM) s’organise en un fibré
vectoriel complexe de rang 1 sur M, que l'on appellera le fibré des
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éléments de volumes sur M. On appelle densité toute section (C ™) de ce
fibré ; I'intérét d’une densité p est qu’elle peut s’intégrer sur M (du moins
si elle décroit suffisamment & l'infini, en tout cas si elle est 4 support
compact). En effet, dans un systéme de coordonnées locales, on peut
écrire :

p=f(x,. ., x,)|dx an.--adx,|, avec feC *®,

et, si p est a4 support compact dans le domaine de carte, on peut définir
J p=1| flx,...,x,)dx .. .dx,,
M R"

la formule (*) assurant 'indépendance par rapport au choix du systéme de
coordonnées grice 4 la formule de changement de variables dans les

intégrales. Par partition de 'unité, on définit ainsi | p pour toute densité
M

p a support compact sur M.
Bien siir, si M est orientable, toute densité p peut s’écrire f|w |, ou
feC®M), et w est une n-forme partout non nulle.

Si w est positive, la quanfité j p n’est autre que J’ fo, M désignant la
M M

variété M orientée.

Les densités permettent d’intégrer sur une variété sans cette hypotheése
d’orientabilité. Notons que, grice aux partitions de l'unité, on peut
toujours « trivialiser » le fibré |£2|(7TM), c’est-a-dire construire une
densité p, partout non nulle; toute autre densité s’écrira fp, avec
f e C®(M). On s’accorde en général a choisir p, positive, c’est-a-dire
telle que po(m)(hy, ... h,)=0 pour tout me M, pour tous
hy, ..., h , € T, M indépendants. (Ce choix est aisé compte tenu de (*).)
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CHAPITRE 1I

Analyse non linéaire dyadique
Analyse microlocale
Estimations d’énergie

Il pourrait sembler & premiére vue un peu ridicule de présenter des
« applications » d’une notion aussi communément répandue dans la
Nature que celle d’opérateur pseudo-différentiel ; néanmoins, ne voulant
pas renvoyer le lecteur a des articles ou traités spécialisés, nous dévelop-
pons ici, de fagon élémentaire et trés limitée, quelques aspects de ces
applications. Tandis que les deux premicres parties peuvent étre vues
comme les développements naturels (et riches de conséquences) du calcul
symbolique pseudo-différentiel classique présenté au chapitre I, la troi-
siéme utilise Pefficacité de l'outil pseudo-différentiel pour démontrer les
indispensables estimations d’énergie hyperboliques.

Ces estimations permettent d’obtenir le théoréeme d’Hoérmander sur la
propagation des singularités (un des résultats clé de I’analyse microlocale) ;
d’autre part, elles sont le coceur des techniques de perturbation non
linéaires présentées au chapitre II1.

A ANALYSE NON LINFAIRE DYADIQUE

1 DECOMPOSITION DE LITTLEWOOD-PALEY :
PROPRIETES GENERALES

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Soit ¢ € CP(R"), ¢ (£) =1 pour |£]| <1/2, ¢(¢) =0 pour |£] = 1.
Posons ¢ (&) = ¢ (&/2) — ¢ (€): ¢ est supportée dans la couronne
1/2 < |€| =<2, et, pour tout £,

L=¢(&)+ T 27 ¢)

p=0
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(dans cette série, il n’y a jamais qu’au plus deux termes non nuls). Pour
ue 8 (R"), on pose:
u1=Su=y¢yD)u, u,=¢(2"D)u,
en sorte que :

u=Sou+ Y u,.
p=0

Cest la decomposmon de Littlewood-Paley de ». On notera les sommes

partielles S, u = Z u,. Chaque terme est holomorphe dans C” (et en fait
g=-1
dans A+ dés que u est dans un H*) et la « qualité » de u se refléte dans la

vitesse de convergence de Z u,. Deux lemmes seront d’un usage constant.

Rappelons les notations : |u|_désigne la norme de u dans H’ (s € R),
lull, la norme L*.

LEMME 1.1.1 (PRESQU'ORTHOGONALITE DES TERMES). On a :

2<yXE)+ ¥ o227 E) =<1, (1.L.1)

p=0

et pour tout ue L?

Z Iuplo I”Io =2 Z luplg' (1.1.2)

Preuve -
WO+ T O < [s@)rTer O] =1,
et
_ 2 2 2 m—
L=[v@+Te@ o)) =2(vAO)+ Lo’ )
en vertu de I'inégalité (a + b)* <2(a*+ b?). Comme

|u|%,=CteJ a(e)|2de

il suffit, pour obtenir (1.1.2) de multiplier les deux membres de (1.1.1) par
|12(§;')|2 et d’intégrer en se souvenant que #,({) = (277 &) a(¢) et
7 (&) = ¢ (&) a(€), par définition. g

Ce lemme résulte du fait que (u,, u,);2=0 dés que |p—gq|=2: les
termes u, ne sont pas orthogonaux, mais peu s’en faut, et le lemme 1.1.1
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n’est autre que le «théoréme de Pythagore» correspondant a cette

presque orthogonalité.
Plus généralement, si {u,} est une suite de fonctions de L? avec

supp #, ¢ {5, éZ”‘l = || =<C 2"*1}, on a toujours l'inégalité :
2 ) ,
‘ZupL)sCte Y w2 (1.1.2)

LEMME 1.1.2 (SENSIBILITE DES TERMES AUX DERIVATIONS). I/ existe
des constantes C, indépendantes de p et de u, pour lesquelles :

i) pour tout a eN", p=—1
[a%u,| < C 2202l July, [°S,u| <C 27 |uly, (1.13)

8°u, ||, < C 271l |lully, [0S, ull,<C 271 |luf,. (1.1.4)

il) Pour tout seR et p=0,

1 S Al
—52"|up|0s|up|ssc21’|up|o. (1.1.5)
iil) Pour tout ke N et p =0,
1 a
62pk||“17”0s Y e “p”osczpk”“p”()- (1.1.6)

| al =k

Preuve :

a) Par définition,

lu,|? = (2 w)‘”J (1+ |12 X277 &) |a(&)|*dé;

comme (1 + |£|?)* est majoré et minoré sur le support de ¢ (277 ¢) par Cte
2275 on obtient immédiatement (1.1.3) et (1.1.5).

_b) En notant & la transformée de Fourier inverse de & (c’est-a-dire
®=P), ona P(D)u=Dxu, etsi @) =®,(n&) 1 eR; & fixe)
d(x)=p"" sﬁl(x/;z), en sorte que

J |¢(x)|dx=j | @] dy,
- -

est indépendante de . On en déduit || & » u || o =< Cllully ou C ne dépend
pas de u. Pour tout @, on a:

(P (D)u) = (3°P)su=p 12l (u="(0° D)) (x/p)) *u,
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d’ou:
[8°(D(DYu)| = Cu 17! flully;

en appliquant ceci a4 D(£) =¢(277¢) (qui définit u,) ou a
D(¢) = ¢ (277 ¢) (qui définit S, u), on obtient (1.1.4). De méme,

9%, = Cle £ @ (277 £) 01(€) = Cte 271 ¢1 (277 £)* @ (277 £) a(§)
=Cte2?1°l &, (277 £) a,(¢),

ol ®(&)=¢"x(£), xe CFR*), x =1 prés du support de ¢. On
obtient ainsi I'inégalité de droite de (1.1.6).
¢) Pour obtenir (1.1.6), on écrit, avec y € C° valant 1 prés de supp ¢,

e@=( T £x0) 0@,

| a| =k
ou:
£ X o
Yy ¢

| a] =k

Xa(f) =

et 'on obtient :
0,(E) =@ Q7P E)a(¢) =Y (277 £)* xa (277 £) 1,(§)
. A
=2 " Y Xa(277 ) Duy(€)

d’ou 27 u, = Z (27" X o (2 .))* D® u, et la conclusion. 0
1.2 Caractérisation des espaces de Sobolev

PROPOSITION 1.2

i) Si ue H'R"), pour tour p=—-1, |u,| <Cte|u| ,277, ou
¢, = c,(u) vérifie Y’ cj =1

il) Inversement, si, pour p = — 1, |u,| < Cc, 277, avec Z cj =<1, alors

ue H' et |u| <Cte C.

lo

Preuve : comme ({(D)°u), = (D) u,, c’est une conséquence imme-
diate de (1.1.5) et de la caractérisation de L? fournie par le lemme 1.1.1.
O

1.3 Caractérisation des espaces de Holder

Pour a =0, a ¢ N, nous définissons C* = C *(R") comme I'espace des
ue CHR") (k = E(a) = partie entiére de a), bornées ainsi que leurs



Analyse non linéaire dyadique 95

dérivées jusqu’a V'ordre k, telles que:

0, Vx5, V0, Y8, |B| =k
|0fu(x) — 3Pu(y)| < Clx —y|*~%. (13.1)

La norme dans C* sera notée |u| et définie par [u| = [«|,+

lull,» ou ||u| . désigne la meilleure constante dans (1.3.1).

PROPOSITION 1.3
) Siue C*R") (a ¢N), pour tout p=—1,

2

pllg = Ctefluf, 277

ii) Inversement, si, pour p=-1, |u,|,<C27? (a ¢N) alors

17”0
ueC®et |ul| , <Cte C.

Preuve : remarquons que les inégalités (1.1.6) et le fait que (3%u), =
0“u, permettent de se ramener immédiatement au cas 0 < & < 1.

a) Comme |u_,|, < Cte ||u|, il suffit de considérer :

uy(x) = f2"” ¢(F(x—y))u(y)dy pour p=0.

Du fait que j $(z)dz =Cte ¢ (0) =0, on a aussi:

u,(x) = f 2 @ (2 (x —y))(u(y) —u(x))dy,
d’ou :

|u,(x)| =< [lul, J 27| @ | (2P(x —yN|x —y|*dy < Cte [ul , 277",

ce qui prouve 1i).
b) Inversement, posons, pour un p a déterminer,

u=S,u+R,u, Ryu= Z Uy
g=p

ona:
IR ully< ¥ Nl =C 270
q=p

Par ailleurs,
p-1

|Su(x) = S,u)| < x—y| ¥ [Vugllys

g=-1
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d’apres (1.1.6),

| Vu, || < Cte C 2901~ =)

ollo

et bien sOr ”Vu_1||0sCteC; donc, si0<a <1,
| S, u(x) — S,u(y)| =Cte C |x - y| 2w —a)

car la série ) || Vu, |, est alors geometriquement divergente.

4”0
En regroupant les estimations sur RIJ u et Sp u, on trouve :

|u(x) —u(y)| =Cte C|x —y| 2¢0'-*) L2 C 277,

En prenant pour p le plus grand entier tel que 2¥ < , on obtient

1
. o lx =yl
ju(x) —u(y)| = Cte C |x — y|“%, ce qui prouve ii). ]
Bien entendu, il faut prendre garde que |u,|, =< C ne caractérise pas

L%, et que |lu

P”o

ol 0o =C 277 ne caractérise pas C' (au sens classique), mais

un espace plus gros (cf. Ex. A.3).

1.4 Injections de Sobolev

PROPOSITION 1.4. Pour s=>n/2, s—n/2¢N, H < C*~"? (injection
continue ).

Preuve : On écrit u,(x) = 27)"" J e¢ #,(¢§) d¢, dou :

||up||0sCte f
[ €] =

= Cte |z

[i,(£)] d¢
2P

»|, [volume B(0, C 27)]'?
< Cte 2" |u| c, 277,
d’aprés la proposition 1.2.

En «oubliant» ¢, <1, on obtient le résultat 4 I'aide de la proposi-
tion 1.3. O

1.5 Inégalités de convexité

PROPOSITION 1.5
i) Si s=Asp+ (1 =A)s; O=<A =<1,59<s5,505 €R) on a pour
toute ue CF(R"), linégalité

|u|, =< Cte |u|:0|u|1"‘ (1.5.1)

5) °
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) Sia=2ag+(1-A)a, 0O<sA=<l, ay<a,, a, oy a, positifs
non entiers) on a, pour toute u€ C *',

lull, = Cte ull?, i - (1.52)
Preuve :

a |ul;

f<1+ €17 |aE) | dé

J (1 + I§|2))130 |a(§)|2/\ (1 + |§|2)(1—A)Sl |ﬂ(§)|2(l_'\)d§,

d’ou le résultat par I'inégalitté de Holder avec «p=1/A» et
«g=1/1 —2an»

b) On écrit :

1- - pa _ - pa —
luplly = Nuplly Nuplly™* = Cte fluffs, @770 fufl=* @777 4

0
=< Cte ||u||20 |} -2 2722,

@y

d’ou le résultat par la proposition 1.3. O

Remarque. 11 est utile de savoir que (1.5.2) est encore vraie pour
ay, a, =0, en définissant C* comme L® pour a = 0, et comme ’espace
des fonctions a dérivées d’ordre < @ — 1 lipschitziennes pour o« €N,
a =1 (cf. chapitre I, exercice 2.4 q).

On voit trés bien ici comment « fonctionne » la caractérisation donnée a
la proposition 1.3 : elle contient dans ses termes mémes, une quantité de
propriétés utiles des espaces de Holder (comme par exemple 1.5.2) qu’il
n’est pas besoin de connaitre explicitement.

1.6 Opérateurs de régularisation

PROPOSITION 1.6 Il existe une famille S; (0 = 1) d'opérateurs S, :
(_JCc* - m C# avec les propriétés suivantes :
a=0 B=0
D ||Syull, <Cte Jullz e« <8
i) |Syull, <Cted "“'B||u||ﬁ, a=p
i) |Syu—ul| <Cted ““G||u||B, a=<p

) d
1v) /@S(,u

sCte()“’B‘]"u“B, tous , 8.
a

Lorsque o ou B est entier, on entend ici par C* l'espace défini par la
caractérisation de la proposition 1.3, avec la norme correspondante.
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Preuve : On pose, pour ¥ € CF(R), ¥ =1 au voisinage de Iorigine,

Sou=73Y x(2/6)u,;

cela implique (Spu), =0 pour 2 =Cted, et [(Su),|, =
Cte [lu] ;277 sinon.
En particulier, si a = 8,

¢Sy ), ||y < Cte 277% 27 =Dl

entraine ii).
Comme Syu—u = z (x(2°/6) —1)u,, on a (Spu—u),=0 pour

¥ <Cte#, et |[(Syu—u),| =Cte ||ull,27" sinon; en écrivant :
(Spu—u),||, < Cte fJul|, 277 2=~ #),

on obtient iii).

Finalement, c;iﬁ Spu = % Z (x1)(2/8) u, avec x(z) = —zx' (), et les

mémes raisonnements que précédemment donnent iv), car
Cte 8 <27 < Cte 6 sur le support de x;. O

2 APPLICATION A L’ETUDE DES PRODUITS ET
DE LA COMPOSITION

2.1 Estimations d’un produit de deux fonctions

PROPOSITION 2.1.1
) SiuveC*(a¢N),

Juw ll, < Cte (lull, 1ol + lull, I9])- @.1.1)
i) Siu,ve LN H® (s=0), uv également, et
luv| = Cte (lully [o],+ Jul, vy - (2.1.2)

Preuve : Ecrivons

et
u =N u, =%y (S;u)v,+Yu,S,, v=3+23,.
pq g p



Analyse non linéaire dyadique 99

Les termes de 3, et de X, ont leurs spectres (c’est-d-dire les supports de
leurs transformées de Fourier) dans des boules {|¢] < Cte2f}. Nous
utiliserons le lemme suivant.

LEMME 2.1 Soit (a,),._ une suite de fonctions telle que :
supp 4, < {&, || =Cte 29} .

Supposons que |la,|,<C27* pour un a =0 (resp. lag|,<Cc, 27%

pour un s >0, avec 263 = 1).
Alors u =% a, appartient a C* (resp. u€ H°), avec ||lu|, <Cte C

g=-1

(resp. |u|, < Cte C).

Preuve : il suffit d’observer que, pour un certain N, les blocs dyadiques
u, de u vérifient u, = Y (q,;),, d’ou, notant | | la norme L? ou
q=p-N

L(D

lu,| < Z |(aq)p|sCte Z la,| »

q=p-N g=p-N

d’aprés le lemme 1.1.21).
Dans le cas L™, on en déduit :

[|u sCte C Z 279" <« Cte C 277%,

g=p~-N

ol

Dans le cas L2

|u

12
P|0sCteC Z cq2’qssCteC2"”( Z 052'("_")3) R

g=p-N g=p-N

d’aprés linégalité de Schwarz appliquée a ¢, 27 (1=7) 5 2= @+PI2 et j|
reste 4 remarquer que

p
On notera le rdle crucial joué dans ces estimations par la nature

géométrique du découpage utilisé.
Compte tenu du lemme, il suffit d’évaluer || (S, u) Uq"g' Or

¥ 227" < Cte. O
=p-N

q

168, @) vlly = 1S, ully Ioglly = Cte ully of, 272,

d’ou | 3| =<Cte |u], [jv], et de méme pour 3, en échangeant
uetv.
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Pour prouver ii), on écrit

| (Syu) vg|, =< IS ull, [v,], < Cte Jully [v],¢,27%,

dou |3 = Cte ||u|T0 |v], et de méme pour 3,.

Si, dans la preuve ci-dessus, au lieu de uv = Z u,v, = ¥ + 3,, on écrit

2q
plus finement :
wo =N w o+ Yy w v+ Y u,v,
p=g-3 g=p-3 lp-qt <2
=Y (S 2w+ Y (S, o) u+ Y w, v, =3+ 25+ 25,
lp—gq| =2

on remarque que les termes des sommes ¥} et 3} ont leurs spectres dans
des couronnes (et pas seulement dans des boules); par exemple pour
3

spectre S, _,uc {£, || <2977},

spectre v, {f, %2‘1s €] s22"} ,

donc:

spectre (S, _, u) v, — somme des spectres = {¢, 20-2 < €] = 92"’2} .

De plus, les termes u, et v, sont tous deux petits si u et v sont assez
réguliéres, en sorte que la derniére somme, dont les termes sont petits
comme u, v, represente un « terme d’erreur » plus régulier que u ou
v.

Cette démarche est a lorigine de l'introduction par J.-M. BONY du
concept de « paraproduit», le paraproduit (non symétrique) de u et

vetant 7,v = Y (S;,_ru) v, (cf. Ex. AS);onaalorsuv =T, v+ Tyu+

reste meilleur. Ce concept et la notion « d’opérateurs paradifférentiels »
qui lui est liée se sont révélés trés fructueux dans ’étude des singularités de
solutions d’équations non linéaires (cf. BONY [BI1]).

Remarquons que si @ € N, la partie i) de la proposition est élémentaire,
compte tenu de la remarque du paragraphe 1.5. Une variante commode
dans les applications est donnée par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1.2 Si u,ve L® N H (s entier =0), pour tous a, B,
la| + |Bl =3, ona:

| (87u) (8%v)| < Cte (Jlull, [v],+ |ul, [[v]l,) - (2.1.3)

Preuve : c’est évident si |a| =0 ou |B| =0. Sinon (par exemple
ja| =1), on écrit
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°udfo = Y x a,-j(a"f'u %)y xuatPo,
i

ou |a;| + |B;] =s—1, % désignant des coefficients sans importance.
Pour prouver (2.1.3), il suffit de montrer :

|aa’u6 ’U|lsCte (feellg 101, + [l N2l -

On procéde comme dans la preuve de la proposition 2.1.1:

9%u %0 = Y (S aaju)(aﬁjv)q + ) (@%u), (S, 41 ) = 3, + 3,

et on a cette fois :
o; B a; B;
|S,(8%) (370, | = || Sy 8% ||, [ (370, ],
= Cte |ufy 2" 7 o) ¢, 270C7 121D
= Cte |ully |v],27%¢,,
a cause du lemme 1.1.21iii), ce qui prouve le résultat. ]
Remarquons que I'analogue de (2.1.3) dans les espaces de Holder
résulte simplement des inégalités de convexité du paragraphe 1.5.
I1 est en fait traditionnel de prouver (2.1.3) a I'aide de I'inégalité (dite

«de Gagliardo-Nirenberg ») suivante (voir [Au]): si ue L* N H® (s
entier = 0), pour tout &, 0 < |a| =<y,

|0°u |, , < Cte ullg=! 1/ Ju]] «lF,

oup=2s/|al.
En admettant cette inégalité, on obtient par linégalit¢ de Holder
w=2s/|lal,qg=2s/|B])
|(8“u)(aﬁv)|0s fo%ul , |an|Lq
= Cte (flully [v] )" =1E (Jul, oflp"<?
=Cte ([lufly [v],+ [ul, {vllo)

par convexité de I'exponentielle a* b' ~#* < pa+ (1 — w) b, 'argument
étant paralléle a celui dans les espaces C*. O

2.2 Estimation d’'une fonction composée

PROPOSITION 2.2. Soit F :R - C une fonction C®, avec F(0) = 0. Si
ue LY N H’(s>0), alors F(u)e LN H'et |F(u)|,<C|u|, ou Cne
dépend que de F et de ||u|,.
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La preuve utilise le lemme suivant.

LEMME 2.2 (« MULTIPLICATEURS DE MEYER »). Soit 8 € R et une suite
m, € C*, avec, pour tout k € N

Y “a“mp”(]kaZP(k*‘”.

| al =k

Lapplication M :u s 3m ,u, = Mu applique H’ dans H*~? pour tout
s>38, avec une norme d’opérateur ne dépendant que des C, pour
k<E(s-6)+1.

Preuve : Comme le spectre de u, est contenu dans
{€,1)2<277|¢| =2}, choisissons C =4 et découpons m, selon la
formule

m, =y (277 £/C) m, + kz e k2 giICYm, =m, | + kz Wy g -
=0 =0

Posons alors My u = 3m, , u,, k=—1.

Les termes de M_, u ont leurs spectres dans des boules {¢, |£| =
(C+2)2% et |m, _u,|,<Cte |m,, -~ 1| c,|u| 277. Comme, d’aprés
le lemme 1.1.21),

| m < Cte |m,|, < Cte 27’ C,,

P,—lllo 11”0

le lemme 2.1 montre que M_,ue H* "% si s> 6.
Les termes de M, u (k=0) ont leurs spectres dans des couronnes

{5,21’“(%2"_1) < |£] s2P+‘(1+C2/‘)} et
|m, i uplosCte ”mp,k”()cplulsZ"”.
Comme, d’aprés le lemme 1.1.21) et iil),
p
« - ¢
7, ||, =< Cte Z [ (B mp,k||02 p+k)
|« =

<Cte Cg2 2%

on obtient, pour tout £ e N,
|m, . u,|, =< Cte Cy|u|52‘ke cp2“’(s"5)
< Cte Cylu| 2¥6-1-0C, 2~ C+G-2)

On en déduit que My ue H*~® avec |Myu|, , <Cte Co28¢~1=0) |y
d’aprés la remarque suivant le lemme 1.1.1 et (1.1.2"). Finalement, en
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choisissant { =5 — 6, M = Zv M, converge normalement dans I’espace
k=-1

des opérateurs continus de H* dans H*~°, et | M| < Cte (Co+ Cy¢). O

Un exemple typique de tels « multiplicateurs de Meyer » (ou 8 = 0) est
donné par m, = S, a, pour une certaine a € L% (a cause du lemme 1.1.2).
Bien siir, dans ce cas, m, a son spectre dans une boule {¢, [¢| < C 27},
ce qui n’est pas supposé en général ; néanmoins, la preuve du lemme 2.2
consiste précisément 4 montrer qu’on peut pour I’essentiel se ramener a
cette situation.

Remarquons (Ex. A.7) que M est un opérateur pseudo-différentiel
d’ordre &, dont le symbole m(x, £) = Im,(x) ¢ (277 ¢) ne vérifie toute-
fois pas les estimations standard : son action de H* dans H*~? n’est donc
pas si évidente qu’il y parait, et elle est d’ailleurs soumise a la condition
s=4.

Preuve de la proposition 2.2: on utilise lartifice dit «de la série
télescopique » qui consiste & écrire

Fu)=F(Syu)+ F(Siu) - F(Su)+---+F(S,, u)-F(S,u)+---,
puis

. 1
F(S,, u)—-F(S,u) =m,u,, avec mP=J F'(S,u+tu,)dr.
0

a) Siue L®N L2 pour tout a, 8*(F(Syu)) e L® N L?: en effet,

3% (F(Su)) = ¥« FO(Su) (8" Syu) ... (37 Syu),

ou les vy, sont des multi-indices, y;+---+7v,=¢a, l=sg=|a],
|y;| =1. Tout terme 8"Syu est dans L°NL®  avec
[8"Soull, < Cte llully, |87Sou|, = Cte |ul, d’ou le résultat si |a| = 1.
Pour |a| =0, |F(Su)(x)| =C|Su(x)| (ou C ne dépend que de
lullp), donc |F(Squ)|,=<C Cte |u],

b) Verifions que m, est un «multiplicateur de Meyer» d’ordre
8 = 0. 1l suffit de considérer #i, = G (S, u). On a alors:

G (S,u) =Y xGD(Su)@"'S,u)... (37S,u),
comme en a), et [3"S,u|,=<Cte lull,2?' 7! daprés le lemme 1.1.2.

Donc
176 (5, )], = Cte 27171+ 10D _ e gt el

ou la constante ne dépend que de G, a et ||u|;, ce qui acheve la preuve.
O
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La encore, nous renvoyons a J.-M. BONY pour la formule suivante, dite
de « paralinéarisation », qui rend «évidente» la proposition2.2: si

ue H', s >g, F(u) = Tpgyu + R(u), avec T le paraproduit défini au

paragraphe 2.1 (cf. Ex. A.5), et R(u)e H?*~™*¢& H° Autrement dit,
Iestimation sur F(u) est «linéaire en u» parce quen fai F(u) est, au
reste pres, Tp.,) u.

B ANALYSE MICROLOCALE : FRONT D’ONDE ET
OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

1 FRONT D’ONDE D’UNE DISTRIBUTION

1.1 Définition du front d’onde

La transformée de Fourier #(¢) d’une fonction ue CJ(R") est a
décroissance rapide en ¢, c’est-a-dire:

Vh, |a(€)] = Ce(l+ |€]) %, (L11)

Inversement, si (1.1.1) est satisfaite par la transformée de Fourier d’une
distribution u € §’ (R"), alors u € C {°(R"), a cause de la formule d’inver-
sion de Fourier.

DEFINITION 1.1.1. Pour u € & (R"), soit X (u) le complémentaire (dans
R"\0) de l'ensemble des directions ¢ € R"\0 au voisinage (conique)
desquelles & satisfait (1.1.1). Par «conique», on entend la propriété
suivante d’un ensemble I':¢é¢el’, A >0=A¢el. De méme que
suppsingu = C {x,uest C ®présde x} est l'ensemble des «mauvais
points » de u, X' (u) est Pensemble des « mauvaises directions spectrales »
de u, ou encore des « mauvaises fréquences » de wu.

Pour combiner ces deux informations dans le concept de WF(u),

(WF se prononce « front d’onde de »), on utilise le lemme suivant.

LEMME 1.1.1. Si ¢ € C(R") et ue & (R"), S(ou) < 3(u).

Prewve: on a @(5):(2w)-"J¢(n)a(§_n)dn. Comme

ue & (R"), |a(S)| =C (1 + |8])™ pour un certain M, et d’autre part
¢ vérifie (1.1.1). Soit £y ¢ 3 (u): dans un voisinage conique I  de

&o, u satisfait (1.1.1) ; coupons l'intégraie en et J , en
I ml =c| £l fnl =c| £]

sorte que pour ¢ dans un voisinage I'; de &, on ait ¢ —n € I" dans la
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premiére intégrale (c’est possible avec 0 < ¢ < 1, ¢ assez petit). On obtient
alors :

‘J ‘scg1+|§|rk(1—cr*|¢u,
| nl =c| €|

car |7| =c|é| implique |é — 17| = (1 — ¢)|&|. D’autre part

J'IWI =c| £|

=

=C | |¢ 1 kM (] g _—_94n
J F(mMIA+ n) " A+ [E-7]) O [n
<C - 1 k+M(1+(1+1/C)|1]|)Md 1

M
s%m |§|>kf 16|+ |n] )+ Mdn,

car £ —n| = <%+1)|n|.

L’estimation
1+ |§|)k@<§)lcmk[ S+ [nDFMdn  (1L12)

prouve le lemme, en méme temps qu’elle précise la dépendance en

¢- O

On peut alors définir, pour u € D' (X), (X ouvert de R"), I'ensemble

3. (u) des «mauvaises directions spectrales» de u# au-dessus de x par

3,(u) = (" 2(eu), ¢ décrivant I'ensemble des ¢ € Ci°(X), ¢ (x) #0.
L

DEFINITION 1.1.2. Soit X un ouvert de R” et ue D' (X). Le fermé
conique de X x (R"\0) défini par

WF(u) = {(x5 f) € R"\Oa § € Ex(u)} s

est le front d’onde de w.

La proposition suivante montre que WF(u) est 'ensemble des mauvaises
directions spectrales de u au-dessus de supp sing u: c’est donc bien la
synthése annoncée au chapitre I, paragraphe 1.

PROPOSITION 1.1.2. La projection de WF(u) sur X est supp sing u.

Preuve : en effet, si x, ¢ supp sing u, 3, (u) = ¢ par définition. Inverse-
ment, Supposons que, pour un x, EXO(u) = ¢ : cela signifie que pour
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toute direction £ € sl e;lciste ;€ CP(X), @ (x)#0, telle que
¢.u soit a décroissance rapide dans un voisinage conique ¥, de
£. Par compacité de S"~!, on obtient un nombre fini de fonctions
¢i(x) = ¢, (x) telles que, pour tout i, V, N2 (p;u)=¢: le lemme

1.1.1 implique  alors que 3 ( <n @ i) u) = ¢ C’est-a-dire
(n <p,-> ue C§, ce qui implique x, ¢ supp sing u.

1.2 Exemples. Cas des distributions de Fourier

EXEMPLE 1.2.1. Considérons &, masse de Dirac a lorigine. Pour tout
¢ €CP, ¢(0) 0,

G3(6) = (B, o ™) = ¢(0), et I (¢8)=R"0.

Donc WF(8) = {(x,£),x=0,£ £0}.

EXEMPLE 1.2.2. Soit

_ _1 x1<0
T+l X =05
ona
AN . .
pu(é) = — J e o (x) dX+j e ™ p(x)dx.
x =0 x =0

Lorsque |£| - + oo prés d’une direction &, = ((&,), £;) pour laquelle
&y # 0, chacune des intégrales est a décroissance rapide, car par exemple

J =f dxe " g (x, ) dg"
x =<0 x =0

ou ¢’ est la transformée de Fourier particlle en £’'. Done
WFu)c {(x,€), ; =0et £ =0}.

Par ailleurs, si une normale a {x = 0} n’était pas dans WF(u), les
autres n’y seraient pas non plus puisque u est réelle et invariante par
translation en x’ et u serait C*. Donc WF(u) = {(0,x',£,,0),£;#0}.

Une classe importante de distributions est décrite dans le théoréme
suivant.

THEOREME 1.2. Soit ¢ (x, &) réelle, homogeéne de degré 1 en &,
C® pour £ +0, et ae S™, nul pour |x| = C. Si dp # 0 sur suppa, on

peut définir u = J ee™ 8 g (x, £)d¢ (intégrale oscillante) et WF(u) =

{(x7 7]), n = qp)'((x’ §)’ Qoé =0}
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La deéfinition est une conséquence facile du théoréme 1 de 'appendice
(cf. chapitre 1, exercice 4.6), tandis que le contréle du front d’onde résulte
des définitions et d’un théoréme de « phase non stationnaire » (Ex. B.9).

2 OPERATEURS LINEAIRES ET FRONT D’ONDE

2.1 Un théoréme général

Nous admettrons ici le théoréme suivant, dont la démonstration
¢lémentaire n’utilise que la définition 1.1.2 du front d’onde (voir [H4]).

THEOREME 2.1. Soient X et Y des ouverts de R", R" et Ke D' (X x Y).
Supposons que WIF(K) ne contienne pas de directions paralléles a
R" ou R™ (c’est-a-dire (x,y,&é,m)€ WF(K)= ¢ #0,n #0). On peut
alors étendre lopérateur K défini par la Sformule

Ku (x)‘ = J K(x,y)u(y)dy a & (Y) (lintégrale doit s’entendre au sens des

distributions), et
WF(Ku) c WF' (K)o WF(u), ‘2.1.1)
ou:
WF'(K) = {(x,5,€,m), (x, 3, §,~n) e WF(K)} .
Ici,
WF'(K) o WF(u) =
= {(x,§),3(,m)e WF(u), (x,y,¢,mn) e WF'(K)} .

Autrement dit, WF’'(K) décrit le déplacement de WF(u) par I'action de
K, étant entendu que (2.1.1) n’est qu’'une inclusion. Donnons quelques
exemples d’applications de ce théoréme.

EXEMPLE 2.1.1. Soit Tu(x) = u(x,0) l'opérateur «trace de u sur
t=0» défini pour ue CPR"*'), ou (x,1)eR"xR. Comme

u(x,0) = 2% f #*(x, ) dr (" signifie 1a transformée de Fourier partielle

par rapport 4 f), on a aussi:
Tu(x) = Qm )" J e Tu(&)de = Qm)y ! J. e (g, 7)dé dr
=Qam)"! Je“"-”f e " u(y, t)dydrd¢ dr .

L’opérateur T a donc pour noyau K(x, y, ) (ici X =R", Y=R"*") la
distribution de Fourier
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K(x,y,t)= Qm) ""! j elr-Née-indqe dr

de phase

¢(X,y,l,f,7)= (X—y)f—t’T.

On  sait (d’aprés le  théoréme 1.2) que WF(K)
{(x,x,0,¢,— ¢, —7)}. Donc WF(K) ne contient pas de directions
paralléles a R%, mais il contient des directions (£, — ¢, —7 ) = (0,0, — 1)
paralléles a R'f’jl : pour pouvoir appliquer (2.1.1), on admettra (Ex. B.4)
qu’il suffit de supposer que la direction verticale (0, — 7 ) n’est pas dans le
front d’onde de u. On trouve alors :

WF(Tu) < {(x,£),37, (x,0,¢&,7)e WF(u)} .

Si ’on veut comprendre cette relation plus intuitivement, on peut observer
ceci :

i) Les singularités de » hors de {r = 0} ne peuvent évidemment jouer
aucun réle dans Tu.

i) Si y(D,) est un opérateur «tangentiecl», on a x(D,)
Tu = Tx (D,) u.

Si, pour un (x, &,), et tout 7, (x,0,&4 7)¢ WF(u), on aura
Pue C®pour P=x(D,.D)x(D,) ¢ ou ¢ € Cy° est une troncature
prés de (x, 0), x et ¥ étant des symboles de degré zéro, y supporté dans
un voisinage conique de £, et ¥ nul dans un voisinage conique de
(0, £ 1). Comme la verticale n’est pas dans WF(u), you = pu+ C %,
donc

x (D) Teu=x (D) ¢(x,0) Tue C%,
ce qui signifie (x,, £€,) & WF(Tu).

EXEMPLE 2.1.2. Soit X =3, + ) a;(x, )3, un champ réel C® dans
i=1

R**!. Considérons le probléme de Cauchy :
Xu=0,u|,_,=u,

et définissons, pour T = 0 assez petit, Kuy = u(x, 7). Notons x(¢, x3) la
solution de I’équation différentielle dans R" :
dx; Geny 1=<i
—-— =a;(x,t sis
i a;(x i=<n
x(0) = x;.
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La courbe ¢ (x(7, x5),?) n'est autre que la courbe intégrale de
X issue de (xp, 0) ; comme toute solution u est constante sur ces courbes,
u(x(t, %), t) = uy(xp), ce qui décrit 'unique solution u# du probléme de
Cauchy considéré (car (xp t) — (x(2, x5), t) est un difféeomorphisme
local). Toute singularité x, de u, se « répercute » en une singularité de
u le long de la courbe intégrale de X issue de x,, et aussi en une singularité
de Kuy en x(T,x;) (car si la trace de u en x(7,x;) était C*,
u elle-méme serait C* prés de (x(7, xq), T) d’aprés le raisonnement
précédent). L’opérateur K déplace donc le support singulier de u selon le
flot de X.

Examinons maintenant la situation au niveau plus précis du front
d’onde.

On a Kug(x) = ug(® (%)) (si ®(x) = x(T, X)), ce que l'on peut
écrire

Kuy= (2m)" J @ ' M-0¢ )y dy de .

Le noyau K est donc la distribution de Fourier :
K(xuy)=Qm)" J Qi@ W NE g
Dr’aprés le théoréme 1.2, on a (en désignant par ‘A la transposée de
A)
WF(K) < {(x, @7 '(x), (71 (x) €&, - €)},
et, par (2.1.1),
WE(Kug) = {(@ (), £),6 ='®" " () m, (0, m) € WF(up)} .

On peut « visualiser » Papplication (¥, 7) — (x, ¢) induite par @ de la
facon suivante: si S est une surface passant par y, de normale
n en y, ®(S) est une surface passant par x, de normale £. En méme
temps, cette interprétation rend « intuitif» le résultat sur WF(Ku,)
obtenu (en procédant par analogie avec l'exemple 1.2.2). Le flot de
X induit donc une application (¥, ) — (x, ¢) qui décrit le déplacement
du front d’onde sous I’action de K.

EXEMPLE 2.1.3. Considérons la solution du probléme de Cauchy pour
I’équation des ondes

Ou=(2-A4)u=0, u(x,0)=0, du(x,0)=u, (2.12)

ou A, = 3+ ...+ 33 est le laplacien.
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A Taide d’une transformation de Fourier particlle en x (notée
par abus), il est facile de calculer u; en effet

B+ €17 a(€, 1) =0, 6(£,0)=0, B4(£0) =1,
d’ou
a(g,1) = A(£)e"1¢l + B(g)e "¢l
avec

A+B=0,i|¢|(4-B) =1,
soit finalement :

_ 1 ix—pe+ie) g 1
u(x, 1) i)y lje d Tf—luo(y)dyd§—

_J’ei(x_y);-mfl l_;_l_uo(y)dydf} .

Nous admettrons que u est la seule solution du probléme envisagé, et
que le remplacement de 1/| €| par (1 — x (£))/| €| dans les intégrales ci-
dessus (y € CF(R"), x =1 pres de 0) définit une nouvelle fonction
# qui ne différe de ¥ que par une fonction C*.

On remarque que i = (K, + K_)uy ou le noyau K, de l'opérateur
K, est la distribution de Fourier

+

_ 1 Jei(x—y)gzit|§| 1-x(8) 4,
* T i@y

[€]

D’aprés le théoréme 1.2, on a:

|

WF(K.) {(x,z,y,g,r €], - £)x—yxt

=o},

WF(K, uy) {(x, LE = |E]) O £) € WF(up), oiy =xtt|—§—|} .

Géométriquement, dessinons I', le «cdne de lumiere» issu de
y, d’équation * = |x —y|?: la singularité (y, £) de u, se « répercute » en
la singularité de K, u, consistant en la seule direction (£, + {£]) le long
de la génératrice de I', qui lui est perpendiculaire.

Dans le cas particulier ou n =1, O= (3,+ 93,)(3,— 9,), et toute
fonction u = @ (x +¢t) (solution de (3,—9,)u=0) ou u=¥(x-—1)
(solution de (9, + 3,) u = 0) est solution de Ou = 0. La solution de (2.1.2)
est alors u=P(x+1t)—-P(x—1t) pour 2P'(x)=uy(x), soit

s

d’ou
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X+t
u(x,t) =1/2 J' uy(s) ds. Comme dans exemple 2.1.2, une singularité
x-1
de u, se répercutera en deux (puisqu’il y a maintenant deux champs
X) singularités de u, analyse que I'on peut affiner au niveau du front
d’onde.

La différence fondamentale du cas n =2 avec le cas n = 1, est que la
position méme du support singulier de u dépend du front d’onde de
uy, et non de son seul support singulier. Si par exemple u, est
C® hors de 0, on sait que suppsing # < I'y; mais pour savoir quelles
génératrices exactement constituent supp sing u, il faut savoir quelles sont
les directions de WFu, au-dessus de 0. On voit sur cet exemple que
lintroduction du front d’onde n’est pas un simple raffinement de ’analyse
du support singulier, elle en est une nécessité.

2.2 Opérateurs pseudo-différentiels et front d’onde

L’application du théoréme général 2.1 aux opérateurs pseudo-différen-
tiels est d’un intérét tout particulier.

PROPOSITION 2.2.1. Soit A un opérateur pseudo-différentiel, de noyau
K. Alors WF(K)c {(x,x, &, —€),é #0}.

Preuve : en effet, K(x,y) = f el =M€ g(x, £) d¢ est une distribution

de Fourier, et la proposition résulte du théoréme 1.2. O

COROLLAIRE 2.2.1. Soit A un opérateur pseudo-différentiel. Pour tout
ue 8'(R"), WF(Au) « WF(u).

Preuve : si ue€ & (R"), cela résulte du théoréme général 2.1 et de la
proposition 2.2.1, car WF'(K)c {(x,x, &, ¢)}. Si ue 8 (R") et
(xg, €0) € WF(u), (xp, €g) € WF(xu) pour y € C§° valant 1 prés de
X. Donc (xg, £y) ¢ WF(Axu) et aussi (x5, &g) ¢ WF(xAxu) pour
X € C®valant 1 présde xy; or YAxu = YAu+ C ©si ¥ = 1 au voisinage
de supp xy; donc (xy ég) ¢ WF(x¥Au) pour un tel choix de x et
X, ce qui implique (xy, é€o) ¢ WF (Au).

La propriété du corollaire 2.2.1 s’appelle « propriété pseudo-locale » :
elle signifie que ’action d’un opérateur pseudo-différentiel ne déplace pas
le front d’onde (comparer avec les exemples 2.1.2 et 2.1.3), mais, le cas
échéant, le diminue: par exemple, 3,2 (x) = 0, alors que @ peut étre
prise aussi singuliére que I'on veut.

Nous allons préciser encore cette action.

PROPOSITION 2.2.2. Soit I un ouvert conique de R” x R", et a € S™, tel
que a € S~ dans I' (ce qui signifie que pour tout (xy, £y) € I', il existe un
voisinage conique de (x,, £¢) sur lequel ont lieu les estimations qui
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caractérisent S~ ).  Alors, pour uec& (R*), e A =O0p (a),
WFAu)NT = é.

Preuve : soient (x, £€9) € I', et g(x, ¢) € S” valant 1 prés de (x,, £,) et
tel que age S~ ; lopérateur 4, = Op (agq) a un noyau C%, et le
noyau de A, = Op (a(l — q)) est C® prés de (xy, xg, £g, — &) d’apres le
théoréme 1.2. Donc (x, £o) ¢ WF (A, u) d’aprés le théoréme général 2.1,
et Au=A,u+ C®, ce qui compléte la preuve. O

Autrement dit, I’action d’un opérateur 4 détruit le front d’onde 1a ou
son symbole est d’ordre — o0.

Le phénoméne «inverse » fait ’objet du corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.2.2. 8§i aeS”, AueC® prés de (x,é&,) et
la(x, £)| = c|€&|™ pour |£| = C dans un voisinage conique de (xy &),
alors (%, £0) ¢ WF ().

Preuve : par définition, il existe beS ™ ab—1e S 'dansun voisinage
de (x5, £,). Comme au chapitre I, paragraphe 5.4, on voit alors qu’il existe
beS™™ tel que bHa—-1eS ® prés de (x, £&;). Comme
u = BAu — (BA —id) u, la conclusion résulte de la proposition 2.2.2 et de
la pseudo-localité. O

Autrement dit, aux points non caractéristiques du symbole de 4 (ceux
qui, par définition, vérifient I’hypothése du corollaire 2.2.2), le front
d’onde est conservé par 'action de A.

Le corollaire 2.2.2 peut servir de caractérisation du front d’onde :
WF(u) = Ncar (A4), ou 4 décrit les opérateurs proprement supportés tels
que Aue C® 1l est agréable d’avoir unc preuve plus directe du
corollaire 2.2.2, utilisant uniquement la définition initiale du front d’onde.
La voici, dans le cas d’un opérateur différentiel P (x, D) dans un ouvert
X de R": soit ue D'(X); on suppose que p,(xp &) #0, et
(%0 £0) & WF (Pu). ~

Pour prouver que (x;, £,) ¢ WF(u), on considére gu(¢), c’est-a-dire
(u, ¢ ¢ ") : Pidée de la preuve est d’écrire ¢ e~ sous la forme
‘P (¢ e~ %), en sorte qu’alors

(u, @ e—ix§> — <u’ tP(w e-ixf)) — (Pu, v e—ix§>

aura la décroissance voulue d’aprés I'hypothése sur Pu. Notons Q = ‘P
(avec g,, = p,,), et observons la formule :

e 0We ™) =g, EVW+Qp b+ -+Q0¥,

ou Q; ¢ est la partie homogene en ¢ de degré j du membre de gauche, qui
est un polyndéme dont les coefficients sont des opérateurs différentiels
d’ordre m —j appliqués a .
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Pour obtenir g, (x, &) ¢ ++--+ Q% = @ pour (x, &) proche de
(%0, €¢), on prend tout simplement

d’:l/’N (‘p+a1(x’§)+“'+aN(x5§))a

1
 gm(x, €)
ou les a;(x, ¢), homogenes de degré —j en ¢, sont déterminés par les
relations :

a + Qm-—l(‘P/qm) = 0:
@ + Qm—l(al/qm) + Qm—Z(‘P/qm) =0 s etc...

De la sorte, e Q(¢e ™) =¢ +ry,,, oll ry,,; est un symbole en
¢ d’ordre — N — 1, suppry , < supp ¢.

Que dire maintenant de (Pu, ¢ e~ ) ?

On sait que pour une certaine y € C, x = 1 présde x, &g ¢ T (x Pu):
en prenant supp ¢ - supp ¥ , assez petit pour que y = | au voisinage de
supp ¢, on obtient {Pu,  y e~ ™) = (¢ xPu) (¢), dou

L+ €D} Jeu)] = (1 + [EDF |Ca o) [ (6) +
+ij |@(m§)|(1+ ]+ ¥"dy,

d’aprés (1.1.2). Pour N assez grand, le second membre est borné en
£, ce qui compléte la preuve.

La proposition 2.2.2 est importante également pour la raison suivante :
si 'on étudie une équation Pu = f au voisinage d’un point (x, &), seul le
comportement du symbole p de P au voisinage de (x, &) intervient. On
peut utiliser alors toutes les ressources de I’étude locale des fonctions pour
préciser la structure de p et en déduire des propriétés de P.

C ESTIMATIONS D’ENERGIE

Nous allons montrer ici comment, pour trouver et contréler les solutions
de larges classes d’opérateurs ou de systéemes différentiels, il suffit en fait
d’étudier le cas d’opérateurs scalaires pseudo-différentiels d’ordre 1 (cf.
par exemple la discussion dans I’exemple B.2.1.3).

1 OPERATEURS DU PREMIER ORDRE

On considére dans R"*' I’équation

Lus%+a(1,x,D)u=f, O0<t<T,

u(0,x) = ¢, .
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ou
i) a(x, €) = a(t, x, £) reste dans un borné de S! pour O0=sit=<T.
i) t > a, est continue comme application a valeurs dans C%®.
iii) a,(z, x, £¢), symbole principal de @, est imaginaire pur.

On prendra bien garde a ce que a(z, x, D)u dénote l'action de
a, comme opérateur, en les variables x seulement sur «(z,.) (on dit que
Popérateur est « tangentiel »).

Le prototype des opérateurs L est un champ réel X = 3, + 3a; 9;, pour

lequel a = i <Z a ¢ j) vérifie 1), ii) et ii). Le simple fait de permettre &
j
a d’étre pseudo-différentiel, sans introduire de difficultés techniques
nouvelles, permettra d’accéder 2 de nombreuses applications.
1.1 L’estimation d’énergie
PROPOSITION 1.1. Si seR et A eR, A=A, on a powr tout

ue CY([0, T]; H) N CY[0, T]; H** ", linégalité

T
sup e Mu(s, )], = |u(0,.)|s+2J e | Lu(t,.)|,dr. (1.1.1)
te [0, 7] 0

Preuve :
a) Supposons d’abord s = 0. On a d’abord :

%|e-“u(t,.)|§='a‘1t e~ 2 (1, x) @(t, x) dx =
=—2Ale *u(t,)|}+2Re (e Mu,u);
d’autre part,

(e‘“’au,u) — (e,z,\;u,a*u) = (e‘“’u, (—a+b)u),

ol b=b(t,x,D), be S’ a cause de iii) et du théoréme3.2.3 du
chapitre I, d’ou :

2Re (e *Mau,u) = (e"**u, bu) .
Donc

2 Re (e‘“'Lu,u)a% leu(t, )2+ @A —B) e Mus, )|,

ou B= |[b],2_ ,2pour 0 <t <T. Pour A = B/2, on obtient en intégrant

de 0 a 1, M*<|u(0,.)|2+2MI, avec M= sup e *|u(z,.)|,
te[0,T)
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T
I= J e *|Lu(t,.)|,dt, soit finalement :
0

M<|u©,.)|,+21.

b) Pour s € R, notons E, = (1 + |Dx|2)s/2: la fonction Eu satisfait &
léquation LE,u = E Lu, ou L =9,+ d d=E_,aE, ayant les mémes
propriétés 1), ii), iii) que a. L’estimation de a) donne alors (1.1.1). O

L’intérét de cette preuve trés simple est qu’elle se généralise a des
systémes (d’opérateurs) du premier ordre, ¢’est-a-dire au cas ou a est une
matrice N x N, I’hypotheése iii) étant remplacée alors par :

ili) La matrice ia,(¢, x, £) est symétrique réelle (ou hermitienne).
(Voir par exemple I'exercice C.7.)

De tels systémes sont dit « hyperboliques symétriques » et jouent un
grand rdle dans les applications physiques (cf. chapitre III, paragraphe B.1
par exemple).

1.2 Existence de solutions

Comme souvent dans le domaine des équations aux dérivées partielles,
Pexistence de solutions pour un opérateur est une conséquence d’inégalités
obtenues d’abord pour cet opérateur.

Le cas considéré dans ce paragraphe est tout a fait typique.

PROPOSITION 1.2. Pour tous seR, fe L'([0,T]; H) et ¢ € H", le
probléeme de Cauchy (1.1) admet une unique solution u € C ([0, T] ; H') et
celle-ci vérifie I'estimation d’énergie (1.1.1).

Preuve :

a) Vérifions d’abord l'unicité. Si f =0, ¢ =0, I'équation Lu =0
implique ue C'([0, T); H*~"), et Iinégalité (1.1.1) s’applique (avec
s —1 au lieu de s), d’ou u = 0.

b) Le passage d’une inégalitt a un théoréme d’existence utilise une
méthode « par dualité » : on prouve qu'une forme lin€aire sur un certain
espace est continue (c’est 1a qu’intervient I'inégalité), et on la représente a
l'aide d’une fonction concréte qui fournit la solution.

Pour justifier la suite, remarquons que si « est solution de (1.1), pour
toute e C°{t <T}, on a:

JT(u,L*v)dt= JT(Lu,v)dt+(go,v(O,.)),

0 0

avec L*¥* = —9,+a*(t,x,D).
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On considére donc la forme antilinéaire
T
YiL*v J (f,o)de+ (e, v(0,.))=¢(L*v),
0

qui est bien définie sur le sous-espace E = L*(C3{t <T}) de
LY([0, T]; H™®) car L* satisfait I'estimation (1.1.1)

T

sup |v(t,.)|ssCJ [L*v(e,.)]|_,ds.
e [0, 7] 0

La forme ¢ est continue, car

T T
| (L*v)| < Cte (|<p|s—+~ f |f(t,.)|sdt) J [L*v(e,.)|_,dr,
0 0
d’aprés Pestimation ci-dessus.

Le théoréme de Hahn-Banach permet d’étendre ¢ en une forme linéaire
continue . On représente alors ¢ par une fonction u € L*([0, T] ; HY)
(e dual de L'[0,T];H ")) selon la formule ¢(L*v)=

T

(u, L* v ) dr, ce qui donne finalement
0

fr(u,L*v)dtij(f,v)dt+(¢,U(O,.)) (1.2.1)
0 0

pour tout v € C°(r < T'). Le reste de la preuve consiste a exploiter (1.2.1)
ingénieusement.

¢) D’abord, si I'on prend v € C§° (0 <t < T) (c’est-a-dire, v nulle aussi
prés de ¢ = 0), (1.2.1) et la définition de L* impliquent Lu = f au sens de

D' (0 <t <T). Sif était continue a valeurs dans §, on obtiendrait alors,
ou

en utilisant I’équation, ar € Le([0,T]; H* Y, d'ou
ue C([0,T]; H* " Yetue CY[0, T]; H*2) en utilisant ’équation une
nouvelle fois.

T
Mais alors, pour un tel #, on peut intégrer J (u, L* v ) dt par parties et
0

(1.2.1) implique (#(0,.),v(0,.)) = (¢,v(0,.))pourtout ve Cy(t < T),
en particulier u(0,.) = ¢.

Dans cette étape de la preuve, on a donc obtenu une solution
u de (1.1) pour des données (f, ¢ ) dans 8, u jouissant d’une régularité qui
permet de lui appliquer (1.1.1).

d) On procéde alors par approximation, en utilisant le fait que la

régularité a priori exigée de u pour (1.1.1) n’apparait pas dans les termes
mémes de cette inégaité : elle disparait donc par passage a la limite.
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Pour f, ¢ donnés comme dans ’énoncé, on choisit
T

Ji€S8, 0,€8, avec J |(f—fk)(t,.)|sdt—>0, le — @i, —0.
0

En « pensant » f,, ¢ a valeurs dans H**2 le point ¢) donne une solution
up € CY[0, T); HY N C%[0, T]; H**') de (1.1).

L’estimation d’énergie (1.1.1) appliquée a u; — uy montre que u; est une
suite de Cauchy dans C ([0, T'] ; H®), dont la limite v € C ([0, T] ; H*) est
la solution cherchée. De plus, en passant a la limite dans les estimations
d’énergie pour les u,, on trouve 'estimation pour u«. O

Dans le cas des systémes symétriques du premier ordre mentionné au
paragraphe précédent, la méme preuve s’applique.

1.3 Propagation des singularités

A titre d’illustration des méthodes pseudo-différenticlles, on peut
obtenir facilement les singularités de u(¢, . ) pour une solution de (1.1)
avec f =0 (comparer avec la discussion de 'exemple B.2.1.2 dans le cas
dun champ réel).

L’idée de la preuve est la suivante: si Q = Q (¢, x, D) commute avec
L, Qu vérifie

LOu=0, (Qu)©,.)=00,x,D)e¢.

Si de plus Q(0,x,D)¢ € C, la proposition 1.2 implique que
Q(t, x, D)Yue C* pour tout ¢, d’ou

WFu(t, .)C {(X, §)’q(t’x’ f) =0} >

d’apres le corollaire B.2.2.2.

a) Bien entendu, Q ne va commuter avec L qu’approximativement, ce
que nous allons préciser :

On cherche g~ Z q; (q; homogeéne de degré —j), et I'on note

i=0
al; ~ Z b; (b; homogene de degre 1 —j).
j=0

Le symbole principal du commutateur (tangentiel) [L, Q] vaut
8,90+ {bg, qo}, tandis que le terme d’ordre —; a pour symbole
34q; + {bo, q;} +1;, ou r; est connu en fonction de qq, ..., q ;_;-

On doit donc résoudre successivement les équations différentielles

oq .
3—,0+Hb0‘10=0, 900, x, &) = go(x, &) (1.3.1)
9q; :

— 4+ Hyqi+r;=0, q,00,x,¢)=q;(x £). (1.3.2)

ot
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En notant (x, £} = x,(y, 1) la solution du systéme :
dx by

= =z (t,x, f), df

ab,
=% d_t=_3§(t’x’§)’ x(0)=ypy, £€0)=mn,

il est facile de voir que x, existe pour O=<t<1T et est inversible
(x et £ étant homogeénes en n de degrés 0 et 1). La solution de (1.3.1) est
alors go(t, x, £€) = Go(x; '(x, €)) (comparer avec le paragraphe B.2.1),
tandis que (1.3.2) se résout en faisant « varier la constante ».

Si on choisit ¢ ~ 3q;, on aura (0, x, £ ) ~ ¢, et [L, Q] = R(¢, x, D) ou
r(¢, x, £) est continu en ¢ a valeurs dans S~ “.

b) Supposons maintenant (x,, £,) € WF(¢) : il existe §(x, £), tel que
G(xg, €9) # 0 et §(x, D) ¢ € CP. Pour la solution u de (1.1), on trouve

LOu € C([0, T]; H)
Qu|,_,eCy

pour tout s (Q correspondant a § construit en a).
Donc, pour tout ¢, x,(x, £9) ¢ WFu(z, . ). Comme on peut renverser le
sens du temps, on trouve finalement la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3. Si u est une solution de (1.1) avec f=0 et
pe |\ JH, alors ueC([0,T); | _JH) et, powr Os<t<T,

WFu(t,.)= x,(WFe), ou x, est défini par le systéme d’'équations
différentielles

dx 19a d¢ 1 3a

E—;g(ﬁ%f)a a——7‘a—;(1,3‘?,§)

x(0)=y, £€O0)=mn, &) =x0n).

Ce résultat peut étre étendu dans différentes directions :

i) Pour ¢ fixé, il est facile de vérifier que y, est canonique (c’est-a-dire
préserve la 2-forme o, cf. chapitre I, paragraphe 7.2.1).

ii) L’opérateur K: ¢ — u (1, . ) est un « opérateur intégral de Fourier
elliptique associé 4 la transformation canonique x, ». L’exemple déve-
loppé ici est le point de départ historique de cette théorie. (Voir [H2, 4,
5]

D’autre part, on peut déduire (Ex.C.3) de la proposition 1.3 le
théoréme de propagation des singularités d’Hormander, qui s’énonce
ainsi :

Soit P un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m proprement supporté
sur un ouvert X cR", de symbole principal réel p,,.
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Si ue D' (X) vérifie Pue C*(X), alors WF(u) est une réunion de
courbes intégrales de H, issues de points ou p, = 0.

Ce théoréme, qui permet de séparer les « rayons » de propagation des
singularités issus d’un point x, € supp sing u de la base X selon leurs
origines (x;, £,) dans T'* X au-dessus de x;, est un des résultats fondamen-
taux de I’analyse microlocale (comparer avec la discussion de 'exemple
B.2.1.3 et de I'exercice C.2).

2 OPERATEURS D’ORDRE m

Lorsque x € R, un opérateur différentiel d’ordre m

P(x,t, D,D)= Y a DD/, (an=1),

k+l<m
peut se « factoriser » sous la forme :

P(x,t,D,,D,) = (D, — A (¢, x) D)) ... (D, —A,(:,x)D,)+
+ordrem — 1,

ou les A; ¢ sont les racines en 7 supposées distinctes du polyndme
Pm= Y @ gfrl=o.
k+f=m

Lorsque x€R"” (n=2), les racines en 7, supposées distinctes, de
I’équation p,,(x, ¢, & 7) = 0 sont seulement homogenes de degré 1 en
£, et les facteurs D, — (¢, x, D,) correspondants sont des opérateurs
pseudo-différentiels de la forme considérée au paragraphe 1. Les racines
en 7 étant distinctes, il est facile de montrer (Ex. C.4) qu’on peut, en fait,
factoriser le symbole complet de P (et pas seulement son symbole
principal) ; nous n’utiliserons dans la suite quun fait plus élémentaire.

Considérons dong ici un opérateur de la forme P = P(x,¢,D,D,) =
Y Py(x,1,D,) D), pour lequel P, =1, P; étant d’ordre m —j, de
j=m

symbole principal p; homogéne de degré m —j en §.
On suppose que :

(H). Les racines en 7 du polynéme p = 3p (x, t, §) 7/ = 0 sont réelles
(hypothése d’« hyperbolicité » de P).
(8). Ces racines sont (uniformément) simples, c’est-a-dire

g_p (x, 0, &, 7)) =C|€|™ ! lorsque p =0. (On dit alors que P est
p
« strictement » hyperbolique.)

Pour un tel P, on a une estimation d’énergie analogue a (1.1.1).
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m—1
PROPOSITION 2.1. Si seR, on a pour tour ue me([O, 71,
j=0

Hs+m—1—j) tel que Pu [ Ll([o’ T] ;Hs) l’inégalité

sup |D]u(z, .)| =<

s+m—-1-j
jem-11€[0,T] !

<C{ ¥ |D{u(,. Nesmoro + J

J=m-1 0

T

| Pu(t, .)|sdt} L@

Preuve :

a) Notons A ((x, £, &) <Ay(x, 6, &)< -+~ <A,,(xt, &) les m zéros
réels de p. L’hypothése (S) implique | 8f 954, (x, 7, £)| < C, g|&|' 1A,
en sorte que si x € Cg° vaut 1 pres de 0, A;(x, 4, &) = (1 —x(§))
Ai(x,1,€) € S'. Pour tout j, montrons qu’on peut trouver

m—1
Qj = Z ij(x, t’Dx)Dtk
k=0

(avec Qj; € Sm-1-k ot Oim-1)=1), et
Ri(t,x,D,)e S""!
tels que,
P=(D,—Ai(x,t,D,)) Q; + R;.
En effet, en écrivant
A ) 1 .
P,D/=D,P,D|"'— = (8,P)) D '—
. . 1 o
= (D~ A)P; D7+ A P DT - - (8P DI,

et en recommengant le méme artifice pour les deux derniers termes etc...,
on obtient l'expression désirée avec R; = R;(¢,x,D,) € S™ Or, pour
7 = A, le symbole principal p — (7 — A;) ¢; de R;, qui ne dépend pas de

7, est nul; donc R; € sm- L

b) L’estimation d’énergie (1.1.1) pour l'opérateur D, — A; donne alors
(pour X assez grand)

supe™|Q;u(r, )|, =

() de.

s+m—

T
= |Q;u(0, . )|5+2J e {|Pu(s, D+ Clu, )]
0

Montrons que le contrdle des Q; u pour tous les j permet celui du membre
de gauche de (2.1) : le symbole principal de Q; est q; = n (v — Ag), etles

k#j
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g; forment une base de I'espace des polynomes en 7 de degré
=m — 1; en particulier, pour k<m — 1,

k A?
= quqj(xa ta §a/\j).
En posant
Af(x, 1, )
M(t,x,f):(l— g }—5

on définit M;; € S¥~ "~ tels que

m—1
Dfu=Y MyQu+ Y Ry(t,x,D)Dlu,

ji=0

avec Ry € S¥=7-1 On en déduit Yestimation :

Y |Dfu, )|

k=<m-1

s+em~1-k

<c{yigue o+ ¥ Ik, ,

k=m-1

¢) Le « terme d’erreur »

Y |DFu, )|

k=sm-1

s+m-2-k

est traité de la fagon suivante :
— Pour k=m—1, |Qlu—D;"“1u|s

3’ des termes pour k <m — 2.
— Pour k<m—2, on utilise l'estimation d’énergie (1.1.1) pour
I'opérateur L = 3,, soit:

, est majoré par la somme

sup e™ | Dfu(z, . )|

=
s+m-2_-k

s+m—-2—k :

T
< |D,"u(0,.)|s+m_2_k+2J e M| DfFu, )| dr
0

d) Finalement, on obtient :

sup e~ *! Z ID,ku(t,.)IHm_l_ksc{ Z lD{cu(O,-)le_l_k*'

ksm-1 k=m-1

T T
+J e_“|Pu(t,.)|sdt+ J e z |Dg€u(t")|s+m-—l—kdt - U
0 0

ksm-1

L’argument habituel de type « Gronwall » permet alors de conclure. O
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Bien entendu, on peut aussi déduire de (2.1) un théoréme d’existence de
solutions du probléme de Cauchy

Pu:f, D{u(O,.):uj, jgm_l,

comme au paragraphe 1.2, mais c’est un peu plus délicat et nous ne
continuerons pas dans cette voie.

COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE 1I

Ce chapitre constitue un pont entre la théorie «séche» du premier
chapitre et les applications aux « vrais » problémes non linéaires esquissées
au dernier.

La partie A « Analyse non linéaire dyadique» repose sur l'usage
systématique de partitions dyadiques en fréquence. Cet état d’esprit,
qu’on trouve déja développé dans COIFMAN et MEYER [CM)], s’est avéré
particuliérement efficace dans ’analyse des équations non linéaires : on
trouvera dans BONY [B1] les concepts fondamentaux de « paramultiplica-
tion », « opérateurs paradifférentiels » et les formules de « paralinéarisa-
tion » correspondantes, tandis que la « paracomposition » est construite et
étudiée dans ALINHAC [A]. La présentation ici s’inspire davantage de
MEYER [M], qui contient également le cas des espaces L’.

Outre une introduction aux théories mentionnées ci-dessus, on a voulu
donner dans cette partie, les premiers exemples naturels de ce qu'on
appellera au chapitre IIT des « applications douces » (c’est-a-dire suscepti-
bles d’estimations « linéaires par rapport a la grande norme ») : le produit
et la composition.

Ce type d’estimations est crucial pour résoudre a peu prés n’importe
quel probléme non linéaire, et se trouve é&tre l'une des hypothéses
fondamentales du théoréme de Nash-Moser.

La partie B « Analyse microlocale » présente un matériel désormais trés
classique (front d’onde, régularité elliptique microlocale), qu'on trouvera
par exemple dans HORMANDER [H4]. De petits textes synthétiques sont
disponibles sur ce sujet : la monographie de NIRENBERG [N] et I'article de
HORMANDER [H2] dans [’Enseignement mathématique. 1.’ approche privilé-
gie les troncatures coniques en fréquence, visant 4 séparer les « bonnes »
directions spectrales des « mauvaises ».

Les parties A et B correspondent en fait aux deux types de « décou-
page » du fibré cotangent naturellement associés au calcul pseudo-diffe-
rentiel classique {(celui du chapitre I): découpage selon la taille de
|£], et découpage conique sur ¢ € S”~ L. '

Le développement des idées de la partie B constitue ’analyse microlo-
cale des années soixante-dix : hypoellipticité et propagation des singulari-



Exercices sur le chapitre II 123

tés pour les opérateurs linéaires ; c’est pour I'essentiel le sujet de 'ouvrage
de HORMANDER [H3].

Depuis, le calcul paradifférentiel de BONY et ses prolongements ont
permis d’étendre certains résultats fondamentaux (régularité elliptique,
propagation des singularités) au cas d’équations non linéaires.

Enfin, la nécessité s’est fait sentir, notamment dans certains problémes
non linéaires, d’une localisation plus fine encore des fonctions (dans le
fibré cotangent) au voisinage de leurs lieux singuliers : c’est I’analyse 2-
microlocale. Le lecteur averti pourra consulter LEBEAU [L] (dans le cadre
analytique) ou BONY [B2] (dans le cadre des espaces de Sobolev), par
exemple.

La partie C est consacrée aux «inégalités d’énergie », qui sont I'outil
principal pour étudier les équations hyperboliques et la propagation des
singularités. La encore, le matériel est emprunté a HORMANDER [H5],
dans lequel on trouvera aussi les extensions de cette technique a I’étude
des problémes mixtes.

EXERCICES SUR LE CHAPITRE 11
A.1 a) Soit s € R. Montrer qu’il existe ¢, >0 telle que si ue H*

1 2 2 2
- |u—Spu|ss Z 4‘”|uq|0§cs|u—5pu|s,
s g=p

et en déduire que mH " est dense dans H°.
reR

b) Soit a un réel positif, non entier. On pose m = E (a) (partie entiére
de @), p = @« — m (mantisse de a). Montrer qu’il existe C, telle que, si
ue C%,

1
o lu=S,ull, < sup 2% u || < C = S, ul],
a g9=p

et en déduire que mCV n’est pas dense dans C %
yeR
La suite de cet exercice se propose de caractériser les points adhérents a
(€7 dans C*" par la condition :
veR
Pu(x + h) — 0Pu(x
sup |37u( )p ()'—>0 lorsque 8 —» 0.
[ Bl =m (x,h)eR"xR”, | | <8 lhl

(%)
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¢) Vérifier directement que toute fonction u# de C“® adhérente a
() C7 satisfait a la condition ().
reR

d) En reprenant la preuve de la proposition 1.3 i), montrer que, si
ue C%®

Vo=0. fugly=C 2" [ 160 x

|[8Pu(x + h) — 8Pu(x)| d
|71

X Z sup
LBl =m (x,))eR"xR", | h| =279 y|

En déduire que, si u vérifie (+), |u—~ S,u|_-0.

A.2 Cas limite des injections de Sobolevy

a) Vérifier que L' n’est pas contenu dans H~"2 (On pourra supposer le
contraire, et montrer qu’alors la masse de Dirac appartiendrait a
H~"2) En déduire que H"” n’est pas contenu dans L.

b) Pour ke N, on pose
weeR"Y = {ue LR, 3°ue L*(R"), |a| <k} .
Montrer que, si s = g+ k, H'(R") n’est pas contenu dans W*®(R").

(On pourra remarquer que toute fonction ue H (s € R) s’écrit

n
u=ug+ y du;, ou gy, . u, e H'*', et uge mH’.)

ji=1 teR

A.3* Classe de Zygmund
On note

CLR") =

_luere@)  sup |u(x+h)+u(|;|——h)—2u(x)|<+Oo}.

(x, h) eR"xR"
On se propose de caractériser C1 par les décompositions dyadiques.

a) Montrer que, si u€ C 1(R") et si ¢ € CE(R™\ {0}) est paire, alors

U, = @ (277 D) u vérifie sup ||u, |, . 2" <+ 0.
p=0
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b) On ne suppose plus que ¢ est paire dans a. Montrer que la
conclusion reste vraie. (On pourra écrire u, = ¢ (277 D) #,, et
,= (277 D)u, ¢ étant bien choisie.)

¢) Soit u € 8’ (R"), et soit u = z u, une décomposition dyadique de

p=-1
u. On suppose que

sup |u,],.27 <+ 0.

Montrer, en raisonnant comme dans la preuve de la proposition 1.3 ii),
que u € C L. (On pourra remarquer que

16(x + k) + v(x — k) —20(x)| <Cte |[A|? sup [8°0],)
| a] =2

d) Montrer I'injection de Sobolev généralisee H"?*(R") = C1(R™).
e) En utilisant I'exercice A.2, montrer que linclusion W"® < Cl est
stricte.

A.4 Interpolation

Soient sy < s <s; trois nombres réels. Soit (v,),., une suite de
H" vérifiant
= ch zq(sl _5)

Vg=0, |v chqZ_q(J_s"); |v

qlso qlsl

2
avec Z cg=<1.
qg=0

a) Montrer que la série Z |Uq|s" converge pour tout s’ <s. On se
g=0
/
. N
propose de montrer que v = Z v, appartient a H°, avec |v| <Cte.C.
q=0

b) Montrer que l'on peut écrire v, = a, + b,, avec

supp d, = {£, |£] <29*"},supp b, = {&, |£]| =29}

—4q(s—50) a(s1 = 5)
|aq|s0sCte.ch2 s byl =Cte. Cc,2 .

¢) En estimant les normes L? des blocs dyadiques de Z a,, Z by
g=0 g=0

montrer que Z a, Y b, € H’ et conclure.
q=0 q=20
d) Quel est le lien entre ce résultat et celui du lemme 2.2 ?
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e) Montrer que la conclusion est la méme si ’on remplace les conditions
(*) par:

ano’ Iv sCCqA_q(S_SO); Iv sCCqu(SI_S)’

q|50 qls1

avec Zc‘fsl,A>1.
q=0
(On pourra définir et utiliser les décompositions 4-adiques.)

J) Application. Soient ¢, ¢, 5y, §; quatre réels, et soit 7:8' - 8' un
opérateur linéaire, borné de H' dans H" pour i =0, 1. Soit 8 €10, 1[; on
poset =0ty + (1 —6)¢;s=0sy+ (1 —0)s,. Montrer que T est borné
de H'dans H°. (Bstimer | T: u,| , ouu = Ju,estla décomposition dyadique
de u)

Remarque. Lexercice A.4 peut également étre traité dans le cadre des
espaces de Hélder.

l,

A.5 Soit a € L*(R*). On définit le « paraproduit par a » selon la formule
suivante :
T,u= Y S, 2a.u,

p=2

(avec les notations habituelles de la décomposition dyadique, cf. paragra-
phe 1.1).

a) Montrer que T, est borné sur H* pour tout s € R, et sur C* pour tout
a >0 non entier, avec une norme d’opérateur bornée par Cte |a||,.

b) Soit a € H*(R"), s <»n/2. Montrer que

||Sp ano <= C 2P =s) ,

et en déduire que 7, défini encore selon la formule ci-dessus, est continu
de H' dans H'*°*~"? pour tout r € R.

¢) Soient s,t deux nombres réels tels que s+ ¢ =n/2. Soient
ae H'(R"), be H'(R"). Montrer que ab=T,b+ T,a+ R, avec
Re H**'""XR") (on pourra utiliser le lemme 2.1). Discuter la régularité
H'" du produit ab selon les valeurs de s, ¢, s + 7.

A.6 Soit fe C®(R) telle que £(0) =0 et, pour tout k=1, & soit
bornée sur R. On se propose de prouver que, si u e H"*(R"), alors
f(u) e HA(RM.

a) Si u e H"*(R"), prouver que

Va, |a| =0, ||8“Spu||0sCa orl el
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1
En déduire que les m, = j S'(S,_ u+ tu,) dt sont des « multiplicateurs
0

de Meyer », et conclure en reprenant la preuve de la proposition 2.2.
b) Montrer de méme que pour s=>=n/2, |f(u)|,<C,|u|, ou C, ne
deépend que de |u|,,. (Comparer avec la proposition 2.2.)

A.7* Soit (m,),. une suite de fonctions C*® sur R" vérifiant
Vp, Va, ||a"'mp||0 <C, 2l

Soit ¢ € C*(R") telle que supp ¢ < {&, 1/4 < |€]| <4}.
a) Montrer que la fonction définie par
a(x, £) = ¥ m,(x) ¢ (277 £),
r=0
est un symbole de la classe .S‘f 1, 1l.e. vérifie les estimations :
|07 0fa(x, &) < C, g1+ |l - 1AL,

b) Soit b€ S | (R" x R"). Montrer que 'on peut écrire

b(x, €)= b_1(%,€)+ T by(x 27 £)

avec
Vp=-1, b,e C*(R"xR"), |¢| <1 sur suppb_,,
1/2=<|§| =<2 sur suppb, pour p=0,
et

|05 88b,(x, €)| = C 52011 .

En déduire que

b(x’ g) =b—l(x7 ‘f)“" jnna(xa fay)dy

on a(x, £&,y) = Z my(x,y) ®(277 £, ) est, pour chaque y, du type
p=0
considéré en a), avec, de plus
Vp,Va, VN, |a;‘mp|sCa,N2”“| I+ |y~ Y
Va, [8§@|<C,(1+ |yl
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¢) Montrer que, si be SP | (R* xR"), b(x, D) est borné sur H* pour
tout s > 0. (On se ramenera par b) a la proposition 2.2.)

d) Montrer de méme que b(x,D) est borné sur C® pour tout
a >0 non entier.

Remarque. La continuité des opérateurs pseudo-différentiels de la classe
‘S‘l’,] sur les espaces de Sobolev est un probléme délicat ; de tels opérateurs
ne sont pas bornés sur L’ en général (voir [CM], pp. 39-40). Nous
renvoyons a [H8] pour une étude récente de ce type de problémes.

B.1 Soit S ’hypersurface {x; = 0}, et soit u une fonction de la forme
ux) =u, (x) .10y +u_(x). 10y

ol u, , u_ sont des fonctions C ® sur R” vérifiant Vx' € R"~ 1, u, (0, x') #

u_(0,x").

a) Montrer que WFu = {(0, x',£1,0), 6, #0,x € R"‘l}. En utili-
sant l'invariance du front d’onde par difféomorphisme, exprimer ce
résultat lorsque S est une hypersurface quelconque, de fagon intrinséque
(comparer avec 'exemple 2.1.2).

b) Soit P = z a,(x) D un opérateur différentiel a coefficients
| ] =m
C®. Calculer explicitement Pu(x), et en déduire que, si Pue C*®, alors
S est caractéristique pour P (i.e. p,,(x, £) = 0 pour tous x € S, £ normal 4
S en x, p, é€tant le symbole principal de P). Pouvait-on prévoir ce
résultat ?

B.2 Construction de distributions admettant un front d’onde donné
Soit ¢ € CP(R") telle que J ¢(x)dx =1, et soit a €10, 1[.
a) Pour k=1, £ e S""!, xeR", on pose
Pr(x, €) = k™ @ (k*x) ¢

Montrer que la transformée de Fourier en x de ¢, vérifie :

) YN, |@:(n, )| =Cy(1+ |£€])"" si n reste dans un cone fermé
I disjoint de R* ¢, C, dépendant de I

i) ¢k, €)=1

b) On suppose dans cette question que ¢ =0, et on se donne
£,€ S"~!. Montrer que la fonction

u(x) = ¥ k"2 o, )
k=1
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est continue a support compact sur R"” et que

¢} Soit F un fermé conique de R*"x (R"\0); on note
Fi=FnN (R"x S$" "), et on se donne une suite (x;, £,);., dense dans
F,. Montrer que la fonction

u(x) = Z kre-? @x — X, €)
Pyl

est continue et verifie WF(u) = F. (On pourra remarquer que, si
k+j, e8!, nesl,

|€5k2(iz§a 7)| <Cyj ¥

pour tout N ; en déduire que, si 8 € CP(R") vérifie 0(x) = 1 prés de
X =X,
o~ 1.
|0u(/2§j)| Zij 2
pour j assez grand.)

B.3 Montrer que si u est une distribution a valeurs réelles, (x, ) € WFu
entraine (x, — £€) € WFu.

B.4 Etude microlocale de la trace

Soit ue D' (RE xR,) telle que WFunN {t=0,¢£ =0} = ¢.
a) Prouver que si ¢ € C{(R,) est supportée suffisamment prés de
t = 0, l'intégrale

1(«p)=jﬁ(o,f)%, od v= (Y ®)u,

converge pour toute ¢ € CF(R%Y), ne dépend pas du choix de ¢ (si 'on
impose de plus ¢ =1 prés de ¢t =0) et définit une distribution
Tu sur R*.

b) Vérifier que, si de plus ue C(R,, D' (R})), ona Tu=u|,_,

¢) Montrer, a 'aide de la définition du front d’onde, que
WF(Tu) c« {(x, &), 37, (x,0,&,7)e WF(u)} .

B.5 Cet exercice propose une démonstration de la proposition 2.2.2 et du
corollaire 2.2.1, indépendante des théorémes généraux cités aux paragra-
phes 1 et 2.
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a) Soit a e S"(R" x R") et soit v € &' (R"). Prouver que si
d(x,suppv)=c¢=>0,Va, VB, [x° affa(x,D)v| =C,p-

En déduire que, si a(x, D)ve C®, alors a(x,D)v € 8.

b) Montrer que (x,, £,) ¢ WFu si et seulement si il existe ¢ (x) € Cg,
non nulle en x,, et x (&) € S, elliptique en &,, tels que x (D) (ou) e C .

¢) Si a est un symbole, on appelle support essentiel de a (et on note
SE(a)) 'ensemble des (xy, &€y) € T* R"™\0 n’admettant pas de voisinage
conique I” sur lequel on ait ae S, Si 4 = a(x, D), on note encore
SE(A) = SE(a). Montrer que SE(AB) < SE(A4) N SE(B).

d) Montrer d’abord la proposition 2.2.2 en remarquant que, si
(xp, £0) & SE(A), 1l existe y et ¢ tels que y(D) ¢ soit elliptique en
(%0, £0) et SE(x(D) ¢) N SE(A4) = ¢.

e) Montrer le corollaire 2.2.1 en écrivant

A=Ax (D)o + A1 —x (D) ¢),

ou ¢ vaut 1 prés de x,, y vaut 1 dans un voisinage conique de
&, et en appliquant la proposition 2.2.2.

B.6 Soit seR. Si ve & (R"), on note 3°(v) I'ensemble des & € R"™\0
n’admettant pas de voisinage conique I" pour lequel (1 + |7 |?)"*6(7n) €
Lz(F). Si X est un ouvert de R", x € X et u € D' (X), on définit ensuite
I (u) et WF(u) (front d’onde H® de u) selon le méme plan qu’au
paragraphe 1.1 (avec une extension évidente du lemme 1.1.1).

a) Caractériser la projection de WF (u) sur X.

b) Montrer que WF(u) est égal a I'adhérence de U WF (u). (On
seR

pourra remarquer que, si UEJ(U) NT =¢, avec ve & et I' ouvert

5

conique, alors 3(¢v) N I’y = ¢ pour toute ¢ € CP(R") et tout ouvert
conique I'; tel que 'y = T.)

¢) Montrer que (xg, £9) ¢ WF,(u) si et seulement si on peut écrire
u=u;+uy avec u; € Hip.(X), (X, £0) & WF(uz).

d) Montrer que, si P est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre
m proprement supporté sur X,

WF,(Pu) c WF, () « WF,(Pu) U Car (P) .

e) Sous les hypothéses de d), on suppose m =0. Montrer que si
P*ue L% (X) pour tout k€ N, alors WF(u) < Car (P).
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B.7* Lemme de Rauch : voir [R]

Soit s > n/2, et soient u, v € H, (X). On se propose de montrer que,
pour tout £ <25 — n/2,

WF,(uv)c WF,(u) U WF,(v).

a) Vérifier qu’il suffit de prouver I’assertion suivante : si u, v € H*(R")
sont 4 supports compacts et £ <25 —#n/2, alors 3'(uv) < I(u) U I (v).

b) On se place dans le cadre de la question «@). On notera
(1+ [£€]5)'2= (&Y. Soit I' un cone ouvert tel que (&)'u,
(EY've L*T). Pour ¢ €0, I[ a choisir, on écrit

uv = wy+ wy+r, w1(§)=J (&€ —m)d(n)dy,
| €-n] <c| 7]

wy(€) =J‘ [ #E—m)d(n)dy.
| £€-n| >;|’i\

Montrer que si I"; est un cone ouvert vérifiant ', < I', et ¢ est convenable,
alors (£)'w; € L*(I")) pouri = 1,2. (On montrera que (&)’ | w;(£) | <

; 7 o/ s 112
C(J |a(n)|dn) (J @& — m)] |5 (n)| dn) )
r

¢) Remarquer que, pour des nombres c¢;, ¢, positifs,

, 112 ) , 112
[r(¢)] = (J [a(m)| dm) (J |6(m2)| dm)
|1l = €] [ n2] = cof £]

et conclure que (¢)?°~"?r e L}R"). (Comparer a I'exercice A.5 c).)

B.8* Soit X un ouvert de R", et soit U une famille de champs de vecteurs
C® sur X. On définit

H>?(V) = (ue€ Hipe(X), Z, ... Z u € Hip,(X)
VeeN,VZ,,.,Z,eU).

On note U I'algébre de Lie engendrée par U et
N(V) = {(x,£) e T*X\0, (£,Z(x)) =0 VZe VU}.

a) Montrer que, si u€ H>®(VU), WF(u) c N (V).

b) Soit S une hypersurface de R"; on prend pour U I'ensemble des
vecteurs tangents a S. Expliciter le résultat de la question a) dans ce cas.
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Donner des exemples d’¢léments de H®©(U0). (Penser aux distributions
« C® par morceaux » de l’exercice B.1.)

¢) On suppose que s=n/2. Montrer que si ue H>®(U), alors
S(u) € H>® (V).

B.9* Soit 1 ,(a) = Jei“’(x’ %) a(x, #)dé une distribution intégrale oscil-

lante définie comme a l'exercice 4.6 ) du chapitre L.

a) Soit ¢ = ¢ (x) une fonction C* sur 2, a valeurs réelles, telle que
dy # 0 sur 2 et Vxe 2, Vo e RM\0,

dB‘P(xa 0) :O:>dl/’(x) ;édx<p(x,0).

Montrer que pour tout compact K de 2 x R"\0, il existe une constante
C =0 telle que VA =0, VR=0, V(x,0) e K,

R|d,@(x, 0)] + |[Rdye(x, 0) — A dy (x)| = C(R+A).
En déduire que si ue CF(02),
|<I¢(a),ue‘”"’>|sCN)t‘N pourtout A =1.

(On pourra écrire a = Z ax (277 6) comme dans la preuve du théoréme 1
14

de 'appendice du chapitre I et appliquer le lemme 1 « de la phase non

stationnaire ».)

b) Conclure que WF(I (a)) = {(x,d,¢(x,8)),d,e(x,0) =0} .

C.1 Cet exercice propose une démonstration légérement différente du
résultat d’existence de solutions a un probléme hyperbolique (proposi-
tion 1.2). La méthode « par dualité » est remplacée par une méthode
d’approximation du probléme par une famille d’équations différentielles
ordinaires.

On se place sous les hypothéses de la proposition 1.2. Pour ¢ € 10, 1[, on
pose p.= (1 +¢|D|)""' et at,x,D)=p,a(t,x,D). On approche
¢ dans H* et f dans L'([0, T]; H®) par des familles (¢,) et (f,)
d’éléments de 8.

a) Montrer que, pour tout ¢ >0, 1’équation
ou,
W + ae(t9 X, D) u, = fe7 ue(07 x) = ‘Pe(x) >
a une solution et une seule u, € C ([0, T']; H"), pour tout r € R.

b) En appliquant I'inégalité d’énergic hyperbolique, a I'aide de I'exer-
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cice 5.10 du chapitre I, montrer que (u,) est borné dans C ([0, T'] ; H") et
est de Cauchy dans C ([0, T'] ; H*~2) lorsque ¢ tend vers zéro. En déduire
Iexistence d’une solution v € C ([0, T] ; H*~2) N L¥[0, T] ; H®) au pro-
bléme de depart.

En raisonnant comme 4 la fin de la démonstration de la proposition 1.2
et en utilisant I'unicité (démontrée a part), on obtient u € C ([0, T'] ; H®).

C.2 Equation des ondes

Soient ¢, € H*(R"), ¢, € H*~'(R"). On se propose de résoudre le
probléme

(a%-—A)u:O, Uyj—0= Po- atu|t=0:¢>15 (1)

avec ue C (R, HY N C'(R, H*~ "), et d’étudier la régularité microlocale
de u. On notera |D| I'opérateur défini par

(ID| v) (£) = |£| 8(¢) pour ve 8 (R").

Cet opérateur n’est pas pseudo-différentiel au sens strict de la définition du
chapitre I, paragraphe 3 : nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce
détail n’a aucune importance dans les résultats ci-dessous.

a) On suppose que u est une solution de (1) avec la régularité annoncée,
et on pose v, = (3,+ i|D|)u, v_ = (3, — i|D]|) u. Montrer que v, €
C(R, H*~ 1) et sont solutions du systéme

(3, Fi|D|)v, =0, v,.|,_,=¢12i|D]| ¢, @)

tandis que u vérifie

v, +U_
du=———, uUl,_o=¢o- 3

2
En déduire I'unicité pour le probléme (1).

b) Pour l’existence, montrer que 'on peut résoudre le systéme (2) a
l'aide des résultats de (1), puis que (3) définit u e C (R, H*~ "), vérifiant
deplusi|D| u = (v, —v_)/2. En déduire que u est solution de (1) avec la
régularité annoncée.

¢) Montrer que, pour tout ¢,
_, £ -
WF = Fr-S , (x, WF (¢, xi|D ,
. () = { (x tlgl,f) (x.€) € WF (0, 21|D| ¢0)]

et prouver que WF(u(t)) c WF(v, (r)) U WF(v_(t)) avec égalité si ces
deux ensembles sont disjoints. Comparer avec ’exemple B.2.1.3.
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d) Montrer que v,, v_ sont solutions de I’équation des ondes, et en
déduire (a l'aide de I’exercice B.4) que

WF(v,) =
3

_ {(xitm-,t,f,i |§|),teIR, (x,£) e WF(p,+i|D| <p0)}.

Montrer enfin que WFu = WF(v, ) U WF(v_).

C.3* Théoréme de Hormander

a) Soit a = a(x, ¢) € S'(R" x R"), de symbole principal a,(x, £) a

valeurs réelles. Soit ue€ UHS(R”). On suppose que [ =
seR

a(x,Due Q H(R™. En  remarquant que la  fonction
v(z,x) = u(x)(t € R) est solution de
(3, +ia(x, D)) v =if(¥s,f e CR, H)),

montrer que, si (x, £) € WFu, alors x,(x, &) € WFu.

Pour tout £ € R, on a posé
0
XV, m) = (x(2), £(2)) avec X(1) = ai.gl (x(1), €(1)),

. L
£(1) = = o (x(1), £ (1),
x(0) =y, £€0)=7n.

(On vérifiera que la proposition 1.3 est encore vraie si ’on ajoute un
second membre régulier.)

b) Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m proprement
supporté sur un ouvert X de R* (ou une variété différentiable). On
suppose que le symbole principal p,, est réel. Soit u e D' (X) telle gue
Pue C®(X). Montrer que WFu est une réunion de bicaractéristiques de
Pm (i.e. de courbes intégrales de H, associées a la valeur p,, = 0).

Indication. On se raménera A une situation sur tout R” comme en a) a
l’aide de troncatures, puis au cas m = 1 en multipliant P par un opérateur
elliptique d’ordre 1 — m.

¢) Appliquer le résultat énoncé en b) au cas ou P est un champ de
vecteurs, P = 82 — A (comparer avec le résultat final de I’exercice 2).
d) On considére P = a§+xa§ surlabande B= {-l<x<l,yeR}.

Soit u € D' (B) telle que Pue C *(B). On suppose que u € C* prés de
{x = — ¢} pour un certain c € ]0, 1[. Montrer que u € C ©(B).
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C4 Soit P(x,t,D, D))= Z Pi(t,x,D,) D/ un opérateur différentiel
=0
d’ordre m. On note :

p(xa Z, faT)z ij(t’x’ g)Tj:
=0

son symbole principal ; on suppose que p,, = 1, et que les racines en
v de Iéquation p(x,¢,¢&,7)=0 sont distinctes (notées

Tl(t’ X, f)s ey T m(ts X, f))
On se propose de montrer qu’il existe A;(Z,x, £), ..., A ,, (¢, x, €),
symboles classiques d’ordre 1 en (x, £), C® en ¢, tels que:

P = (Dt_Al(t’stx)) .- (Dt_/\'m(t’anx))+R,

m-1
ou R(x,t,D, D)= Y Ri(t,x,D,)D/etR;e S~

j=0

a) On note :

qj(xa Z, é:a T) = H (T - Tj(t’ X5 5)) .

Iy

Montrer que, si

m—1

a(x, Z, fa T ) = Z aj(ts X, g) Tj’
j=0
est homogéne de degré £ en (&, 7), on peut écrire

a =
J

M

b](t5 X, §) qj(x’ t> §s T ) s
1

ou les b; sont homogénes de degre f —m+1 en £ (On donnera une
formule explicite pour les b;.)

b) Vérifier, ainsi qu’il est annoncé au début du paragraphe 2, que

P = (Dt_Tl(tax’Dx))'" (Dt_Tm(l’ X,Dx)) +Rm—1 )

m-—1
ou R, (x,t,D,.D) = Z R, 1 ;(t,x,D,) D, et R, ; est classique

j=0
d’ordre m-—-1-—j. Montrer  qu’il  existe g ot x, €)s s
O o(t, x, £) € S° classiques, tels que
P=(D,—7(t,x,D,) = o(t, x,D)) ... (D,=7,(t,x,D,)—
— Opolt,x, D))+ R, -,
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m-1

ou R, »(x,6,D, D) =Y R,_;(t,x,D,) D] et R, _,; est classique
j=0

d’ordre m — 2 —j. Conclure.

C5 Soit A = A(1, x, £) € C®([0, T], S(R” x R")) un symbole a valeurs
dans les matrices carrées complexes d’ordre m, dépendant de maniére
C® de t.

On s’intéresse au probléme de Cauchy

Lu= (D,-A(t,x,D))u=f,u(0)=¢ e H(R", )

ou toutes les fonctions sont a valeurs dans C™, sous ’hypothése (dite de
stricte hyperbolicité) que le symbole principal 4,(¢, x, £) de 4 a toutes ses
valeurs propres réelles et distinctes.

a) Montrer qu’il existe P = P(¢, x, £) e C2([0, T], SYR" x R™)) a
valeurs dans les matrices carrées d’ordre m, elliptique d’ordre 0, tel que
P(t,x,D)YA(t,x,D)Yu=A(t,x,D,) P(t,x,D)u+ R(t,x,D ) u,

ou
A 1 (ts X, f)

AL, x, &) = . ( )
At x, €

les A; ayant pour symboles principaux les valeurs propres de 4,(7, x, £), et
ot Re C*([0, T], S°R" x R")).
b) Montrer qu’il existe une constante C telle que, pour A assez grand,

. T
sup e’“|Pu(t,.)|ssC(|¢>|s+J e M(|Lu(t, )|, + [u(t,.)|s)dt).
0

O<t<T

En déduire I'inégalité d’énergie

O<t=<T 0

. T
sup e‘“|u(t,.)|ssC(|<p|S+J. e"”|Lu(t,.)|Sdt) ,

(avec une autre constante C). On remarquera, comme 2 la fin de la preuve
de la proposition 2.1, que

sup e Mu(s, )|, =
O0=<t=<T

, T
S|¢‘s—l+zj efAt(lL“(ta-)lsfl+C'|”(t)|s)dt-
0

En raisonnant comme au paragraphe 1.2, en déduire I'existence et
Punicité pour le probléme de Cauchy (1).
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C.6 Cet exercice montre comment réduire un probléme hyperbolique
scalaire d’ordre m a un systéme du type considéré a 1’exercice C.5. (La
méthode est due & A. P. Calderén.)

Soit

P(x,t,Dx,D,)= Pj(t’anx)D{7

ji=0
un opérateur différentiel scalaire d’ordre m, avec P, (¢, x, £€) = 1.

a) On suppose que Pu=f, D/~ 'u(0,x) = ¢,(x) pour j =1, .., m.
Montrer que v = (v, ..., v ,,) défini par

v, = D= (DY u,
(ou (D) a pour symbole (1 + |£ |2)1/2) est solution d’un systéme du type :
(Dt_A(taxa Dx)) v = g’v(ovx) = ‘//(x)a

que 'on explicitera.

b) Calculer le polyndme caractéristique du symbole principal
A(t,x, &) de A(t,x,D,), et en déduire que, si P est strictement
hyperbolique, alors le systéme D, — A D’est aussi au sens de I’exercice C.5.
En déduire une étude du probléme de Cauchy pour P, a laide des
résultats de I'exercice C.5.

C.7* Systémes symétriques positifs sur le tore

L’exercice suivant est emprunté pour 'essentiel 4 J. MOSER [Mo]. Sur le
tore T", on considére un systéme différentiel m x m

M:

L=

J

A;(x)3; + B(x),

1

]

et Pon suppose que les 4, sont hermitiennes. On note :

_ B(x) + B(x)* 1

K(x) ) ) Z ajAj(-x) >
j=1
et on fait ’hypothése de positivité suivante :
VxeT", K(x)=cyl, c;=0. (Py)

a) Montrer que, pour toute fonction u € H'(T"), on a

Re (Lu,u) = (Ku,u) . 1)
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Montrer que cette identité est encore vraie si 'on suppose seulement
ue L% Lue L% (On utilisera le «lemme de Friedrichs », Ex. 5.10.b;
chapitre 1.)

En déduire lestimation |u|,< Cte|Lu|, puis le fait que ue L? et

Lu = 0 entraine u = 0.
b) Montrer 'inégalité
f € L? I’équation Lu = f admet une solution et une seule u € L2
¢) On note (D)* lopérateur de symbole (1+ |[£]%)** (s=>0). On
suppose vérifiée la condition

u|,=<Cte|L*u|,, et en déduire que, pour toute

Vees" !, K(+s Y A& &=l (P
1<sj,k=<n

ou ¢, = 0. Montrer 'estimation
5
Yue H**', Re ((D)*Lu, <D>su)z§|u|§_0|u|g 2

(on calculera le symbole principal de [L, (D)°*], et on utilisera I'inégalité
de Gérding, chapitrel, proposition5.3) et en déduire que
|u|, <Cte |Lul,.

b) Toujours sous I’hypothése (P,), on suppose que fe€ H' et on

considére la solution u € L2 de Lu = f. On se propose de montrer que
ue H'.

i) Pour £ =0, on note L, = L —eAid (A = Z 612) En raisonnant
j=1
comme en a) et b), montrer qu’il existe u, € L? unique telle que
L.u,.=f. Montrer que (u,) est bornée dans L? et quune sous-suite de
(u,) tend faiblement vers u si ¢ tend vers 0.

ii) Montrer que u, € H**? pour tout £ > 0 et, en utilisant I’estimation
(2), montrer que (u,) est bornée dans H* lorsque ¢ tend vers 0. Conclure.

e) Verifier que la condition (P,) ne peut avoir lieu pour tout
s que si les 4; sont constantes.

/H La question ¢) laisse prévoir une limitation de la régularité
H* de la solution de Lu = f pour f e C®. Calculer explicitement la
solution u € L? de

. d . m
(—smx-—+m>u=(s1nx) ,
dx

sur T!, avec m > 1/2, et vérifier que la limitation prévue par la théorie ci-
dessus est optimale.



CHAPITRE III

Théorémes de fonctions implicites

Nous présentons ici différents exemples de problémes de perturbation,
regroupés selon la sévérité des « pertes de dérivées » subies : d’abord les
cas « elliptiques », ot le théoréme usuel des fonctions implicites suffit ;
puis les problémes justiciables d’'une méthode de point fixe (y compris la
question du plongement isométrique) ; enfin, les cas ou ['on dispose
« d’estimations douces » sur le linéarisé, autorisant la mise en place d’une
technique de Nash-Moser (comme pour I’étude des perturbations de
champs de vecteurs sur le tore, par exemple).

A THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES ET
PROBLEMES ELLIPTIQUES

1 RAPPEL DU THEOREME DANS LE CADRE DES ESPACES DE
BANACH

1.1 Le théoréme d’inversion locale

THEOREME. Soient f: B, > U - B, (B, espace de Banach, U ouvert de
B)), et supposons f continument différentiable dans U. S’il existe A:
B, - B, linéaire continue telle que f'(x)) A =1idg, alors il existe g,
C' au voisinage de y, = f(x)), telle que f(g(y)) =y. Si de plus
f'(xp) est un isomorphisme de B, sur B,, f est un C' difféomorphisme d'un
voisinage de x, sur un voisinage de f(xy).

Preuve :

a) Supposons d’abord que B, = B,, f(x) = Xy, f'(x) = id. On écrit
alors Péquation y = f(x) sous la forme x = x + y — f(x) = h(x), et 'on
cherche un point fixe de 4 comme limite de la suite x,,; = h(x,). Plus
précisément :
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i) Pour 8 >0 assez petit et ||y — x|| =8/2, h: B(x, 8) — B(x, 8);
en effet,

J@ =fp)+x-xg+o([x=x%[)=x+o(|x-x]),
d’ou
h(x)~xg=y—xp+o(||x —x]) |2(x) — x| <8(1/2+£(8))=5.

i) 8Si ||y —xg|| <8/2 et & assez petit, & est contractante dans
B(xy, 8 ), car

. , 1
|2(x) =R ()| < |\ — x| sup [lid — /" (2)] <3 | x — x| .

llz-x| <&

Drapres i) et ii), # possede dans B(x, ) un unique point fixe. En

2
solution et une seule dans B(x,, § ). Puisque & peut étre pris arbitrairement

petit, nous en déduirons que l'image par f de tout voisinage de
X, est un voisinage de x;.

conséquence, pour tout y € B (xo, 4 ), I’équation f(x) = y posséde une

b) Passons au cas général. En appliquant ce qui précede a
F() = f(x+ A — ), on obtient d’abord que I'image par f de tout

voisinage de x, est un voisinage de y,. Soit ¥ une boule ouverte centrée en
Yo, de rayon assez petit, tel que

sup [lid - F'()| <1.
yevl

Alors, pour tout y € Y, F'(y) est inversible, donc, en appliquant ce qui
précéde a y et f, on conclut que I'image par f de tout ouvert de
Y est un ouvert. Comme f est également injection sur Y en vertu de la
formule de Taylor déja utilisée en a), elle réalise un C'-difféomorphisme

de Y sur f(Y). Si g est le diffftomorphisme, la formule
g(y) = xy + A(G(y) — yy) fournit I'application g cherchée.

¢) Si f'(x,) est un isomorphisme de B sur B,, alors A est inversible, et
d’apres b),

f) = fp+ 47 (x~-x))

définit un C -difféomorphisme d'un voisinage de x, sur un voisinage de
Yo- |
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1.2 Le théoréme des fonctions implicites

C’est un corollaire standard du théoréme d’inversion locale.

THEOREME. Soient By, B, B, trois espaces de Banach, U un voisinage de
(X0, ¥o) € By x By, et f:U— B, continiiment différentiable. Supposons
qu’il existe une application linéaire continue A:B,—> B,, telle que
Si(x0, yo) A = idg. Il existe alors g, g€ C L, dun voisinage de x, dans

B, telle que f(x, g(x)) = f (X, yo). Si de plus f, est bijective, g est unique
et £(x,9) = f (%, yo) équivaut & y = g(x) pour (x,y) voisin de (xg, o).

Preuve : cest le théoreme d’inversion locale appliqué a
F(x,y): (X,f(x,y)). ]

Ce théoréme qui, comme on le voit, est facile & démontrer, se révéle trés
puissant pour résoudre certaines équations différentielles : nous allons
tenter, a l'aide d’exemples, de comprendre lesquelles.

2 QUELQUES EXEMPLES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON LINEAIRES

2.1 Résolubilité locale d’équations différentielles

PROPOSITION 2.1. Soit y' = g(x, y) un systéme d’équations différentiel-
les, ou g est de classe C et réelle au voisinage de (xy, yo) € R x R™. Il existe
une unique solution y définie au voisinage de x,, satisfaisant y(xy) = y,.

Preuves : nous donnons trois preuves, chacune contenant des éléments
qui seront utiles dans des situations plus générales. On peut toujours
supposer x5 = yg = 0.

Premiére preuve: on pose x = ef: si z(t) est une solution de
z' = eg(et,z)pourr € [— 1,4+ 1], avec z(0) = 0 alors y(x) = z(x/e) est la
solution cherchée, définie dans [— ¢, + ¢ ].

Soit f(e,z) =z' — eg(et, z), considérée comme une application de
classe C' d’un voisinage de (O, 0) dans R x B, a valeurs dans
B,=C °([_1 +1]), ot B, = {ze C'([-1,+1]),2(0) = 0}. Comme
f1(0,0) =4’ on prend A4:B, » B, définic par (Au)(t) = y u(s)ds

0
pour appliquer le théoréme des fonctions implicites.

Deuxiéme preuve : soit ¥(x) = xg(0,0) une solution approchée et
I=[-a,+a], ou a=0 est choisi assez petit pour que
f(y) =y —g(x,y) soit bien définiec au voisinage de y dans

= {yeC(I),y(0) =0}, a valeurs dans B,= C°). Comme

£ =$C—g;(x, 7) est un systéme d’équations linéaires, on peut
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trouver A4 satisfaisant a f*(7) A = id, et le théoreme d’inversion locale
s’applique.

Choisissons y € C°(R), x valant 1 prés de 0: pour e =0 petit,
x{(x/¢) £(¥) est une « petite perturbation » dans By, et 'on peut trouver
y € B, voisin de 7 tel que f(y) = f(¥) — x (x/e) f£(¥). En particulier,
y est la solution cherchée dans un voisinage de 0.

Bien que moins foudroyante que la précédente, cette preuve indique un
procédé (utiliser une solution approchée en x;) pour transformer une

question d’existence locale en x, en probléme de perturbation dans
B,

Troisiéme preuve : on résout I’équation

- X
y(x) = L g(s,y(s))ds=H(y) (x)
en cherchant un point fixe de H dans la boule B(0, 8) de C%([- a, a ]).
En effet, si B = a sup |g|, H opére dans cette boule, et si @ sup |g,| <1,
H est contractante.

Cette méthode de point fixe sera utile pour résoudre des systémes
hyperboliques au paragraphe 3. O

2.2 Solutions périodiques d’équations non linéaires

PROPOSITION 2.2. Soit p: la, b - lc, d[ une fonction continue stricte-
ment croissante. Pour toute fonction g € C 3,, (continue et 2 m-périodique)
& valeurs dans \c,d[, il existe une fonction ye C3,., a valeurs dans
la, b, satisfaisant y' +p(y) = g.

Preuve : soit U = Czl,, I’'ouvert des fonctions a valeurs dans Ja, b[, et
f:U = CY, définie par f(y) =y +p ().

a) Pour tout yeU, f'(»):C),—C?, (définie par f'(y)=

R 2

di + p' (»)) est inversible, car j p’ (¥) dx # 0. On peut constater ce fait
y 0

en calculant explicitement une solution périodique par la méthode de
variation des constantes (cf. aussi proposition 3.3.1 plus loin). Le
théoréme d’inversion locale implique qu’alors f(U) est un ouvert de
cl,.

b) Soit ¥ Touvert convexe des fonctions de C?, a valeurs dans
Jle, d[. Comme f(U) NV s ¢, il suffit de montrer que /(U) NV est
fermé dans V pour avoir f(U)> V.

Soit donc geV, et g;ef(U), g,—>9g, f(y;)=4g;: Iéquation

¥j +p(y;) = g; montre que les valeurs p (sup yj> et p (infyj> sont des
X X
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valeurs prises par g;, Comme ¢;([0,27]) est voisin de
g([0,2 w]) = = l¢, d[ par hypothése, on en déduit que les valeurs des
y; sont contenues dans un compact fixe de la, b[. L’équation implique

alors que |y/ ||, = Cte, et I'on peut extraire de la suite des y; une suite

partielle convergente dans C° vers y; y est périodique, et I’équation
montre que y € C1_, avec f(y) = g. O

On voit ici qu'une utilisation ingénieuse du théoréme d’inversion locale,
combinée a des informations de nature topologique, peut conduire a des
résultats d’analyse globale.

2.3 Perturbation d’un probléme de Dirichlet non linéaire

PROPOSITION 2.3. Pour un compact convexe A cR*, désignons par
By(A) lespace des fonctions continues sur A, possédant des dérivées
partielles continues par rapport aux variables x,, x3, x;. Soit ue C XI,R)
(I = [a, b]) une solution du probleme de Dirichlet

F(x,u(x), v (x),u"(x))=0,u(a) =u(d) =0,

pour une certaine F € By(A), ot A est un voisinage compact des valeurs de
x,u,u', u"). Supposons que F. =0, F,<0. Pour toute Ge By(A)
proche de F, il existe alors une solution v du probléeme G (x,v,v',0" ) =0,
v(a) =v(b) =0

Preuve : on considére f(G,v) définie au voisinage de (F,u) par
f(G,v)(x) = G(x,v(x), v'(x), v"(x)), comme une application d’un
ouvert de  By(4)x C3I) dans C°(J), ou Ci¥) =
{ue C XD, u(a) =u(b) = 0}. La différentielle f;(F, u) est

d? . d

SolFu) = Fip o+ Pl o+ Fl

Si f,(F,u)w =0, wne peut avoir de maximum strictement positif ni de
minimum strictement négatif a cause de ’hypothése F,» =0, F, <0, donc
w=0.

La théorie générale du probléme de Dirichlet linéaire nous indique alors
que f, est surjective (c’est « I'alternative de Fredholm »). Donnons de ce
fait une preuve €lémentaire : soient y, et y, les solutions de f, y;, = 0 avec
yi(a) =0, yi(a) =1, y(b) =0, y3(b) =1. L’injectivité de f, dans
C3(I) implique précisément que y, et y, sont indépendantes. On peut alors
trouver une solution de f, y =4 sous la forme y = ay, + By, par la
méthode de la variation des constantes, dans laquelle on peut choisir de
plus @ (b) =0 et B(a) =0, soit y e C3(I).

L’application du théoreme des fonctions implicites achéve la preuve.

O
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2.4 Résolubilité locale d’équations elliptiques non linéaires

PROPOSITION 2.4. Soit F = F(x, u®)) (|a| =2) une fonction C* de
_m+1)(n+2)

ses n + N arguments réels (N 3

). On suppose p, € RY
donné tel que
1) F(0,p,) =0.
oF

i) L’opérateur P = Z Py (0, py) 8% est elliptique, c’est-a-~dire :
~ du

ar

o (0 p0) €°#0 pour §eR", £#0.
du

pa(€) = z

| al =2

1l existe alors, au voisinage de x = 0, une solution u, C® a valeurs réelles,
de léquation

F(x,3%) =0
avec

(8*u(0))) 4] <2="Po-

Preuve : soit it € CP(R") telle que 0°#(0)|,| <2 = po- Fixons p =2,
p ¢ N, et notons :
B,

B,

{ze CP(B),3°2(0) =0, |a| <2},
{veC”*(B),v(0) =0},

avec B= {xeR", |x| =1}.
Pour £ € R proche de 0, z € B, posons :

f(&,2)(¥) = F(ep, @(ey) + £22(p), (Vi) (ey) +
+£(V2) (), (Vi) (ep) + V2(p) .

On définit ainsi une application f dun voisinage de (0,0) dans
R x B, dans B,, telle que f(0,0) = 0. La dérivée partielle 7.(0,0) est
P, = Z a—() (0, py) 3%, partie principale de P. Quitte a dilater et
ou'®
|l =2

faire tourner les axes, on peut toujours supposer (au signe prés) que
p»=— |£|? et P, = A. Pour appliquer le théoréme des fonctions implici-
tes, il faut trouver 4 : B, — B, tel que A4 = id. En utilisant une solution
élémentaire de A, 1 est facille de prouver qu’il existe
Ay: CP~2(B) » C?(B) tel que Ad, = id. (Voir Ex. A.2.)
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Il suffit alors de poser, pour v € B,,

2
Av(y) = Agv(y) — 4qv(0) — (4ov)" (0) -y — (4o 0)" (0)'%,

car

A((on)” (0)%2) = trace (4y0)" (0) = (Adyv)(0) = v(0) =0,

On obtient ainsi £ >0 et z satisfaisant a f(e,z) = 0, et la fonction
u(x) = #i(x) + £2z(x/e) est une solution C* du probléme.

Les résultats standard de régularité sur les équations elliptiques permet-
tent alors de conclure qu’en fait « € C ® (voir lemme 2.5). O

Nous donnons ci-dessous une démonstration simple du résultat de
régularité utilisé sous ’hypothése supplémentaire que p = 3.

LEMME 2.5. Soit 2 un ouvert de R”, et soit ue C?(2) (p =3) une
Jfonction réelle solution de I'équation

F(x,3%u)=0, (|a|=2),

F étant une fonction C* de ses n + N arguments réels. On suppose que
lopérateur P = Z —al(:—) (x, 3%u(x)) 3* est elliptique sur (. Alors
ou'®
{al =2
ue C*2(N2).

Preuve : soit x,€ £2. Nous allons montrer que ue C**' prés de
. Faisant varier x,, on en déduira u € C?*!(Q) puis, par récurrence,
ue C*(02).

Soit donc j € {l,..,n }; notons v = du€ C?~'(2). En appliquant
9, a I'équation, on a:

Pre C* %),

ce que l'on peut encore écrire, en notant P, 'opérateur a coefficients
constants égaux a la valeur des coefficients de P en x;:

Pov+ ¥ a,0%eC’ (),
| a| =2
avec a, € C*~2(2), a,(x) = 0. )

Soit ¢ € C§°(R") valant 1 prés de {{x| 55} et Osur {|x| =1}. Pour

£ > 0, on définit

X — Xy .
‘pz(x)= ¢ e , Vo=@, 0, a, =¢3.0,
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Pour & assez petit, v, € C{ '(R"), a e Cf~XR"), et

Pov, = Y aid"v,eCH AR,

[a =2

Nous utilisons maintenant la décomposition suivante, introduite dans la
preuve de la proposition A.2.1.1 i) au chapitrell: Vae L*(R"),
Vb e L *°(R"), il existe des opérateurs 4 et B tels que

ab=3% (S,a)b,+ 3 (S,,1b)a,=Ab+ Ba,
q P

avec

Yo e RN, [|4]q0, o0=<Cte |ally |Blco, cr<Cte |b],.
En appliquant ce résultat & a = a2, b = 9“v,, on en déduit
P()ve+ Tsvse Cp—Z(Rn)’

avec

Vo eR AN, |7, 0s2 o<Cte ¥ ||a;||0=0(8).

| af =2
En faisant opérer a gauche une paramétrix de P, sur I’équation, on obtient
v,+ K, v, e C?(R"),

avec

VUER+\N, ”K5”C0+2_’Ctr+2=0(8)‘

Fixant & >0 telque | K, | .c.2_ oo.2<lpouro =p —3eto =p —2, 0n
en conclut que v, € C*(R"), donc que ve C?(R") prés de x,, ce qui
achéve la démonstration. O

Remarques.

a) Le lemme 2.5 est en fait vrai pour p > 2 (et méme pour p = 2) mais
la démonstration est un peu plus technique.

b) Par souci de simplicité, I’énoncé de la proposition 2.4 a été volontai-
rement restreint au cas d’une équation scalaire d’ordre 2. Nous laissons au
lecteur intéressé le soin de vérifier que la preuve que nous avons donnée
s’adapte au cas des systémes différentiels elliptiques d’ordre quelconque.
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B DEUX EXEMPLES D’UTILISATION DE LA METHODE
DU POINT FIXE

1 UN EXEMPLE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES

1.1 Systémes hyperboliques symétriques quasi linéaires

Nous considérons le probléme de Cauchy suivant :
[B,u+2Aj(u) du+Bu)=0 *)

U o= Uy,

dans une bande (¢, x) € [0, T] x R

Ici ueR", et 4;(u) et B(u) sont des matrices réelles N x N et
N x 1, C® dans un ouvert G =« R” pour lequel u,(x) € G. Nous ferons
Ihypothése suivante :

(H) 1l existe une matrice réelle symétrique S(u), C* dans G telle que

i) S(u) = Spid, Sy =0,
i) S(u) A;(u) est symétrique.

Il est alors facile de voir que les valeurs propres de 34;(u) ¢; sont
réelles pour £ e R”, ue G: on dit que le systéme est hyperboligue. (Cf.
chapitre II, paragraphe C.2.)

Un systéme vérifiant (H) est dit Ayperbolique symétrisable (1a symétrie
des matrices SA; est ici essentielle (cf. chapitre II, paragraphe C.1.1)).
Enfin, le fait que les coefficients 4; dépendent seulement de u, et non de
Vu, donne au systéme un caractére non linéaire particulier qu’on appelle
« quasi linéaire ».

De tels systémes existent dans la nature. Par exemple, I’état d’un fluide
compressible dans [R” décrit par sa densité p >0 et sa vitesse
v = (v, .., 0 ,) est soumis aux équations suivantes, dans le cas ou 'on
suppose I’entropie constante (peu importe ici ce qu’est cette entropie) :

1—’;+div (pv) =0

a(pvy)

a7 +div (pv;v +pe;)) =0, i=1,..,n,

ouneg = (0,..,0,1,0,..,0 )estlei-iéme vecteur de base, et p = p (p) est
la pression, fonction croissante, supposée connue, de p. Dans ce cas,
N =n+1, B=0, et ’on peut écrire le systéme sous la forme équivalente
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1—’;+div (pv) = 0

av; 2.5
-a—ti+v.Vv,.+c——p=O ou p)=c’.

X

On a donc ici

v, 0 p O
0 v
u=(p,v), A;(u)=| |
%Ip v,
0
et
cZ
2
swy=| ¢, °
0 p2

Toutefois, ’hypothese de coercivité (H) i) ne sera vérifiée que si la densité
p reste minorée par un nombre positif. Ceci peut étre obtenu soit en
résolvant le systéme dans [0, T] x T" (T" étant le tore 4 n» dimensions),
soit en introduisant une version locale convenable des espaces H® sur
R" (cf. [Mal)).

Remarquons que les équations écrites expriment la conservation de la
masse et du moment : elles présentent ceci de particulier qu’elles sont
écrites sous forme de divergence. Un tel systéme est un cas particulier trés
intéressant de systéme quasi linéaire, dit « systéme de lois de conserva-
tion ». Le lecteur intéressé pourra consulter [Mal] pour une introduction a
cette théorie. Nous n’utiliserons pas ici cette propriété supplémentaire de
I'exemple.

1.2 Existence locale en temps d’une solution

THEOREME 1.2. Soit un systéme (%) vérifiant (H). Si uye H*, seN,
s>nf2+1, il existe T=>0 et une solution ue L®
([0, T1; H*) N Lip ([0, T); H*~) de (»).

Si I'on compare (¥) a la proposition 2.1 vue en A, on observe la
différence fondamentale suivante: on ne peut utiliser le théoréme des
fonctions implicites (premiére ou deuxiéme preuve), tout simplement
parce que (avec les notations du paragraphe A.2.1) la dérivée « perdue »
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par l'action de f n’est pas « regagnée » par la résolution de I’équation
linéarisée f,. Par contre, la troisiéme preuve peut s’adapter ici de la fagon
suivante : on définit une suite {x"} . par

S(uk) du* '+ IS(uF) A; () 8k + S(u*) B(u*) =0

ult— S0k+]u0,

(#%)

et u®= S, u.

Ici, S, désigne une famille d’opérateurs régularisants opérant dans les
espaces de Sobolev H® avec les propriétés décrites au chapitre II,
proposition A.1.6, et 8,/ + oo est une suite a choisir. En fait, () signifie
qu’a chaque étape on résout un systéme (hyperbolique symétrique)
linéaire, qui ne différe du « vrai » linéarisé sur u* que par des termes
d’ordre 0, qui importent peu. Le remplacement de u, par Sy, . o &
simplement pour but d’obtenir des fonctions u* de classe C®, en sorte que
le systéme considéré est a coefficients C*, ce qui est toujours plus agréable
pour résoudre. La « méthode de point fixe » consiste ici précisément a
écrire le « schéma » (#x).

Il reste donc & prouver l’existence et la convergence de la suite
u*. Cette preuve utilisera les deux faits suivants (partiellement démontrés
au chapitre II) :

i) On peut résoudre dans C® le probléme de Cauchy pour un systéme

symétrique hyperbolique L = S 9, + SA, ; 9;, avec '« estimation d’énergie »

T
cosup e Mu(t, )y = 40, )|, + Je‘“[Lu(t,.)h)dt,
0

ou S=cy=0, A vérifiant 2 ¢y A

Hldlvg——a—f

0
(Voir le chapitre 11, paragraphes C.1.1 et C.1.2.)
ii) On dispose des estimations « linéaires » de fonctions non linéaires

établies au chapitre 11, paragraphe A.2.

Il est commode de présenter la preuve en deux temps: contrdle de
u* en « grande norme » et convergence en « petite norme ».

En effet, on va prouver que u**! — u* est une série convergente : pour
ce faire, la seule possibilité est de soustraire les équations (+x) correspon-
dantes, et d’utiliser l’estimation d’énergie i); cela suppose que les
coefficients S(u*) et S(u*) A j(uk) sont bornés en norme Lipschitz : c’est
donc une borne de «* dans une « grande norme » (plus forte que la norme
Lipschitz) que nous allons d’abord établir.
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1.3 Contrdle en « grande norme »
Nous choisissons pour « grande norme » la norme

Null, = Wall, 7= sup |uGs ),
te[0, 7]
(le méme s que dans I’énoncé du théoréme 1.2).

Cette norme est bien adaptée a la forme des estimations d’énergie 1), et
par ailleurs [Vau|,=<C Mell ,, car s =n/2 + 1 (cf. chapitre II, proposi-
tion A.1.4). Nous faisons I'’hypothése de récurrence suivante (pour un
8 =0 4 choisir) :

pour 0<f <k, |“ue—590”o“|s,r<5, (H,)

et nous montrerons que (H,) = (H; ;) si les paramétres 8, 8, et
T sont bien choisis (car (H,) est vraie par définition de u9).

a) Assurons-nous d’abord qu’on peut résoudre (x#): les valeurs de
uy(x, ) appartiennent a un compact K de G, car u; est borné; si
8, et 1/8 sont assez grands, les valeurs de «* restent donc dans un compact
fixe de G, sur lequel S(u) = ¢,

b) Introduisons v**' = u**' - 8, u,, qui satisfait le systéme
ki Ky A gkt ! k k
BV + ZA;(uF) 0" = — B(u*) — ZA,;(u") 8;S,, uy
k
v |t=0 = Sok+l uO_S()ouO’
Pour évaluer llv**'ll, on considére le systéme satisfait par

v (|| =)
S(uF) 8, 0205+ + 3(S4;)(u*) 9; 030K =
= — S@") 83 (B(uh)) — S(u*) 05 {24;(u") 8;Sy, 1y}
— Sh) {854, a0 Ty —4;(uM) v 000k = F L (131D
agvi TN, o= 8% {Sy,,, uo— So, o} -
Le fait ii) implique alors le lemme suivant.

LEMME. On a lestimation |F(t, .)|q< C(1+ [0**'(z,.)]), o C est
indépendante de T et de k.
Preuve . les deux premiers termes de F sont bornés par une constante.

Le troisiéme s’écrit (au facteur S(u*) borné pres) :

y * 08 (A,(u")) 82 ~Pakt!;
az=8,|8| =1
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on peut évaluer la norme L2 de chaque terme en appliquant la proposition
A.2.1.2 du chapitre II aux fonctions ag(Aj(uk)) et ajv’”' (8¢ est une
dérivée « détachée » de %), pour TI'indice s — 1: on trouve

s—1 ”ajvk+1||o) :

|21y = C([|3p(A; N[, 10571+ [9e4; ()|
Comme ||uk||0 = Cte,

oeCa; @], = 476 s, = Cre o],

<Cte llu*ll,
= Cte,

et |8, (u") |s _, =Cte (1 + lu*ll )y < Cte d’apreés le chapitre I, proposi-
tion A.2.2. Enfin,

C’est le caractére « linéaire » de I'estimation de F dans ce lemme qui est
au cceeur de la preuve du théoréme, car il permet le contrdle de
Il o%+ 1l , selon le procédé d’« absorption de droite & gauche » expliqué au
point ¢) suivant.

|a,pf 1| < Cte [vF 7|, d'ou le lemme. O

¢) Pour appliquer l'inégalité d’énergie i) a (1.3.1), remarquons que
du* + 24;(u* ") du* + B(u* ') = 0 et (H,) impliquent ||3"]| =< Cte,

et donc ||3,(S(u*)) — 1/2 div (SA4(u")) |, = Cte.

Pour A = A, assez grand, on trouve
A k41 ‘ T A
cosupe M |agv i, .)|Os | S, ., uO—S90u0|s+J e M| F(@t, .) |, dz
0
<8+ CTsup {e™ (1 + |v**'(1, )| )},

ou &, peut étre choisie arbitrairement petite, indépendamment de
k, si 0, est assez grand, car |S, uo—”0|s—’0 lorsque ¢ — + co. En

additionnant les inégalités obtenues pour |a| =<s et A = A, on peut
choisir T assez petit et 6, assez grand pour obtenir (H, ).

1.4 Convergence en « petite norme »
Par soustraction, on obtient :
Sy 0,(u* ! —uk) + 3(54;) () 8, (u* ! —u¥) =
= — [S@") — S D] du* - I[(S4;) (") — (S4) ("~ H] 3’
— [(SB) (") — (SBY(u*~ 1],

(W =), o= (S, = Ss) U
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A nouveau, l'inégalité d’énergie i) fournit un contrdle de la « petite

norme » de u**+! — u*:

cosupe” M| (u* ! —u) (@, )| =<
T
= I(S0k+1 — Sgk) u0|0+ C J‘O e_AtI(uk__uk_l)(t, -)Iodt .

Comme Ay = |S9k+lu0—-S0ku0I0$Cte 0k_s_l(0k+1—0k)|u0|5’ a peu

prés n’importe quel choix de 6, (par exemple 8, = k) fera converger la
série des a,;. Si T est assez petit, on trouve

sup | (u* ' —u¥)(@, )|, < Csup | (" —u* =N, )|, + ak,

avec C < 1 (C est fixe, bien entendu), ce qui implique la convergence de
u* dans L®([0, T]; L?) vers u.

1.5 Régularité de la solution et conclusion

Comme u*(z,.) est bornée dans H° et convergente dans L> vers
u(¢,.), on obtient en fait ue L*([0, T]; H®*) (selon un argument
classique : il existe une suite partielle extraite de »* faiblement convergente
dans H’ vers v € H’; la limite au sens des distributions est unique, d’ou
u=1v). A cause de la convexit¢ des normes | |, on a en fait
| (u*—u)(, . )|, =0 pour tout s'<s: comme s=>n/2+1, on peut
choisir s' >#n/2 + 1, ce qui montre que ue C ([0, T] ; C!) est solution
(classique) de ().

On en déduit aussi # € Lip ([0, T]; H*~!), en utilisant I’équation. En
fait, on peut prouver que v € C ([0, T]; H) N C([0, T]; H*™Y).

2 LE PROBLEME DU PLONGEMENT ISOMETRIQUE

2.1 Présentation générale

Soient M une variété C*® compacte et g une métrique riemannienne sur
M, c’est-a-dire, dans des coordonnées locales (x, ..., x,), une forme
quadratique g = 3g,,(x) dx; dx;. On cherche, pour un certain N, une
application injective u: M —R” telle que

_ O0u du

LA 4 — b
=%, 3, (enabrégé g = u'u'), 2.1

dij

C’est-a-dire telle que g corresponde par u# 4 la métrique induite sur
u(M) par RY muni du produit scalaire habituel, noté «.» ou (,).



Exemples d’utilisation de la méthode du point fixe 153

Trois faits assez élémentaires permettent de réduire ce probléme a4 un
probleme de perturbation :

i) Quitte 4 augmenter N, point n’est besoin de se préoccuper de
I'injectivité de u (Ex. B.2.1).

i) L’ensemble des métriques représentables sous la forme (2.1) (pour
un certain N), est dense dans ’ensemble des métriques C® (Ex. B.2.2).

iii) Si uj:M—>RNf (G =1,2) est de classe C' et u: M RV
définie par u(x) = (¢, u;(x), t, #,(x)), les métriques correspondantes
vérifient g = ti g, + 13 g,.

est

Supposons alors qu’on sache résoudre (2.1) pour g voisine d’une
certaine g, : pour g quelconque, on choisit 7, tel que 72 go < g, puis on écrit
g=12go+f)+ (g —12g,—12f); il est possible de choisir f arbitraire-
ment petit en sorte que g, = g — fa g, — 1o f soit représentable sous la
forme (2.1) pour u =u, & cause de ii}); comme, par hypotheése,
g1 = go + f est alors représentable par un certain u,, g est représentable, a
cause de iii), par (tyu;, u,).

Pour simplifier, nous admettrons ici (ce n’est du reste pas difficile) qu’on
peut toujours se ramener (en plongeant M dans un tore convenable) au cas
ou en fait M = T" = R"/Z" est le tore 4 n dimensions. Ceci permet de
disposer de coordonnées globales sur M, et donne un sens clair a (2.1).

2.2 Réduction & un probléme de point fixe

On a vu en B.2.1 comment le probléme du plongement isométrique
pour M quelconque pouvait se réduire au probléme suivant: « pour
M =TT", et g voisine de g, (a choisir), trouver u satisfaisant (2.1) ».

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme.

THEOREME 2.2. Soit g, la métrique induite par un plongement libre
ug. Pour tout p =2 (p ¢ N) et toute métrique g de classe C* voisine de
go, i existe un plongement u de classe C* solution du probléme.

On entend par «plongement libre» une application uy: M —RY
vérifiant :
les vecteurs duy(i =1,...,n )
et 92uo(1 <i,j<n) sontindépendants.  (2.2.1)

Il est facile d’établir qu’un tel u; existe (Ex. B.2.3). Pour prouver le
théoréme, on pose u = ug + v, g = gy + h, et les équations (3,4, 3,u) = g;;
s’écrivent :

(319, 3,0) + (B0, 3;0) + (8,0, 9,0) = hy; . (2.2.2)
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On utilise alors le lemme suivant.

LEMME. Si 4 = ZBJZ designe le laplacien sur M, on a lidentité

(1 -4)@3,3,p) = aifj(v) + ajfi(v) + rij(v) s

ou fi(v) = — (Av,d,v),r,;(v) étant un polynéme quadratique (& coeffi-
cients constants) en les dérivées 3%v, |a| <?2.

Preuve : on a:
(1-24)@v,9v) =

— (8; Av, 8;v) — (8,0, 3; Av) + polynéme quadratique en d *v
—8;(Av, 3,0) — 3;(3;0, Av) + (V) . O

i

Les équations (2.2.2) peuvent donc s’écrire

3; (3120, V) + 0, F (V) + 8, (djup, V) + 8,F;(v) — 2(a§ju0, v)=h; - Ry,

ou I'on note F;(v) = (1 —4) " fi(v), R; = (1 — 4)" ' ry, et il suffit de

résoudre le systéme

ij»
(v, 0;ug) = — F(v)

Rl“ - hl”
(v, djup) = 2. (2.2.3)

2

En désignant par M(uy) w T'unique v combinaison lin€aire des 3;u,
8 u, satisfaisant

(v, 0,0) = w;, (v, 05u5) =w;; (gracea (2.2.1)),

le systéme (2.2.3) s’écrit finalement sous forme de « point fixe »
- F;(v)
2

v = M(uy) - G(v). (2.2.4)

Il est immédiat que G applique C? dans lui-méme, car (1 —A4)7 !,
opérateur pseudo-différentiel d’ordre — 2, applique C?~2 dans C”. De
plus, si R > 0 est assez petit, G est une contraction stricte sur la boule
Bp= {veC’ |v|, <R}, ie |Gv|,<C|v|, pour C <1 car f; et

r; sont quadratiques en v, d’on Iexistence d’une solution de (2.2.4). O

En réalité, la réduction présentée ici n’a été que récemment découverte
(voir [G]). Le probléme du plongement isométrique a été résolu pour la
premiére fois par NASH en 1956, a 'aide d’une technique d’itération,

reprise par MOSER en 1961, connue désormais sous le nom de « méthode
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de Nash-Moser ». Si cette technique s’est révélée finalement inutile pour
résoudre le probléme qui a nécessité son introduction, elle n’en demeure
pas moins un outil fondamental pour I'étude des problémes de perturba-
tion. Nous la décrivons dans notre derniére partie, ainsi que ses applica-
tions au probléme du plongement isométrique et au probléme des
perturbations des champs de vecteurs sur le tore.

C LE THEOREME DE NASH-MOSER

1 PRESENTATION GENERALE

Soit M une variété C* compacte, et soit @ une application d’'un ouvert
U de C®(M,[R?) a valeurs dans C®(M, R?).

Rappelons tout d’abord quelques définitions de calcul différentiel. De
facon générale, étant donné deux espaces vectoriels topologiques
E, et E, sur R, et U un ouvert de E,, on dira qu'une application continue
@ : U - E, est de classe C! s’il existe une application continue, linéaire en
la seconde variable,

@ UxE, - E,
(r,v) > D' (u).v
telle que

VueE VveE |, lim%((b(u+tv)— B (u)) = &' (u).v.
t->0

Les applications de classe C* pour k = 2 sont alors définies par récurrence,
ie. @ est CXsi @' est C*~!, et 'on note, comme toujours,

ak
Pu+ 110+ + 0|, .

& (). (v, ..,V ;) = — .
(u). (v, k) TR T =0

Le lecteur attentif aura remarqué que, si 'on se restreint aux cas des
espaces normés, on n’obtient pas la notion classique d’application
C*, mais une notion un peu plus large. Notre propos ne visant pas de telles
distinctions, nous nous bornerons a faire observer que la notion introduite
ici est 4 la fois maniable et aisément vérifiable dans tous les exemples
classiques de fonctionnelles sur ’espace C*.

Cette parenthése étant fermée, revenons a notre probléme : on suppose
@ de classe C* et on se propose de résoudre I’équation

D(u) = P(up) + ./, (%)

ol uye C*(M,[R”) est donnée, et f est une «petite» perturbation,
donnée également.
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Les situations typiques ou I’on sera amené a utiliser la méthode de Nash-
Moser sont celles ou la résolution de ’équation linéarisée

Q'(W)v=g (%)

ne peut se faire qu'avec une grande « perte de dérivées ». Pour mesurer
cette perte, on va considérer non pas un seul espace de Banach comme
dans le cas des parties A et B, mais une famille décroissante
A; (0 <5 <+ ) de tels espaces, munis de normes | |, d’intersection
NA,=C® Les exemples les plus usuels sont A, = C° (espaces de
Holder), ou 4, = H* (espaces de Sobolev), que I’on définit sur M a 'aide
de cartes.

Supposons qu’on dispose d’une solution v de ®'(u)v =g (notée
v = ¢ (u) g) vérifiant, pour un certain u fixé, une estimation de la forme

Iulssclg|s+r’

pour tout s (dans un intervalle fini),  é&tant un nombre fixe. On dit dans ce
cas que la résolution de I’équation se fait avec « perte de r dérivées » (pour
une famille quelconque d’espaces A4,, cette expression peut n’avoir aucun
sens, mais peu importe).

En réalité, nous verrons qu’il est possible de ne manipuler que des
fonctions C® au cours du processus de résolution de (#) : il ne s’agit donc
pas d’une perte dans la régularité de la fonction v, comparée a celle de g,
mais d’une perte d’information sur cette régularité.

Si I'on suppose au départ une information sur |u0|s dans un intervalle
d’indice s e [0,s,], lintervalle d’information sera [0,s, —r] pour
w, [0,5, —2r] pour u, etc... (o0 wuy, uy, Uy, .., U, —u sont les
approximations successives obtenues pour u) avec bientot perte de toute
information.

Qui plus est, cette « perte de résolution» r se double dune perte
r' due au «colut» de la résolution de (»+) en information sur les
coefficients de I’équation, c’est-a-dire sur u#. Supposons par exemple que
v = ¢ (u) g satisfasse une estimation de la forme

lol,<=Ccgl,., + lgl, A+ |ul;, ) (#x%)

pour tout s, avec r et r' fixes. Comme la méthode utilisée est la « méthode
de Newton» (légérement modifiée), qui utilise @'(u,) pour calculer
u,,1, la solution d’une étape devient le coefficient de la suivante, et la
perte #' s’ajoute a » pour diminuer lintervalle d’information.

C’est le caractére de cette double perte en dérivées, relativement & la
famille A, qui décide de 'applicabilité du théoréme de Nash-Moser : en
gros, il est suffisant que les pertes r et 7' soient fixes et ’on dit alors que
(»+x) est une « estimation douce ». Il faut prendre garde que cette douceur
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dépend de la famille 4, choisie : face a un probléme donné, il n’est pas
toujours possible de savoir si une telle famille existe, et si une famille est
connue, rien ne prouve qu'une autre ne conduirait pas a des pertes
moindres, voire a 'application d’un théoréme de point fixe ordinaire.

Nous discuterons le phénoméne de la « perte de dérivées » sur deux
exemples classiques (paragraphe C.2), tandis qu'au paragraphe C.3 on
verra pourquoi beaucoup d’opérations non linéaires sont susceptibles
d’estimations douces dans les espaces usuels.

Enfin, au paragraphe C.4 on décrira le processus de résolution de (x),
qui est un schéma de Newton combiné a une régularisation des fonctions.

2 DEUX EXEMPLES CLASSIQUES

2.1 Perturbation d’un champ constant sur le tore

Sur le tore T" = R"/Z", nous utilisons comme coordonnées locales celles
de R". On considére le champ constant @ € R", que nous perturbons par le
champ f:T” - R" supposé «petit». On veut savoir si I’équation

différentielle d_)tc = o + f(x) des courbes intégrales du champ o + f

L. . dx . . ,
équivaut a - I’équation pour le champ non perturbeé.

Plus précisément, existe-t-il un difféomorphisme U: T” - T", voisin de
I'identité tel que U'(U™ ') @ = @ + f? (Nous écrirons U =id + u, avec
u: T" - R” petit, étant entendu que u(x) sera identifié 4 son image dans

n
T" par lapplication canonique 7 :R” - T" = % . )

Déja, pour n = 1, et f = Cte, c’est impossible si f # 0 : il faut imposer

a f une condition intégrale convenable. On introduit a cet effet

n champs p, ..., p,€ C*(T",R") tels que j

p; dx soient indépendants,
*Irn

et on pose, pour t e R", U =1id + u,
®(u,t)=UU Yo +3tp,.
L’équation (*) qu'on va résoudre est alors
P(u,t)=®(0,0)+ f,

et elle signifie que U conjugue w en w + f — 3¢, p;.
On prouvera donc au paragraphe 4 le théoréme suivant :
THEOREME. ] existe un voisinage W de 0 dans C*(T",R") tel que, pour

tout champ f € W, il existe t € R" prés de 0 et un difféomorphisme de
T" proche de lidentité qui conjugue w + f —3t;p; a4 .
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Décrivons ici la « perte de dérivées » pour ce probléme.
a) Calculons @'(0,0)(v,¢): avecici U =1d + v, on a

D(v,1)—P(0,0)=UU Ho + 3tipj—w
=0 (U Yo+ 31, p,
=v'(w) + 3t; p; + termes quadratiquesen v ,

d’on @'(0,0)(v, t) = w (v) + 3¢; p;, @(v) désignant Paction du champ
o dérivant v (w(v) = ij:—v
J
b) Pour résoudre sur T" ’équation & coefficients constants w (v) = 4,
on développe les deux membres en série de Fourier :

h(x)= 3 ket ™ E0u(x) = ¥ opeeltinihn

keZ" keZ"
L’équation devient

VkEZ”, hk:ZiTr<k,w>Uk.

En particulier, il est nécessaire d’avoir z; = 0 ( j hdx = 0> ; dans le cas

présent de I’équation @'(0,0)(v,7) =g < w (v) =g — I, p; = h, cette

condition s’écrit gdx = Z L p; dx, et est satisfaite par un unique
™ T

choix des #. Les ¢ €tant ainsi choisis, on suppose dorénavant

VkelZ", k#0= (ko) #0. (2.1.1)
Sous cette hypothese, il existe un choix unique de v, donné par

1 hy

YT ey KO

1)0:0,

Néanmoins, malgré (2.1.1), les nombres (k, @ ) peuvent &tre trés
petits : on les appelle des « petits diviseurs ».
¢) Discutons I’hypothése (2.1.1). Il est classique (Ex. C.2.1) qu’elle

L. . s . x
équivale a la densité, sur T", de chaque courbe solution de T w.

Par ailleurs, en vue d’obtenir un contrdle raisonnable des v, on désire
renforcer (2.1.1) en

31 =0, Yke Z", k £0, |<k,w)|a%. 2.1.1)

C’est I'objet du lemme suivant.
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LEMME. Si 7 =n— 1, pour presque tout o € R”, il existe C = C, telle
que (2.1.1") soit vérifiée.

Preuve : soit B une boule fixe, et By . =
{weB, |(k,w)|<e|lk|""}. Comme mes (B,,)=<Cteelk| """,

mes UB,”) <Ctee3|k|"" "< Ctee, et donc

k#0

mes (mUBk,g> =0.

e>0 k#0

d) Estimons alors v : on peut écrire

v=hxE,
ou
k=¥ k| hye? RN
k0
et
1 im(kx 1
E(x) =k§0§i—ﬂ_ez' (kx) TS

Si E est intégrable, on a, en normes héldériennes, par un calcul direct sur
hyxE, |v||,<Cl|h||, et dautre part |kl =Cl&| car

a+s’

1Dy \ o :
hy = h (voir Ex. A.2).
2

Enfin, le lemme suivant (Ex. C.2.2) indique pour quelles valeurs de
s la fonction E est intégrable :

LEMME. Si @ vérifie (2.1.1'), et si s>7 =n—1, alors
1
S e
K70 | Kk @) | k)

>

et E est continue.

En résumé, on a obtenu I’estimation suivante : si s > 7, pour tout g, il
existe une solution (v,¢) de Péquation linéarisée de (¥) en O,
&'(0,0)(v, t) = g satisfaisant

loll,+ leb =Cligll,, - (2.1.2)
Dans cet exemple, on voit que la « perte de résolution» peut étre
extrémement grande, et dépend du choix de w, a travers les valeurs des

« petits diviseurs » (k, w .
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2.2 L’exemple du plongement isométrique traité par la technique de
Nash-Moser

Malgré la solution « simple » du probléme discuté aun paragraphe B.2, il
nous a paru instructif d’indiquer ici la méthode originale de Nash.
L’équation a résoudre est, d’aprés B.2,

& (u) = ¢ (u) +./, (*)

ou ¢ (u) = w' v, u, étant un plongement libre.
La différentielle de ¢ en u est

d)'(u)v — ’u’v'+ lvrur.

Pour résoudre I’équation ¢'(u#) v = g (ol g est symétrique), on impose
L

I’équation supplémentaire ‘2’ v = 0, qui par dérivation donne " v +

W v’ = 0; il suffit donc de choisir v satisfaisant ‘' v = 0 et u”" v = — 9.

2
u est proche de u; ces équations forment un systéme linéaire de rang
maximal, dont la solution est unique si I'on choisit v dans Iespace
engendré par les vecteurs (indépendants) 9;u, a}ku.

La solution de ¢'(u)v =g est alors de la forme v = M(u)g, ou
M(u) est une matrice dont les coefficients sont des opérateurs du second
ordre appliqués a u.

Ici, la « perte de dérivées » r' = 2 provient de la présence de données
dans les coefficients de I’équation linéarisée; d’aprés la proposition
A.2.1.1 du chapitre II, on a Pestimation

loll,=CCllgll,+ gl Nl ) - (2.2.1)

3 ESTIMATIONS DOUCES
Nous introduisons tout d’abord le concept d’application douce.

3.1 Applications douces

Rappelons qu’un voisinage de uye C*(M) est un voisinage dans
Pp q g 0 g
C*, pour un certain u ; on l'appellera aussi u-voisinage de u.

DEFINITION. Soit # > @ (#) une application continue dun ouvert
U de C*(M,R?) dans C*(M,R?). On dira que & est douce si, pour
chaque uy€ U, il existe un voisinage V' de u;, des nombres b= 0 et
r= 0, et des constantes C; tels que

YueV, Vs=b, |®u)|,=C,(1+ |u|

s+r) :
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On notera que l'estimation n’a pas lieu dans tout U, mais dans
V, les nombres C,, b et r pouvant dépendre de u, et V.

Pour simplifier, la définition n’a été donnée que pour des applications
sur C®(M) ; elle s’étend de fagon évidente & des espaces plus généraux du
méme type [H8], [H9]. Nous laissons en exercices (Ex. C.3.1 et C.3.2) les
deux propriétés suivantes.

PROPRIETE 3.1.1. La composée de deux applications douces est douce.

PROPRIETE 3.1.2. Si & est linéaire et douce, il existe C,b et
r tels que
YVueC® s=b, |®u)|,<Clul,,,-
Le point crucial dans la définition d’une application douce est qu'on
exige une estimation flinéaire en norme |u| , , bien quen général
@ soit «non linéaire ». De plus, cette estimation a lieu pour tout
s, sous la seule condition » € ¥, qui ne met en jeu qu'un nombre fini de
dérivées de u.

Exemple. Soit F une fonction C* de ses arguments, et posons
D(u) =F(x, 1yt ), .0), ot u=23%, |a|=m,

u étant une fonction réelle C* sur M.

L’application & est douce, car pour tout u,, dans une C™-boule autour
de u, on a, d’aprés le chapitre II, proposition A.2.2, Pestimation
(s=0)|P(u)|,<C,(1+ |u|,,,) (en normes C’ et en normes H’).

Nous allons voir quen fait beaucoup d’applications non linéaires
naturelles sont douces.

3.2 Quelques applications douces naturelles

Nous avons déja vu (chapitre II, propositions A.2.1.1 et A.2.2) que le
produit uv et la composition F(u)(F € C*) sont doux pour les deux
familles des espaces de Hélder et de Sobolev.

Deux autres cas sont utiles dans la pratique (voir la remarque A.1.5 du
chapitre II sur les espaces de Hdlder d’indice entier).

PROPOSITION 3.2.1. Sia=1etu,ve C*? alorsuove C*° et

luovll, <CClul, lolg+ lul, Iol, + el . G21)

Preuve : on a:

luevll, < ullg+ (@ ev) 0’|

a—1

s C(flullg+ 1w vy 0"+ e v g llorl, )
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d’aprés I'inégalité pour le produit de deux fonctions. Le dernier terme est
borné par ||u|, |v|,- Sie <2, |u'ov|, _,<Clu|, |v|¢~", dotula
proposition dans ce cas. Si @ > 2, en supposant (3.2.1) déja prouvée pour

a — 1, on trouve

lu v fly_y 0"y =
=Cw oy lols+ el Holl, oy Holly + il ol

et il reste 4 majorer le terme central. Or, par convexité (chapitre I,
paragraphe A.1.5)

Jull el el <
a2 L 1 a2
<c (= g2 ) (00T 0ol ) el

a2 1
=C(ull o)~ Aul, el " s

comme a*b'~* < C(a+ b), on obtient (3.2.1). O

PROPOSITION 3.2.2 Soient B, et B, des compacts convexes de R", et
u:B, - B, f: B, > R" tels que f(u(x)) = x pour x € B,. Pour a =1, on
a

lull, <CIA, > (3.2.2)

ou C ne dépend que de a et d'une borne de |u|,, |f],

Preuve :ona f'(u(x)) u'(x) = id, doncu’ = (f' ou)"': comme I'appli-
cation A +» 4~ ' (4 matrice inversible) est C*®, on a

ull g = Nullg+ ' llg_ < CA+ | froul, D=Clf eoul,_,,

car de toutes fagons || /|, = Cte > 0. De plus, en appliquant les défini-
tions,

I/ oull, y<CA+ 1N, uli=)<ClIfl, si a-1<1,
d’ou (3.2.2) dans ce cas. Si a =2, la proposition 3.2.1 donne
If oully < CUS Moy Naelly P+ 00 Nl oo+ 11D

et le terme du milieu s’estime par récurrence par |, [|.£]l . le méme

calcul « par convexité » qu’a la proposition 3.2.1 donne alors 1’estimation.
O

a—1
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3.3 Solutions d’équations différentielles

La solution d’un systéme d’équations différentielles, considérée comme
une fonction des données et des coefficients, se trouve étre une application
douce.

Nous illustrons ce fait remarquable (d’énoncé volontairement vague)
par deux exemples élémentaires et précis.

3.3.1 Un calcul explicite
PROPOSITION 3.3.1 Soit C5°, Uespace des fonctions C® 2 m-périodiques.
2

Supposons f € C¥,, ¢ = J fdx 0, et considérons l'équation différen-

0
tielle y' + fy =k, ou ke C3,. Il existe une unique solution y € C5, de
cette équation, et lapplication (f,k)w—y est douce (en wmunissant
C3°. des normes C*, s =0).

F

t
Preuve : on calcule tout ; si F(1) = J f(x)dx, onpose y =e" " z, et
0

I'équation devient z’' = ke®, d’ou la solution générale y = Ce F +

. 1
e ¥ f ef™ k(x) dx. La condition y(0) = y(2 7 ) s’écrit
0

2

T 2
C=Cec+ecf Fkdx, doi C= J ef kdx.
0 e‘—1Jo

La formule explicite obtenue pour y avec ce choix de C définit en fait une

2w
application S de louvert U< C*([0,27]) ou J fdx # 0 dans
0

C®([0, 2 7 ]), qui est douce en tant que composée d’applications douces :
f—F, Fise f etc.. d’aprés la proposition 3.1.1. La restriction
§|C2mﬂ, qui applique C5°. dans lui-méme, est donc douce également.

3.3.2 Une estimation a priori

Contrairement 4 I'exemple précédent ou l'on « constatait» sur une
formule explicite la douceur de la solution, on va obtenir ici une estimation
directement a partir de I’équation elle-méme. Ce procédé est trés
important, car il s’é¢tend a de larges classes d’équations aux dérivées
partielles : systemes elliptiques sur une variété compacte, problémes « aux
limites » de toutes sortes, etc...

PROPOSITION 3.3.2 Soit A(t) une matrice (n xn) C® sur [a,b]. On
considére le systeme Y' + AY = k, ou Y est & valeurs dans C" et vérifie la
condition initiale Y(a) = Y,. Pour tout ne N, on a l'estimation
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I¥ =< CUEN, + (iellg+ [ YDA+ [141,)),  (33.2)

ou C ne dépend que de || 4|,

Preuve :

a) Montrons d’abord l'inégalité || Y|, < C(||k|lo+ |Yo|). A cet effet,

on introduit un « poids » e~ *', comme au chapitre II, section C, et I’'on

pose | Y| = le=* Y|, L’équation s’écrit :

Y(1) = Y+ Jl [£(s) —A(s) Y(s)]ds,

d’ou
le=* Y(1)| <

¢ t
<e M || +C_Atj [k(s)] ds+e_“J et A(s)| e | Y(s)| ds

a
soit

. b4
1] < Cyl Yol + Cylkllg + 141, 1 71 sup, (J e“ds) -

a

Comme ce «sup» est majoré par 1/A, le choix A = 2| 4|, conduit a
I’estimation voulue, et a (3.3.2) pour » = 0 en utilisant I’équation.

b) On suppose (3.3.2) prouvée pour n — 1 : I’équation donne
IX sy = WYl + NYN, =< lI%,
+C Al 1Y, + 0T L+ 41,)) < |I%],
+ C{lkl, .+ kg + YDA + 1 410,_,)}
+C{Ukllo+ 1 YDA+ 141,)} O

n+1

d’ou (3.3.2) pour n.

3.4 Retour sur les exemples classiques

a) Dans le cas de l'exemple du paragraphe C.2.1, on a seulement
calculé @'(0, 0). Indiquons comment trouver @' (u, s )(v, ¢t) : considérons
la courbe Uy=id +u+ 0v qui a pour tangente v au point id +u

correspondant a @ = 0; il faut calculer 36 {®(u+ 0v,5+ 0t)} en

6 =0, avec

D(u+6v,5+0t)=Us(Us Do+ (55+08)p;.
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Posons U, = Uyo T,. Alors Ty =id, et v = Uy = U}, Ty, le « . » indiquant
la différentiation en 6. Comme Up(U ) w = Uy w = Ups Tyx @, on a

Uo*w = Uo*Te*(lJ,
et d’autre part, en prenant la dérivée en 6 = 0 de l'identité

(T« 0 )(Ty(x)) = Ty(x) . @,
on obtient
Tor 0 (x) = TH(x) . @,

puisque w est constant. Finalement
D' (u,5)(0,1) = Ups Ty + 3t;p;, avec Tho = (Ty) = w (U, 'v).

On en déduit la résolution de ’équation @' (u, s)(v, t) = g et 'estimation
loll,+ [l =Culligll,, .+ gl Nl zr 1) (3.4.1)

ou le nombre s est le méme qu’au paragraphe C.2.1.

On constate que la encore, ’estimation de la solution (v, ¢) en terme de
la donnée g et des « coefficients » (u, s), est douce.

Compte tenu de cette estimation, le théoréme énoncé au paragraphe
C.2 est une conséquence du théoréme de Nash-Moser énoncé ci-apres.

b) De méme, la résolution de I’équation linéarisée ¢’'(u)v =g du
probléme du plongement isométrique (cf. paragraphe C.2.2) conduit 4 une
solution v dépendant de la donnée g et des «coefficients » u selon
I’estimation douce (linéaire en g): si u est dans un C? voisinage de
uy, pour tout s =0,

lelly =< CCllgls+ Ngllo el ) -

3.5 Conclusion

L’hypothése principale du théoréme de Nash-Moser est précisément le
fait que @ et ¢ sont douces : ¢’est 1a une hypothése raisonnable, comme le
montrent les énoncés généraux des paragraphes C.3.1 & C.3.3, ainsi que
I’étude de ’exemple « historique », réalisée aux paragraphes C.2 et C.3.4.

4 LE THEOREME DE NASH-MOSER

Nous nous plagons ici dans 'espace C*(M), M variété compacte, la
famille d’espaces considérée étant celle des espaces de Holder, munis des
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normes | ||.. Soit uy € C*(M,[R?), et soit @ définie dans un u-voisinage
de uy dans C®°(M, R?) (pour un certain p) & valeur dans C*(M, R?). On
fait les deux hypothéses suivantes :

(3,): @ est de classe C? (au sens faible expliqué en C.1) dans un u-
voisinage de u,, et satisfait 4 1’estimation douce

|7 @) (. o), < C{lloill, loall, O+ Null, ) +
+ el el + ol o, )

pour certains nombres a, b ¢ =0, et tout a = 0.

(¥,) : Pour u dans w'-voisinage de u, dans C*(M,[R?), il existe une
application linéaire ¢ (u): C®(M,R?) > C*(M,R?) telle que
@' (u) ¢ (u) = id, satisfaisant a Pestimation douce

N @) gl <C{lgl, ..+ lgll, A+ lull, )}

pour des nombres A, d=0 et tout a = 0.
Remarquons qu’a priori @ et ¢ ne sont définies que sur des fonctions
C®. Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de Nash-Moser.

THEOREME. Soit @ satisfaisant (3€,) et (3,), et soit a tel que
az=p,a=p’, a=d a=A+a+c, a=a+12sup (A +b,2a),
a ¢ N. Adlors

1) Il existe un (a + A )-voisinage W de lorigine tel que pour f € W,
léquation

P(u) = P(up) + f ()
posséde une solution u = u(f) € C*. De plus,

(/) — ol , <= C 1Nl g s

il) S’il existe a' > a non entier tel que f € W N C % * 2, alors la solution
construite u(f) appartient a C*, avec l'estimation correspondante. En
particulier, si f € WNC®, alors u(f)e C*®.

Ici, I’équation (x) signifie qu’il existe une suite u; € C *(M) telle que,

pourAtout e>0, u;>u dans C°~° et P(u;) —» P(uy) +f dans
Ca+ - £

4.1 Schéma de résolution

Comme nous I’avons dit au paragraphe C.1, ce schéma est un schéma de
Newton combiné a une régularisation des fonctions considérées.

a) Un « pur » schéma de Newton signifierait ici la chose suivante.
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Supposons définis uy, ..., # , et cherchons a définir u, | par u,, | =
u, + Au,. Pour k <n, écrivons, avec Auy, = u, | — Uy,

G (up ) =d () + o' (1) Auy + £,

ce qui définit I« erreur quadratique » £, (a ce point, seuls &g, ..., £ ,_; sont
en fait connus).

Nous allons choisir Au, satisfaisant a ¢ '(u,) Au,, = y,, v, étant a
déterminer en sorte que &, mesure I’écart entre ¢ (v, , ) et le but cherché

¢ (uo) + /.

En sommant les équations ci-dessus, on obtient (avec
Yie= &' (u) Auy:

$(upy1) =S (ug) + Y Y+ Y s
0 0
vy, sera donc defini par

Y i+ En=/f @.1)

n-1
ou E, = Y ¢ est I'«erreur accumulée », en sorte que
0

¢(un+l)=¢(u0)+f+8n et ’Yn=f+¢(u0)_¢(un)'

Puisqgu’on s’attend a trouver £, — 0, cette équation donne formellement
().

b) On a vu quun tel schéma est impraticable, car «l’intervalle
d’information » sur Aw, se rétrécit comme une peau de chagrin, avec les
conséquences que 1’on sait.

On introduit alors les opérateurs d’approximation S, qui ont été définis
et étudiés au chapitre II, paragraphe A.1.6, et qui jouissent des propriétés
suivantes (@ = 1, « et B dans un intervalle borné) :

D ISoul, <Clul, B=<a

ii) || S, u||ﬂ <CO0P *|u|| ., B=a

i) [|u—Soull,<COF “ul,.B<a

. d
iv) H@S,,u

< C0P >~ 'u|, pour tout 8.
B

On choisit une suite 8, = (84/°+n)° (¢ >0, 6 =1 & choisir), et I’on
décompose la « perturbation » f en

f:S00f+ ZAkfk’

k=0

; 1
=0, 1-04 Ji =“A—k (S(),H, —Sak)(f)-
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Remarquons que si 'on avait choisi 8, = C2", on aurait obtenu
Phabituelle décomposition de Littlewood-Paley de f (voir chapitre II,
paragraphe A.1). Le choix d’un pas 4, plus petit permet, comme on le
verra (paragraphe C.4.3 b)), une discussion plus fine ; mais la propriété
fondamentale du bloc f « demeure, a savoir, pour tout s,

|7, = <Cco - 'Ifl,. 42

8

1 1 g
— — Sy fdeo
A, J’ek g 5/

Maintenant, au lieu de chercher, comme en a), a atteindre du premier
coup u; le but @(uy)+ f, on procéde par petites Etapes, visant
D (uy) + Sy, f seulement avec u;, puis P (ug) + S, [ avec u; etc... A
chaque étape, et c’est 1a 'innovation fondamentale, au lieu de résoudre
D' (uy,) Au, = *, on résout @'(v,) Au, = %, ou v, = Sy u,.

Le schéma est donc le suivant: a nouveau, supposons définis
Ug, Uy, ..., 4 , et cherchons a définir w,,, par wu,, | =u,+ Au,,
Au, = ¢ (v,) v, (c’est la solution dont on dispose pour @’'(v,)), v, 4
déterminer. On pose de méme, pour k<sn — 1,

Up o — U = Auy = (V) v
Comme en a), on écrit pour k < n,
D(up 1) — P(wy) = yi+ &g
ou, cette fois,
g, = €+ &f

{@"(up) — @' (vp)} Auy,
D (uy 1) — P(u) — D' (w) Auy .

€k

il

34

L’erreur ¢; est '« erreur quadratique » habituelle du schéma de Newton,
tandis que &; est une nouvelle « erreur de substitution » que nous avons
introduite en remplagant u, par v, dans @’.

n-1

En posant ici encore E, = Z £y, on détermine vy, par récurrence selon
0
la formule

27k+S0nEn=S0nf- 4.19)
0

Terminons ce paragraphe par une derniére mise en place des notations :
pour éviter de faire apparaitre systématiquement le pas A, dans les
estimations des quantités introduites ci-dessus, on préfére poser, pour tout
n,

' " o__

. ] "
Aun = An Uy, Y = An Gns En = An Eps Ep = An Eps € An €y
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de sorte que

m\
Il

n={@'(u,) - D' (v,)} u,,
er =Ai,, (@ (uy, 1) — D () — D' () 4,11} -

4.2 Structure de la récurrence

Il ne reste plus maintenant qu’a prouver I’existence et la convergence de
la suite u,, sous ’hypothése que ||f||ﬁ est assez petit (B8 = @ + A ).

Nous faisons, pour un 8 > 0 et un nombre & > a assez grand fixés plus
loin, I’hypothése de récurrence suivante :

(H,) Pour 0<k <=n et se [0, @] ('«intervalle d’information »),
li ||, <808 1.

Nous supposerons donc (H,), et nous prouverons au paragraphe C.4.3
que (H,) = (H,, ), si les paramétres ont été bien choisis.

Enfin, (H,) sera traitée a part. Faisons quelques remarques préliminai-
Tes.

a) Si (H,) est vraie pour tout #, la suite , converge dans C* ~° (pour
tout ¢ > 0) vers une fonction u € C * en vertu du fait suivant :

LEMME 4.2.1. Soit (ug)y . o, une famille de fonctions C* telle que
||u9||a_sMBbj—1,j =1,2, avec b <0<bya <a,.
7

Définissons v par vbhy+ (1 —v)by =0, et a=va, + (1 —v)a,:

+

. [o0]
sia¢N,u=[ u, d0 e C* et |u| <CM.

0o
Le point de ce lemme est que lintégrale qui définit # converge
normalement dans C% pour a' <a, a étant précisément I'indice pour
lequel ||uy|| < CM6~'. (La preuve est donnée a I'Ex. C.4.1.)
+ o
b) Expliquons la signification de (H,): on aura u = uy + Z Ay, en
k=0
sorte que l'on construit # par le procédé inverse de celui utilisé pour
décomposer f. L’estimation (H,) demandée n’est rien d’autre que
Iestimation (4.2) qu'on est « en droit » d’attendre d’un bloc de ». Bien
entendu, sauf cas trés particulier, les 1, ne seront pas les « blocs standard »
de u, mais ils joueront le méme role (par exemple, dans le cas de la
décomposition de Littlewood-Paley, un « bloc standard » a son spectre
dans une couronne, ce qui implique (4.2), mais non l'inverse).
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¢) Montrons que si a =, a=p', 0<8 =8, 8§, assez petit et
0, assez grand, (H,) implique que u,,, et v, ; (et I'intervalle qui les
joint) sont dans une boule fixe assez petite autour de uy,, ou lon peut
utiliser (J€,) et (J,). Cela résulte du lemme suivant.

LEMME 4.2.2. (H,) implique (en notant x, = sup (x, 0))
D w1 —uol, =C8

ii) nSb‘,,H Uy 1 — Ug) || CSG,,H *, a dans un intervalle fini.
i) [I(un+l—u0)-‘S3"+l(un+] —uo)”asCSB,j‘;f’, sa<a
iv) ”“n+1_Un+1”asC0,?;f‘,Osas a

V) |l =< CG,EI:_]a)", a dans un intervalle fini.

Preuve : soit U=1u,, | —ug= z 4;4;: le lemme implique que
i=0
(Ull,=<C8, dou i), et iii) lorsque a <
D’autre part, pour a = &,

Uy, = 24191”'“_'<C3931i',
ji=0

d’ou iii).

On écrit

Ups1 =V =g+ U=8y (ug+U)=uy—S8;  u+U-S, U,
ce qui montre que iii) implique iv) ; finalement i) implique ii), et

Vo1 = Se,,“(uo‘*‘ Uy,

d’ou v). O

r

Puisque @ = o et « = u’, i) montre que u, , | est dans I'intersection des
u et u’-voisinages requis par (J€;) et (J&,) si 8 =< 8,; par ailleurs,

Upyo1 —Ug =Sy, (1 —uo)+ Sy  ug—g,

et ii) montre qu’il en est de méme pour v, . si de plus 6, est assez grand.
Remarquons que la condition « ¢ N du théoréme intervient ici seule-
ment pour obtenir le lemme 4.2.1.

4.3 Preuve de P’hypothése de récurrence

Nous étant assuré au paragraphe précédent que les fonctions u, ,, et
v,, +1 restent dans un voisinage fixe de u,, en sorte que 'on peut définir
#,. et utiliser (I,) et (X,), nous montrons maintenant (H, ), en
supposant (H,).
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C’est un travail fastidieux qui consiste a4 évaluer d’abord les erreurs
e, E,, 1, puis g, , enfin 4, ,,: ce faisant, il faut faire trés attention aux
«intervalles d’information » des estimations obtenues.

a) Estimation de ¢;.

LEMME. Pour O <k <n, s€ [0, & —sup (b,c)], on a

leil|, < C86{> 1, (4.3.1)

ou L(s)=sup(s+a+c—-2a, (s+b—-—a), +2a-2a).

Preuve : on a
1

ep = {P'(u) — @' (v)} oy = J D" (v + 1wy — 0)) (e uy —vy) dt
0

d’on, griace a (X,),

||e,'c|| C”“k” ||”k—uk|| (1+Supt”l’k+t(uk—vk)”5+b
+C||”k||a||“k_”k||c+s+C”“k”CH”“k—”k“a
<C80}9-!
avec L(s) =sup (s+a+c—-2a, (s+b—-a), +2a—-2a). O

b) Estimation de ¢;. On a:
ek = Ak J' (1 — t) @"(uk+ t Ak uk)(uk, uk) dt

avec pour lintégrale une estimation de la méme forme que pour
e, sur le méme intervalle ; il est clair alors quun choix convenable de
£ >0 rend e/ négligeable par rapport a e}, car A, ~ 0}~ "% Lerreur
e, est donc estimée par (4.3.1).

c¢) Estimation de g, . Rappelons que :

" , .
Ins1 = T.;.l {fn - (En)n - S(’n+l en} >
ou, pour toute fonction w, le bloc w, = Ai (Sp,,, — Se ) w est estime, pour
n
tout indice s, par l'inégalité (4.2). En particulier ici

Ol

Con P Sl (B=a+r),

et

<Co " E|,;
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on choisit r le plus grand possible, c’est-a-dire r = & — sup (b, ¢), et
& assez grand pour que la série 34; 6/ ~! diverge (i.e. L(r) > 0) et que
L ait pour pente 1 4 droite de . On a alors ||E,||, <C80") et

<C80; 1L < oL, 4.3.2)

5

|| (B

car L(r)<L(s)+r—s si s=sr (parce que |L'|=<1), tandis que
L(r)=L(s)+r—s si s=r par choix de &. De méme
IS5, enl|, < C58 L® -1 pour tout s. C’est précisément en vue d’obtenir
des estimations de g, ,, sur un «intervalle d’indice » quelconque (borngé)
quwon a substitu¢, dans (4.1), S, f a f et S, E, a E, (dou (4.1). On

trouve finalement

1gn 1l < C (805 + 0378 171,).

n+1

s dans un intervalle borné.
d) Estimation de #,,,. Par définition, u,,, = ¢ (v, 1) g..1, d’o0,
pour s € [0, &],

i, = C{Ngnerll, o+ 19w I, QL+ sl D}
soit
Jitna]| < COOECT DL h ClfNl, 0558 '+
($+d—a),

+CBOFN S, 0,57 0,

On remarque que la substitution de v,,; 4 u,,,; permet d’éviter le
rétrécissement de l'intervalle d’information dii au « cott en information
sur les coefficients » de la résolution de @'.

On obtiendra (H,,,) (il n’y a pas de constante devant & dans
(H,,)") pourvu que, pour s € [0, &],

) Ls+A)<s—a,

iy || /8 soit petit,

i) LA+ (s+d—a), <s—a

iv) (s+d-a), —a=ss—«a

v) 0, soit assez grand.

Analysons ces conditions : pour satisfaire iv), on doit nécessairement
prendre a =d, ce qui est suffisant; iii) équivaut alors 4 L(A) < — a,
tandis que i) est impliqué par L(A) < — «. Finalement, L(A) < — «
signifie

Adta+c-2a<—aoca=A+a+c

A+b-a), +2a-2a<—-a<a=a+1/2sup (A +5b,2a).



Le théoréme de Nash-Moser 173

Le point crucial est le suivant : le caractére quadratique des erreurs se
refléte dans I’estimation (4.3.1) par la présence du terme en « — 2 a » dans
L(s), tandis que le caractére doux des estimations implique |L'| <1 ;
c’est précisément ce terme « — 2 a» qui permet de choisir @ (assez grand)
pour « boucler » la récurrence.

Dorénavant, 6, est fixé en tenant compte de v).

1
'—Sﬂofs

e¢) Comment obtenir (H;). Comme g, = )
0

. 1
Uy = A_O ‘/’(Sﬂo uO) Saof >
. C
liol, < £ (18071, + 15071, 0+ IShgol )

0, étant déja fixé, on obtient (H,) simplement en choisissant f/8 assez
petit dans n’importe quelle norme. Compte tenu de la condition ii) de d),
on prend | f|| /8 assez petit, et I'assertion i) du théoréme est prouvée.

a

4.4 Régularité additionnelle de la solution construite

Prouvons maintenant I’assertion ii) du théoréme. Supposons
feWNC*** pour un @’ > a, et choisissons @ > a’. Nous allons
utiliser les estimations (H,), vraies pour tout n, pour obtenir

Vse [0, @], ||un||ssCter‘“"1. (H)

Le lemme 4.2.1 permettra alors d’achever la démonstration comme
précédemment.
Remarquons que, dans Pestimation de u,,; déduite de (H,) (voir
paragraphe C.4.3 d)), 'exposant de 6, ; dans les termes ol n’apparait pas
/Wl g est strictement inférieur 4 s — a — 1. D’autre part, la présence de
|| /|l ; dans cette inégalité provient d’une estimation de £ (voir paragra-
phe C.3.4 ¢)); nous pouvons donc remplacer |[f|, 6, 27! par
1A, s 6,77 ! pour tout o >0. Nous avons donc prouvé, pour tout
n, pour tout se [0, &],

i s, =Cte (@137 4 17l 03587,

avec ¥y >0 et B8'=a’'+ A. En particulier (ignorant le cas trivial
n = 0)

Va, |u,| <Cte6, "1,
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avec p = min (a + ¥, a'). Avec ces nouvelles estimations a la place des
(H,), nous pouvons reprendre la méme démonstration, en remarquant
que le gain y ne dépend que d’une borne inférieure de a, donc est
également valable pour tout p = a. On obtient ainsi, aprés k itérations,

Va, Vse [0, d], || <Cteo, " ',

avec p, =min (a +ky,a'),
Pour k assez grand, on obtient p, = ', ce qui donne les estimations
(H,) souhaitées. O

4.5 Conclusion et remarques

On peut résumer heuristiquement l'idée de la preuve de la fagon
suivante : en ne laissant apparaitre dans le schéma de Newton que des
régularisations des solutions, on évite le rétrécissement de lintervalle
d’information au prix de moins bonnes estimations; mais comme ces
estimations douces sont « linéaires en les grandes normes », le caractére
quadratique des erreurs du schéma de Newton compense cette perte.

On n’a écrit la preuve que dans le cas de C*(M), en prenant pour
famille d’espaces les espaces de Holder. La raison en est qu’il est agréable
de disposer du lemme 4.2.1, qui donne les estimations « propres » du
lemme 4.2.2.

Bien entendu, la procédure décrite s’adapte sans probléme a des
quantités d’autres situations, et a d’autres familles d’espaces: on devra
prendre garde cependant au fait qu’alors le lemme 4.2.1 n’est plus vrai,
d’ou il résulte une petite perte de ¢ > 0 (arbitraire) dans les estimations du
lemme 4.2.2. (Une approche plus sophistiquée consiste a « corriger » la
famille d’espaces utilisée ; cf. {[H7].)

COMMENTAIRES SUR LE CHAPITRE III

Ce chapitre vise 4 donner au lecteur les moyens pratiques de détecter le
« symptéme de Nash-Moser » dans un cas pathologique donné.

Il contient de nombreux exemples répartis en trois classes. Dans la
partie A4, on étudie des situations « elliptiques », c’est-a-dire des cas ol la
résolution de I’équation linéarisée permet de «regagner» toutes les
dérivées perdues. Ces cas se traitent 4 l'aide du théoréme usuel des
fonctions implicites ; certains exemples sont dus 4 HAMILTON [Ha].

Dans la partie B, on discute des situations ne relevant pas du théoréme
des fonctions implicites, mais dans lesquelles la « perte de dérivées » n’est
pas sévére et autorise la mise en place d’un schéma de point fixe. Le cas
des systémes hyperboliques quasi linéaires de la mécanique des fluides
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nous a paru typique et non académique; la présentation donnée ici
s’inspire de MAJDA [Mal}. Le traitement du probléme du plongement
isométrique par une méthode de point fixe est une contribution récente
due a GUNTHER [G].

Enfin, le paragraphe C est consacré au théoréme de Nash-Moser, qui
autorise des pertes arbitraires mais fixes. La encore, notre dette a I’égard
de HORMANDER est grande, puisque c’est a son cours a Stanford (1977,
non publié) et a son article [H6] que nous devons le paragraphe 4.4. Nous
nous sommes efforcés de montrer comment le schéma qu’il propose
s’obtient naturellement en modifiant un peu le schéma de Newton
standard.

Bien entendu, il existe de nombreuses autres présentations du théoréme
que nous n’avons pas voulu discuter ici ; le lecteur pourra consulter par
exemple MOSER [Mo], ¢t trouvera dans HAMILTON [Ha] une discussion
détaillée des «applications douces », «espaces doux » etc..., avec de
nombreux exemples et références.

Ce chapitre est en un sens I’aboutissement des deux précédents, dans
lesquels les concepts fondamentaux utilisés (estimations douces, inégalités
d’énergie, etc...) ont été présentés a loisir. Il souligne également le fait que
le ceeur d’un probléme non linéaire de type « perturbation» est la
résolution (avec un contrdle doux) d’un probléme linéaire, qui est souvent
de nature pseudo-différentielle. On trouvera dans MAJDA [Ma2] une autre
illustration remarquable de ce fait, hélas trop savante pour étre présentée
ici).

EXERCICES SUR LE CHAPITRE 111

A.1 Soit D le disque unité dans C, et soit W{(D) l'espace des fonctions
holomorphes f sur D satisfaisant a

@ (n)O
”f"W(D): Z %—)l‘<+w-
o !

a) Montrer que, si f € W(D), et si g est holomorphe prés des valeurs
prises par f sur D, alors g o f € W (D). (On remarquera que | /|| oy =
C sup (|A(2)]| + |R"(2)]), et que W(D) est une algébre ; puis on écrira

xeD

(=g
f=fitfy avee fy(5)= T 7L n( ) n
n=N
isi = g o
N étant choisi assez grand pour que la série ' - [ soit bien définie
n=0 *

et converge dans W(D).)
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b) Soit f une fonction holomorphe au voisinage de 0 dans C, telle que
f(0) =0, f/(0) = A, avec |A | € ]0, 1[. Montrer que, pour tout « € C*,
il existe une fonction holomorphe ¢ prés de 0 telle que «(0) =0,
¢’ (0) = a, et, pour tout z dans un voisinage de 0,

f(p(2)) = ¢(A2).

(On notera B = {y € W(D), ¢ (0) = ¢'(0) = 0}, et on étudiera I'appli-
cation F, a valeurs dans B, définie par

F(e, $)(z) = L f(caz + e (2)) — ahz — ¢ (A2)

pour ¢ € |— &g, g4, ¥ dans un voisinage de 0 dans B).
¢) Montrer I'analogue de b) avec |A | = 1.

A.2 Soit B la boule unité de R". On se propose de construirc un
opérateur borné A,: C? ~%(B) — C?(B) tel que A4y =id. (p >2, non
entier.)

a) Construction d’une solution élémentaire de A.

Montrer que, si n=3, la formule E(£) = — TEIF définit £ e 8' (R")
telle que AE = 8.

Sin=2etzeC tel que Rez <2, on pose

1
1€17

ce qui définit une fonction holomorphe a valeurs dans 8'(R?).
Montrer que cette fonction se prolonge analytiquement a4 C\ {2} gréce a

E(¢)=-

la formule E, = A, E,_,, et en déduire que

(z-2)

E:LJ E,dz
2im [z-2] =1

est une distribution tempérée vérifiant AE = 8. (Le lecteur curieux pourra
faire le calcul explicite de E.) En déduire l’existence d’un opérateur
A8 (R") - 8 (R") tel que A4, = id.

b) Soit u € 8’ (R"). On note (u,),. _; sa décomposition de Littlewood-
Paley. Montrer qu’il existe y € C(R"\ {0} ) telle que

Vp;o: up=2_2pX(2-pD)(Aup),
et en déduire que, si p = 2,

Aue C? ?(R") entraine ue C *(R").
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¢) A Taide d’un opérateur de prolongement C?~%(B) - C*~*(R"),
construire A,.

B.1 Admettons le fait qu’il existe une application C% injective
#,: M - R? (pour un certain d). Montrer qu’alors, si toute métrique
g est représentable par un «: M — R" (pour un certain &), toute métrique
g est représentable par un wu injectif (chercher u sous la forme
(u,, u,), et utiliser le point iii) du paragraphe B.2.1).

B.2 ) Montrer qu’on peut trouver y : C°(R") - R, ne dépendant que
de |x|, telle que J’X’(y),\/’(y) dy ='id.

b) Soient ae CP(R"), 4 € C*(R"), 4 inversible.
Considérons la famille d’applications

u, , :R" - R définie par

(294

uy = et APe Ty (40 EZD Y a0y

Montrer qﬁe J ug yuy , dy - [a(x))*'4(x) A(x) (dans Cg) lorsque
e = 0.

¢) En utilisant sur M une partition de 'unité 1 = 3¢ jz (cf. chapitre I,
Ex.6.1), ou ¢;€ Co®(Uy;) ({W,;} étant un recouvrement fini de
M par des ouverts ou existent des coordonnées locales), on écrit une
métrique quelconque g = 3¢ jzg.

En déduire, 4 l'aide de a) et b), qu'on peut approcher g par des
métriques représentables.

B.3 a) Vérifier que v :RY —» R"' définie par v(x) = {x;, x; x;}, j <k, est
injective et verifie (2.2.1).

b) Montrer que si u: M — R est injective, alors v o u est injective et
vérifie (2.2.1).

C.1 a) Soit @ € R” tel que, pour un ke Z", k # 0, on ait (k,w ) =0.
Désignons par f application f : T" - T ' induite par x — (k, x). Montrer

) . x .
qu'une courbe intégrale sur T” de G- vérifie, pour tout ¢,

F(x(2)) = f(x(0)). En déduire que 'image de x n’est pas dense.
b) Supposons au contraire (2.1.1) du paragraphe C.2.1: montrer
qualors, pour toute fonction continue f: 7"~ [R, et toute trajectoire

x(), ,
lim lf f(x(t))dt:j £ dx .
T 0 T”

T—+
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(On approchera f par des polyndmes trigonométriques.)
En déduire que 'image de x est dense, en raisonnant par l’absurde.

C.2* On suppose que w € R" vérifie

Ir=n—1, VKkeZ", k=0, ]<k,w>[;|kc|f, @.1)

et on se donne s > 7.
En répartissant les termes de la série selon un découpage dyadique des
valeurs de |k| et de | (k, @ ) |, montrer que

Z {kl—s|<k’w>'—l$cte+ Z Z 2—[’52jN(2p+l’2_j)

k#0 220 ;g V=c

ou N(r, £) désigne le nombreldek#:O tels que |k| <ret |[(k, )| <e.
e

7

Montrer que N(r, ) e B < Cr"~!et en déduire la convergence de la

série.
C.3 Prouver que la composition de deux applications douces est douce.

C.4 Prouver que si une application ¢ est douce et linéaire, elle vérifie
¢ )|, <Clul,,,

(avec les notations du cours).

Les trois exercices suivants établissent une estimation douce pour la
solution d’un systéme symétrique positif au sens de I’exercice C.7 du
chapitre II. Néanmoins, les exercices C.5 et C.6 peuvent étre traités
indépendamment.

C.5* Une inégalité de Garding faible et douce
Sur T", on considére l'opérateur différentiel 4 = — Z d,a; 9;, les
a; étant des fonctions C ®, a valeurs dans les matricesldhermitiennes
N x N, et vérifiant (pour un y = 0):
VxeT", VéeR" Ya;(x) & ¢ =v|é|7id
i

(au sens des matrices hermitiennes).
On se propose d’établir 'inégalité suivante

Yue C“(T",C”)(Au,u)a% |u|? = Colul? ()
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ot C, est une constante ne dépendant que de y et de

[4]; = sup sup|dxa;(x)| .
xeT"iJ.k

a) Montrer I'inégalite () si les a; sont constantes (avec Cy =0, et

v au lieu de %). En déduire que tout point x admet un voisinage ouvert

w,, dont on contrdle le diamétre a I'aide de [4];, tel que
Vue CPw,CY) (duu)=2T juf?.

b) En utilisant une partition de I'unité Z @ jz = 1 (chapitre I, Ex. 6.1)

adaptée a un recouvrement fini T” = Uw - démontrer I'inégalité (%).
J

C.6* Estimations douces pour un commutateur

Soit & = & (&) une fonction C®, homogeéne de degré m pour |€| =1, et
soit 2 € C P (R"). Alors le théoréme 4.1 du calcul symbolique (chapitre I)
et le théoréme de continuité L? entrainent que, pour tout se[R,
[#(D), a] applique H°*™~(R") dans H*(R"), et plus précisément que

da oh

R~ [h(D).al -1 ¥ 2250 (D)
=1 9% 95

applique H**™~%(R") dans H*(R"). On se propose d’évaluer les normes
de ces opérateurs en fonction de a. Pour cela, on utilise la notion de
paraproduit introduite a I’exercice A.5 du chapitre II, avec les notations
correspondantes.

a) Montrer que [A(D), T,Ju = Z v,, avec
P

vp(x) =2 j PO, 2a(x=277y) =S, ra(x)u,(x-27"y)dy,

P(E)=x(£)R(&) (ou y € CF(R™ {0}) vaut 1 sur un voisinage de la

couronne C| = {%s €| s%}).

En déduire que

s+m-172

|[h(D)9 Ta] ulsscllallllul
et

s+m—2

} ()7 - ;L 72 2 D)) u
J I

)

< Clal, [u«]
5
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ou

lall, = % (8%l

| o] =k

b) En écrivant

h(DY(au) =h(D)YT,u+h(D)YT,a+r,
dh(D)u = Tah(D)u + Th(D)ua+r2,

montrer que, si s +m =0, 5s=0,

|[h(D), a]u|, < C(Jla], [«

‘([h(D), [T o)) =

s+m—1 + "uHO |a|s+m

§

=Claly 1ul, o+ Nl lals, )

C.7* Soit L = Z A4; 8; + B un systeme symétrique positif N x N sur le
=1
tore T". (Au sens de 'exercice C.7 du chapitre I1.)
On suppose que, pour un certain y >0, s >0

K(x) = % (B + B*)(x) ~% z 9,4,(x) = vI M
Vée S, K(x)+sY34,(x) € €= 1. 2)

En utilisant les exercices C.5 et C.6, montrer, en reprenant la question C.7
du chapitre II, que

Yue C (T, CY), %lulste (L, u)y+ C (4], + | B )u]?

ou C ne dépend que de vy, [|4], et |B],.

C.8 Montrons le résultat suivant: soit u,€ C (8 = 6,) une famille

des fonctions u,: M —»R telle que ||u,,||ast0bf_l, j =12, avec
7

b1<0<b2, a) < aj.
Définissons v par vb,+ (1 —v)b, =0, et a=va; + (1 —v)a,: si

a¢N,

+ o
u=j uodGECa
(]

et
flull ,<CM.
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a) Montrer qu’on peut se ramener au cas ou O <a; <a, < 1.

9
b) On pose v, = J

+ o0
ug, do’, w, =J u, d6’. Estimer ||u,,||a2 et
8 [

Iwel ar Ecrire alors

Ju(x) —u ()| = [vp(x) = v, (M| + [wp(x) = wo(¥)]

< G ool + 1x =21 Iwll,

et optimiser 'estimation obtenue par un choix convenable de 6.

C.9 Enoncer et vérifier le théoréme de Nash-Moser dans les espaces de
Sobolev H(M).

On pourra remplacer le lemme 4.2.1 (Ex. C.8) par le suivant :

Soit (u,) une famille de C*(M) telle que |u9|sj = M(0) o7 ! pour

. ® ,de ' @
j=12, oy<0<o, et J M(8) 7<+oo. Alors J u,dé e H¥,
1 1
avec s =vs|+ (1 —v)s, vo,+ (1 —»v)o,=0.
Remarquer que le théoréme de Nash-Moser (C * ou H°) reste vrai si les
hypothéses (J€;) et (3¢,) n’ont lieu que pour a (ou s) dans un intervalle
borné, sur lequel on explicitera les contraintes.

C.10* En utilisant les exercices C.7 et C.9, montrer le résultat suivant :
Soit F:T"xR"x (R")">R" une fonction C% F=
F(x,u,py,...,p ,), vérifiant les conditions suivantes :
i) F(x,0,0) =0
ii) 3y =0,

K(x):% (g(x,o,opr (2—’; )*(x,0,0)) -

a°F
9x; 3py

Vée S, K(x)+s02
fik

. n
pour un certain s, > 5+ d.

Alors pour un certain s;,, et, pour tout s€ ] 3 + d, sl}, il existe un

voisinage de W de 0 dans H°® tel que, pour tout f € W, I’équation
ou du

F (x, U—>, ...,
0x,

= ) = f a une solution ue H*. (On explicitera les
X1

contraintes sur d et sur s;.)
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A

Adjoint, 34
Asymptotique (somme), 30

B
Bicaractéristique (courbe), 134, Ex. C.3

C

Caractéristique (surface), 128, Ex. B.1
Cauchy (probléme de), 113
Changement de variables, 47
Commutateur, 38

Conormale (distribution), 131
Continuité L% 39

Convexité (inégalités de), 96

Crochet de Poisson, 38

D

Décomposition de Littlewood-Paley, 91
Densité sur une variété, 88

Dirichlet (probléme de), 143

Douce (application, estimation), 160

E

Elliptique (symbole, opérateur), 42
Energie (inégalite), 113

F

Factorisation (d’un opérateur), 119
Fibré cotangent, 48

1-forme canonique, 49

2-forme symplectique, 50

Fonctions implicites (théoréme des), 141
Fourier (distribution de), 106

Fourier (transformée de), 20

Front d’onde, 105

G

Gagliardo-Nirenberg (inégalité de), 101
Garding (inégalité de), 41

H

Hamiltonien (champ), 50

Holder (espaces de), 94

Hoérmander (théoréme @), 118
Hyperbolique (opérateur, systéme), 119

1

Intégrale oscillante, 51

Intégrale singuliére, 72
Interpolation, 125

Inversion locale (théoréme d’), 139

L
Laplacien, 24

M

Morse (lemme de), 82, Ex. 7.1
Multiplicateur de Meyer, 102

N
Newton (schéma de), 166
Noyaux, 18

(o]

Opérateur pseudo-différentiel, 33
Opérateur proprement supporté, 46
Opérateur sous-elliptique, 80, Ex. 6.7
Opérateur sur une variéte, 47

Ondes (équation des), 109
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Parametrix, 25

Paraproduit, 100

Partition de l'unité, 15

Petits diviseurs, 158

Phase non stationnaire, 51
Phase stationnaire, 82
Plongement isométrique, 152
Presqu’orthogonalite, 92
Propagation des singularités, 117
Pseudo-locale (propriéte), 44

Q

Quasi linéaire (systéme), 147

R

Rauch (lemme de), 131
Régularisation (opérateur de), 97

Index

S

Sobolev (espace de), 41
Spectre, 99

Symbole, 28

Symbole principal, 50
Symbole local, 45
Symbolique (calcul), 37, 38
Symétrique (systéme), 147

T

Trace, 107
Transmission (propriété de), 80
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Zygmund (classe de), 124
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