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Kurzfassung

Die Arbeit behandelt die Modellierung des atmosphirischen Gesamtbeitrags zum Schwerein-
krement. Ziel ist die Reduktion von hochgenauen Schweremessungen, die mit dem Supraleit-
Gravimeter am Ort des GeoForschungsZentrums Potsdam registriert wurden. Im einzelnen wer-
den folgende Komponenten des atmosphirischen Gesamtbeitrags betrachtet: der Freiluft-, der
Deformations- und der Luftmassenbeitrag.

Der Freiluft- und der Deformationsbeitrag werden mit Hilfe eines ebenen, kompressiblen,
elastischen Erdmodells berechnet. Dazu wird die elastische Feldtheorie von Wolf (0.J.) benutzt,
die ein Spezialfall der gravito-viskoelastischen Feldtheorie von Wolf (1997) ist. Fiir die Berech-
nung des Luftmassenbeitrags wird aus der U.S. Standard Atmosphere 1976 (NOAA, 1976) und
synoptischen meteorologischen Daten ein einfaches Atmosphirenmodell entwickelt.

Ein weiterer Aspekt ist die Untersuchung des Einflusses mehrerer Modellannahmen auf die
berechneten atmosphédrischen Beitrdge. Es kann gezeigt werden, dafl bei der Schichtung des
Erdmodells die Beschrankung auf die Hauptdiskontinuitdten nahe 400 km und 670 km Tiefe
eine angemessene Niherung liefert. Im Gegensatz dazu hat die Verwendung eines inkompres-
siblen Erdmodells erhebliche Konsequenzen, d. h. die Kompressibilitit des Materials darf nicht
vernachléssigt werden. Fiir das Atmosphdrenmodell ergibt sich bei Annahme ebener Geometrie
eine unzureichende Genauigkeit. Deshalb wird ein sphirisches Atmosphirenmodell entwickelt,
fiir das die Einfliisse des Temperaturprofils und der Skalenhthe untersucht werden.

Ein Vergleich zwischen den Residuen nach Reduktion mit den hier betrachteten Modellen
und den Residuen nach Reduktion mit anderen Verfahren wird zur Bewertung herangezogen.
Die besten Ergebnisse werden mit dem neu entwickelten Modell mit sphérischer Atmosphire

erzielt.
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Summary

The investigation is concerned with the modelling of the total atmospheric contribution to the
gravity increment. The objective is the reduction of high-accuracy gravity measurements recor-
ded by the super-conducting gravimeter at the location of the GeoForschungsZentrum Potsdam.
In particular, the following components of the total atmospheric contribution are considered:
the free-air, the deformation and the air-mass contribution.

The free-air and the deformation contribution are calculated by means of a plane, compressi-
ble, elastic earth model. For this, the elastic field theory of Wolf (0.J.) is used, which is a special
case of the gravito-viscoelastic field theory of Wolf (1997). For the calculation of the air-mass
contribution, a simple atmosphere model is developed from the U.S. Standard Atmosphere 1976
(NOAA, 1976) and synoptic meteorological data.

Another aspect is the study of the influence of several model assumptions on the calculated
atmospheric contributions. It can be shown that, regarding the stratification of the earth model,
the restriction to the main discontinuities near 400 km and 670 km depth provides a reasonable
approximation. In contrast to this, the use of an incompressible earth model has significant
consequences, i.e. the compressibility of the material cannot be neglected. For the atmosphere
model, the assumption of plane geometry results in insufficient accuracy. Therefore, a spherical
atmosphere model is developed, for which the influences of the temperature profile and the
scale-height are studied.

A comparison between the residuals after reduction with the models considered here and
the residuals after reduction with different methods is used for assessment. The best results are

obtained with the newly developed model with spherical atmosphere.
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1. Einleitung

Supraleit-Gravimeter (SG) sind in der Lage, zeitliche Variationen des Schwerefelds bis zu ei-
nigen nGal (107" ms™2) zu registrieren. Dies erméglicht die Beobachtung von verschiedenen
Massenverlagerungen als Quellen der Variationen des Schwerefelds.

Hierin liegt die Moglichkeit der Beobachtung von Variationen begriindet, die z. B. durch Erd-
gezeiten, Eigenschwingungen der Erde nach starken Erdbeben und translatorischen Oszillationen
des festen Erdkerns verursacht werden. Jedoch existiert auch die Schwierigkeit der Trennung der
unterschiedlichen Anteile der Variationen des Schwerefelds.

Meist ist nur ein Anteil von Interesse, doch werden alle gemeinsam registriert. So wird
versucht, mit Hilfe zusatzlicher Informationen die nicht interessierenden Anteile abzuschitzen
und die Mefidaten hinsichtlich dieser Anteile zu reduzieren. Je nach dem zu bestimmenden Anteil
werden hierzu unterschiedliche Methoden genutzt.

Von besonderem Interesse ist der durch die wechselnde Luftmassenverteilung verursachte
Anteil, da dieser nach dem durch die Gezeiten verursachten Anteil betragsm&fliig am gréfiten ist.

Im folgenden Abschnitt 1.1 werden die unterschiedlichen Einfliisse auf SG-Daten vorgestellt
und auch unterschiedliche Methoden der quantitativen Bestimmung dieser Einfliisse besprochen.
Danach werden in Abschnitt 1.2 die atmosphérischen Einfliisse auf SG-Daten angegeben, mit

denen sich diese Arbeit befaf3t.

1.1 Einfliisse auf SG-Daten

Eine Vielzahl von Einfliissen auf SG-Daten sind direkt mit der Massenverlagerung in Verbindung
zu bringen. Hierzu zdhlt u.a. der Einflufl der Luftmassen, der Niederschlige, der Bodenfeuch-
te, des Grundwasserspiegels und der Schneebedeckung. Die erwdhnten Gezeiten gehéren auch
hierzu. Viele der genannten Einfliisse haben neben dem direkten Effekt der Anderung der At-
traktion einen indirekten Effekt, ndmlich den der Deformation der Erde durch die variierende
Auflast. Hierauf wird noch genauer in Abschnitt 1.2 bei der Betrachtung der atmosphérischen
Einfliisse auf SG-Daten eingegangen. Ein anderer Einflufl auf SG-Daten ist der sich durch die
Polwanderung verdndernde Zentrifugalanteil des Schwerefelds an einem festen Ort.

Die verschiedenen Verfahren zur Bestimmung der unterschiedlichen Einfliisse lassen sich zwei
Methoden zuordnen. Zu der ersten geh6ren statistische Verfahren, die den Regressionskoeffizi-
enten fiir SG-Daten und charakteristische Meflwerte eines bestimmten Einflusses untersuchen.
Als Beispiel sei hier der Luftdruck als charakteristische Mefgréfie fiir die Luftmassenverlagerung
angegeben. Diese statistischen Verfahren lassen sich noch ausweiten auf die Bestimmung fre-

quenzabhdngiger Regressionskoeffizienten, wie es z. B. von Neumeyer (1995) fiir den Einflufi der



2 1. Einleitung

Atmosphire durchgefiihrt ist. Mit Neumeyer & Dittfeld (1997) sei hier noch ein weiteres Beispiel
fiir die statistische Methode angegeben, nun allerdings zusitzlich fiir den Einflufl des Grundwas-
serspiegels. Die zweite Methode beschreibt physikalisch die unterschiedlichen Einfliisse. Mit Hilfe
von charakteristischen Meflwerten und einem physikalischen Modell werden die entsprechenden
Einfliisse berechnet. So wird z.B. aus den meteorologischen Meffwerten Temperatur und Luft-
druck mit Hilfe eines Modells fiir die Dichteverteilung der Atmosphire die Attraktion bestimmt
(z.B. Merriam, 1992).

Fiir die meisten der genannten Einfliisse wurden Verfahren zur Bestimmung nach der er-
sten und/oder der zweiten Methode entwickelt!. Es wurden auch einige Untersuchungen zum
Vergleich der Methoden vorgenommen. Hier sei auf Kroner & Jentzsch (1997, 1998, 1999) und
Neumeyer et al. (1998) hingewiesen. Auf die zuletzt genannte Untersuchung wird noch eingegan-

gen, da Ergebnisse dieser Untersuchung in Abschnitt 6.3 zum Vergleich herangezogen werden.

1.2 Atmosphirische Einfliisse auf SG-Daten

In diesem Abschnitt sollen die unterschiedlichen atmosphérischen Einfliisse auf SG-Daten be-
sprochen werden. Die einzelnen Einfliisse sind in Abb. 1.1 skizziert und benannt. Durch die
variierende Luftdruckverteilung auf der Oberfliche wird die Erde deformiert. Diese Deformation
bewirkt die vertikale Verschiebung des Gravimeters. Die sich daraus ergebene Schwerednderung
wird als Freilufteffekt bezeichnet. Der zweite Einfluf}, der mit der Deformation der Erde verbun-
den ist, wird Deformationseffekt genannt und beschreibt die Schwerednderung durch die sich neu
ergebene Dichteverteilung in der Erde. Auf die theoretische Beschreibung dieser beiden Effekte
wird in Kapitel 2 eingegangen. Die dritte Schwerednderung ist durch die Variation der Luftmas-
senverteilung bedingt, d.h. die Anderung der Newtonschen Attraktion am Gravimeter durch
die Luftmassen, und wird als Luftmasseneffekt bezeichnet. In Kapitel 3 wird ein Atmosphiren-
modell vorgestellt, das es erméglicht, diesen Einflufl anhand von meteorologischen Mefidaten zu
berechnen.

Die zu Verfiigung stehenden Daten des ECMWF? sind die Bodenwerte der Lufttemperatur
und des Luftdrucks auf einem Mefgitter, in dem Potsdam (52.3806°N, 13.0682°E) ann&hernd im
Mittelpunkt liegt (Abb. 1.2). Dieses Gitter mit einer rdumlichen Auflésung von 0.5625° erstreckt
sich von 42.750°N bis 62.875°N und von 2.250°W bis 28.125°E. Die meteorologischen Daten lie-
gen in sechsstiindlichen Werten fiir den Zeitraum vom 01.07.1992 bis zum 27.03.1995 vor. Fiir
den gleichen Zeitraum werden SG-Daten des Supraleit-Gravimeter TT70 des GFZ Potsdam her-
angezogen. Die verwendeten Daten sind gezeitenreduzierte Mefiwerte, die zu stiindlichen Werten
gemittelt worden sind. Genauer wird auf die SG-Daten in Kapitel 6 eingegangen.

Nach der theoretischen Beschreibung der drei Schwerebeitrige wird in Kapitel 4 auf die

! Luftdruck und Deformation: z. B. Spratt (1982), Miiller & Ziirn (1983), Rabbel & Zschau (1985), Niebauer
(1988), Sun et al. (1995), Boy & Hinderer (1999). Niederschlige: z. B. Bower & Courtier (1998), Neumeyer et al.
(1999). Ozeanische Auflasten: z. B. Lambert et al. (1998).

? Furopean Centre of Medium Range Weather Forecasts, Reading, Great Britain.
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Freilufteffekt

Abbildung 1.1: Atmosphérische Einfliisse auf SG-Daten.

numerische Umsetzung der Theorie zur Modellierung der drei Beitrége eingegangen. Nach einer
Untersuchung der Einfliisse verschiedener Modellannahmen in Kapitel 5 werden in Kapitel 6 die

reduzierten SG-Daten besprochen.
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2. Theorie und Berechnung des Freiluft- und

Deformationseffekts

In diesem Kapitel werden der Freiluft- und Deformationseffekt mit Hilfe der Feldgleichungen
der Kontinuumsmechanik berechnet. Hierzu werden die relevanten Feldgleichungen hergeleitet
und der Losungsweg aufgezeigt. Fine dhnliche Vorgehensweise, jedoch fiir ein viskoelastisches
Kontinuum, findet sich bei Wolf (1985a) und Thoma & Wolf (1999).

In Abschnitt 2.1 wird auf die Geometrie, das Erdmodell und die kinematische Formulierung
der Gleichungen eingegangen, und anschliefend werden in Abschnitt 2.2 die Feldgleichungen der
Kontinuumsmechanik zusammengestellt. Die Lésung dieser Gleichungen wird in Abschnitt 2.3
beschrieben. Da sich die Riicktransformation in den Raumbereich nur numerisch ausfiihren 148t,

wird darauf gesondert in Abschnitt 2.4 eingegangen.

2.1 Grundlagen

2.1.1 Erdmodell

In Abb. 1.2 ist ersichtlich, iiber welches Gebiet sich die Auflastdruckverteilung erstreckt. Da nur
eine begrenzte Umgebung Potsdams betrachtet wird!, kann im folgenden wie auch von Wolf
(1986, 1987) und Thoma & Wolf (1999) ein ebenes Erdmodell benutzt werden (siehe hierzu
Wolf, 1984; Amelung & Wolf, 1994). Insbesondere wird ein kompressibler, elastischer Halbraum
betrachtet, der als Hookescher Korper mit den Lamé-Konstanten A und p sowie der Volumen-
massendichte p parametrisiert werden kann. Dieser Halbraum soll in beliebig viele Schichten
aufgeteilt sein, wobei innerhalb jeder Schicht / die GréBen A;, p; und p; als stetig angenommen

werden.

2.1.2 Kinematische Formulierung

Die hier verwendete Notation, die in der Kontinuumsmechanik gebrduchlich ist, wird ausfiihrlich
von Wolf (1997, Kapitel 2) besprochen. Im folgenden werden bis zur Transformation der Feld-
gleichungen in Zylinderkoordinaten (Abschnitt 2.3.1) die kartesischen Indizes (i,7,...=1,2,3)
verwendet. Es ist zu beachten, daf§ §;; das Kronecker-Symbol und ¢;;;, das Levi-Civita-Symbol
ist und die Finsteinsche Summationskonvention benutzt wird.

Der betrachtete geschichtete Halbraum wird als Kontinuum aufgefafit und mit A" bezeichnet.
Der Halbraum ist in I Schichten A aufgeteilt, wobei diese durch L Grenzflaichen d&; getrennt

sind. Die obere Grenzfliche 0. ist somit die Erdoberfliche, die Grenze zur Atmosphire. Der

! In der Modellierung werden maximal Abstinde von 1100 km vom Aufpunkt Potsdam betrachtet.



6 2. Freiluft- und Deformationseffekt

Halbraum A’ 148t sich demnach wie folgt beschreiben (Abb. 2.1):
U (L UdX). (2.1)

Bei einem Auflastdruck werden die Partikeln des Kontinuums unterschiedlich verschoben. Be-
zeichnet man die deformierten Schichten mit R; und die entsprechenden Grenzflichen mit dR;,

so ergibt die Vereinigung von Schichten und Grenzflichen den Halbraum im gestérten Zustand

(Abb. 2.1):
L

U (R1UIRy) . (2.2)

Wird zu jedem Zeitpunkt ¢ die aktuelle Posmon r; einer Partikel als Funktion ihrer Referenzpo-
sition X; im Ausgangszustand und seiner Verschiebung u; beschrieben, ergibt sich die Lagrange-
Formulierung:

r;, = T‘Z'(X,t) =X, + ui(X,t), X, € Ulele. (2.3)

Fiir eine beliebige Feldgrofie f;; . wird in dieser Formulierung ihr Wert an der aktuellen Position

r; als Funktion der Referenzposition X; und der Zeit ¢ angegeben:
fij. = fij. (X, 1), X; € UL, A (2.4)

Hingegen ist in der Euler-Formulierung die Referenzposition X; eine Funktion der aktuellen

Position r; und der Verschiebung Uj:
Xi(r,t) =r; = Ui(r, 1), ri € UL Ry (2.5)
Die Euler-Formulierung fiir beliebige Feldgrofien ergibt sich dann zu
Fy. = Fy. (r,t), ri € UL R (2.6)

In (2.3) und (2.5) ist angenommen, daff die X;- und r;-Koordinatensysteme identisch sind
(Abb. 2.1).
Weiterhin wird vorausgesetzt, da8 f;; (X,t) und F;; (r,t) so oft wie n6tig nach X; bzw. r;

differenzierbar sind. Die Gradienten der Feldgréfien werden im folgenden in der Indexnotation

dargestellt:
0
0
Fialtet) = 3oFy(r0) (28)

Vergleicht man (2.7) und (2.8) unter Beriicksichtigung von f;; (X,t) = F;;. [r(X,1),1], so zeigt
sich, daB die Gradienten im allgemeinen ungleich sind: f;; (X, t) # Fi;. k[r(X, 1), t].

Fiir alle Feldgrofien wird in dieser Arbeit die Lagrange-Formulierung benutzt. Weiterhin wird
vorausgesetzt, dafl die Feldgréfien innerhalb der einzelnen Schichten A7 stetig sind. Hingegen sind

an den Grenzflichen 0A) Unstetigkeiten zugelassen:

i (X0 = (X)) =[5 (X, ) #£0, X, €0, (2.9)
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X9, 79

ox
g X37 T3

Abbildung 2.1: Elastischer Halbraum mit I Schichten im Referenzzustand und im aktuellen
Zustand.

wobei mit f{;m(X, t) und f7; (X,t) der innere bzw. duflere Grenzwert der Feldgrofie bezeichnet
wird.
Die Variation von Feldgréfien bedingt durch Stéreinfliisse wird durch die Abweichung des

Totalwerts der FeldgréBe vom Referenzwert beschrieben?:
0 )
fip (Xot) = 15).(X) 4+ 1) (X, 1), (2.10)

wobei fZ(JO)(X) == fi;..(X,0) den fiir t = 0 angenommenen Referenzwert bezeichnet. Die Grofie
fl(;g)(X,t) beschreibt die Anderung der von f;; (X,t) fiir eine Partikel des Kontinuums bei
der Auslenkung aus ihrer Referenzposition. Deshalb wird fz(;g)(X,t) als materielles Inkrement

bezeichnet. Daneben wird in dieser Arbeit noch das lokale Inkrement fZ(JA)(X7 t) verwendet, das

2 Zur stérungstheoretischen Betrachtung sieche Wolf (1997, Abschnitt 2.3), Wieczerkowski (1999, Abschnitt
2.2).
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die Anderung einer FeldgréBe an einem festen Ort beschreibt. Bei infinitesimalen Stérungen
148t sich mit Hilfe des advektiven Inkrements folgender Zusammenhang zwischen lokalem und

materiellem Inkrement angeben (Wolf, 1997, Abschnitt 2.3):

X = 120+ 15 (X)un(X, ). (2.11)

2.2 Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik

Ausgangspunkt fiir die Ableitung der in dieser Arbeit verwendeten Feldgleichungen und deren
Lésungen sind die Gleichungen der Totalfelder fiir ein isotropes, homogen geschichtetes Kontinu-
um. Diesen Gleichungen liegen die verallgemeinerten Beziehungen von Wolf (1997) zugrunde. Fiir
die mechanischen Feldgréfen finden sich die hier verwendeten Gleichungen auch in Wolf (1985b).
Der betrachtete elastostatische Fall stellt eine Naherung dar, die sich durch die gegeniiber den
Eigenperioden der Erde grofien Anregungsperioden der Luftdruckvariationen begriinden 148t.
Diese Anregungsperioden sind klein gegeniiber den Relaxationszeiten des Halbraums, was die

Vernachldssigung viskoelastischer Effekte rechtfertigt.

2.2.1 Totalfelder

Fiir die Totalfelder gilt der Definitionsbereich: UleXl. Es werden demnach die jeweiligen Grofien
innerhalb der Schichten beschrieben. Mit den oben genannten Vereinfachungen 148t sich aus der

Impulserhaltung die hier relevante Form der Bewegungsgleichung ableiten:
Bewegungsgleichung: Tii; + pg; = 0. (2.12)

Dabei bezeichnet 7;; die (asymmetrische) Piola-Kirchhoff-Spannung, p die Volumenmassendichte

und g; die Schwere. Aus der Massenerhaltung folgt die Kontinuitatsgleichung:
Kontinuitatsgleichung: pj=p. (2.13)
Die Jakobi-Determinante 5 hat folgende Definition:
Jakobi-Determinante: J = det[r; ;. (2.14)
Fiir den elastischen Fall gilt bei Isotropie die Hookesche Materialgleichung;:
Materialgleichung: ti; = tg?) + i Nepr + 2pe;;. (2.15)

Dabei bezeichnet ¢;; die (symmetrische) Cauchy-Spannung, e;; die Verzerrung und A sowie p die
Lamé-Konstanten. Fiir die Lésung der Feldgleichungen wird der Zusammenhang zwischen der

Piola-Kirchhoff-Spannung in (2.12) und der Cauchy-Spannung in (2.15) bendtigt®:

T kTR = Jbij. (2.16)

® Eine Ableitung dieses Zusammenhanges findet sich bei Wolf (1997, Abschnitt 3.2.1).
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Die Potentialgleichung lautet in der Lagrange-Formulierung;:
Potentialgleichung: 3D i Xiw X+ ¢, X0 ) = —471'7,0(0). (2.17)
Hier ist ¢ das Schwerepotential und + bezeichnet die Newtonsche Gravitationskonstante. Fiir
die Schwere gilt in der Lagrange-Formulierung folgende Beziehung:
Schweredefinition: gi = ¢ ;X (2.18)

Um die Verinderung der FeldgréBen beim Ubergang durch die Grenzflichen zu beschreiben,
gelten entsprechende Grenzflichenbedingungen mit dem Definitionsbereich uleaX, :

Verschiebung: [ri]t (2.19)
Traktion: [nt; ] = —q, (2.20)
Potential: [o]F (2.21)

Schwere: [n ¢,]XJ, 1t =o, (2.22)

wobei ¢; den Grenzflichendruck und n; die Einheitsnormale zur Grenzfliche bezeichnet, die

parallel zu g; gewahlt ist.

2.2.2 Referenzfelder

Bei den Referenzfeldern wird vorausgesetzt, daf sich der Halbraum im Referenzzustand im hy-
drostatischen Gleichgewicht befindet, was in der Erde ndherungsweise erfiillt ist. Im Referenz-
zustand ist: rl(»o) = X;. Ferner gilt fiir die Ableitung der Position die Beziehung rl(»?j) =X, ;= 6.
Aus (2.13) folgt 7 = 1, und mit der Beziehung fiir die Ableitung der Position ergibt sich
aus (2.16) Ti(j) ( ) Mit p := —it; als Definition des mechanischen Drucks, e( ) =0 und
der Abwesenheit dev1atorlscher Spannungen bei hydrostatischem Gleichgewicht folgt auflerdem
(Anhang A.1)

10 = _pOs,.. (2.23)

)

Damit reduzieren sich (2.12), (2.13), (2.17) und (2.18) auf folgende Formen:

Bewegungsgleichung: Py =p gio , (2.24)
Kontinuitatsgleichung: p=pl, (2.25)
Potentialgleichung: (/57(2»02») = —dryp®, (2.26)
Schweredefinition: gz(o) = (bf?). (2.27)

Verschiebung: POt =o, (2.28)
Druck: [pF =o, (2.29)
Potential: [6@]" =0, (2.30)
Schwere: [ =o0. (2.31)

Es ist zu beachten, dafl im Referenzzustand Dichtediskontinuitdten zugelassen sind: [p(o)]i' = pt.
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2.2.3 Inkrementielle Felder

Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben worden ist, werden die Feldgréfien nun in den Anteil des
Referenzfeldes und den des materiellen Inkrements zerlegt. Fiir die Cauchy-Spannung ¢;;, die
Piola-Kirchhoff-Spannung ;;, das Potential ¢, die Schwere g;, den Druck p und die Jakobi-
Determinante j wird diese Aufteilung nach (2.10) durchgefiihrt. Damit werden die Feldgleichun-
gen in materieller Form abgeleitet. Bei der Ableitung wird der Zusammenhang von Cauchy-
und Piola-Kirchhoff-Spannung sowie die Feldgleichungen der Referenzfelder beriicksichtigt und
vorausgesetzt, dafl die Stérungen infinitesimal sind. Es ergeben sich folgende Beziehungen (An-

hang A.2):

0)

Bewegungsgleichung: tgj)] + pf] uj; — pfio)um + p(o)gfé) =0, (2.32)
Materialgleichung: tgj) = Noijupk + p(ui; + ujg), (2.33)
Potentialgleichung: (bfi») - 2¢f?j)ui7j - qbfio)um = 4777,0(0)%72', (2.34)

Schweredefinition: g}é) = (bfj) - (bf]o)um. (2.35)

Entsprechend ergeben sich die Grenzflichenbedingungen in materieller Form (Anhang A.2):

Verschiebung: [u]* =0, (2.36)
Traktion: (O = —q,, (2.37)
Potential: [6®T =, (2.38)

Schwere: [ (@ — 6Qu; " =0 (2.39)

Die in (2.11) eingefiihrte Aufspaltung des materiellen Inkrements in ein lokales und ein

advektives Inkrement soll nun auf die Feldgr68en angewendet werden. Eine Ausnahme ist die
(%)
g
sich fiir die inkrementiellen Feldgleichungen die materiell-lokale Form (Anhang A.3):

Cauchy-Spannung ¢;; fiir die weiterhin das materielle Inkrement ¢ benutzt wird. Damit ergibt

Bewegungsgleichung: tgj)] + (pfjo)u]')J — gfo)(p(O)Uj)7j + p(o)gZ(A) =0, (2.40)
Materialgleichung: tgj) = Noijupk + p(ui; + ujg), (2.41)
Potentialgleichung: (/5%) = 4y (puy) 4, (2.42)

Schweredefinition: gZ(A) = qbfiA). (2.43)

Ebenso werden die Grenzflichenbedingungen durch die genannte Aufspaltung in die materiell-

lokale Form {iiberfiihrt:

Verschiebung: [u:]" =0, (2.44)
Traktion: [P = g, (2.45)
Potential: [0 T =0, (2.46)

Schwere: [ (') — amyp©@u)] T =0 (2.47)
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2.2.4 Vereinfachende Annahmen

Im einzelnen werden zusitzlich folgende Annahmen gemacht:

e Der Referenzzustand ist inkompressibel (Homogenitit von ,0(0)): p(»o)

(0)

7

= 0.

e Der Referenzwert der Schwere ist konstant: g: ' = const.

(a)

e Daslokale Inkrement der Schwere wird in der Bewegungsgleichung vernachléssigt: g;~’ = 0.

e Die Kompressibilitit wird in der Bewegungs- und in der Potentialgleichung vernachlissigt:

u; ; = 0.

Damit lassen sich (2.40)—(2.43) in folgende Gleichungen iiberfithren (Anhang A.4):

Bewegungsgleichung: tgj)] = —p(o)gﬁo)Uj7i, (2.48)
Materialgleichung: tgj) = Noijupp + (s ; + uj), (2.49)
Potentialgleichung: (/5%) =0, (2.50)
Schweredefinition: gZ(A) = qﬁfZ»A). (2.51)

)

Die Bewegungsgleichung (2.48), die Materialgleichung (2.49) und die Potentialgleichung (2.50
bilden ein Differentialgleichungssystem (DGL-System), das im folgenden geldst wird. Es gelten
weiterhin die Grenzflichenbedingungen (2.44)-(2.47), die zur Losung des DGL-Systems heran-

gezogen werden.

2.3 Losung der inkrementiellen Feldgleichungen

Um das partielle DGL-System (2.48)—(2.50) zu l6sen, werden die Gleichungen zuerst in Zylinder-
koordinaten iiberfiihrt. Durch Hankel-Transformation gelingt es, aus den skalaren Gleichungen
ein System gew6hnlicher DGLs erster Ordnung abzuleiten. Mit Hilfe von Propagatoren 148t sich
hieraus eine Ubertragungsfunktion fiir den beschriebenen Halbraum gewinnen. Wenn nun die
Auflastdruckverteilung durch Hankel-Transformation in ein Lastspektrum iiberfiihrt wird, ist
durch Multiplikation mit der Ubertragungsfunktion die Losung im Spektralbereich (Wellenzahl-
bereich) gegeben. Mit Hilfe der inversen Hankel-Transformation 148t sich schliefllich die Losung

im Raumbereich bestimmen.

2.3.1 Zylinderkoordinaten

Die bisher verwendeten kartesischen Koordinaten, die in der Indexnotation mit X; bzw. r; be-
zeichnet werden, sollen nun in die Zylinderkoordinaten r, ¢, z iiberfiihrt werden. Dazu dient die
Koordinatentransformation

X1 = rcosg,

Xy = rsinp, (2.52)

X3 = z.
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Spektralbereich

/
|
|
: DGL- r»(UbertragungsfunktiorD— spektrale
|
|
I
|

System Propagator- Lésung

matrix CLastspektrum )* .
Multiplikation

Hankel- Hankel- inverse Hankel-
Transformation Transformation Transformation

Feld-

raumliche

gleichungen Losung

Raumbereich

Abbildung 2.2: Losungsweg der Hankel-Transformations-Methode.

Hier bezeichnet r den axialen Abstand, ¢ den Azimut und z die Tiefe. Mit der Einfiihrung
des Zylinderkoordinatensystems werden die Grenzflichen dA; durch die Angabe ihrer Tiefe z
gekennzeichnet (Abb. 2.3). Mit der Annahme einer axialsymmetrischen Auflastdruckverteilung
verschwinden die partiellen Ableitung in ¢-Richtung und die Verschiebung u,*. Hieraus folgt,
dafl die Spannungskomponenten ¢,, und t,. verschwinden. Zur Vereinfachung der Schreibweise
werden im folgenden Text die Hochindizes fiir die materiellen und lokalen Inkremente wegge-
lassen. Weiterhin wird fiir die Dichte p(®) im Referenzzustand nun das Symbol p verwendet. Da
nur die z-Komponente der Schwere und des Auflastdrucks ungleich Null ist, soll diese Kompo-
nente vereinfacht mit g bzw. mit ¢ bezeichnet werden. Fiir die skalaren Formen der Bewegungs-,

Material- und Potentialgleichung ergibt sich (Anhang A.5)

1
Bewegungsgleichung: trrg F broe + = (ter — toy) + pgus, =0, (2.53)
r
1
trz,r + tzz,z + ; (trz) + PYUz > = 0. (254)
. . 1
Materialgleichung: Lrp = A (— (ru,) . + uZ7Z) + 2pu, ., (2.55)
r b
1
t, =\ (— (ru,) , + uZ7Z) +2pu, (2.56)
r )
1 2
top = A (— (rus) . + uZ7Z) + —'uu,,, (2.57)
r ’ r

* Im folgenden werden mit den Indizes r, ¢ und z die Komponenten der jeweiligen Gréfie in Zylinderkoordinaten
gekennzeichnet.
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Abbildung 2.3: Ebenes, geschichtetes Erdmodell, in dem z; die Tiefe der jeweiligen Grenzfliche,
Az, die Lamé-Konstanten und p; die Dichte der jeweiligen Schicht bezeichnet.

by = p (Upp — Usy) . (2.58)

1
Potentialgleichung: . (rés), + .. =0. (2.59)

Fiir die skalaren Gleichungen gelten die Definitionsbereiche r € [0, 00[ und z € ]z, 2741[. Zusitz-
lich erfiillt sein mufl z; < 27 < 2741, wobei allerdings fiir die Potentialgleichung z; < z;41 gilt.
Nach Einsetzen von (2.55) und (2.58) in (2.53) ergibt sich mit der Voraussetzung, dafl A und p

konstant sind, folgender Zusammenhang:
1 1 24 1
A __2u7’ + _ur,r + uz,rz + 2,““7’,7’7’ + trz,z + — ur,r - —Up + pguz,r =0. (260)
r r r r

Somit besteht das DGL-System aus den Gleichungen (2.54), (2.56), (2.57), (2.59) und (2.60).

Fiir die Grenzflichenbedingungen ergibt sich in Zylinderkoordinaten

[w]f = 0, (2.61)
]t = 0, (2.62)
[t]5 = 0, (2.63)
[t..]t = —q, (2.64)
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6 = o, (2.65)
[6,- = 4mypu)t = 0. (2.66)

Die Grenzflichenbedingungen gelten nur fiir die Grenzflichen z;, wobei diese mit Ausnahme der

Grenzflichenbedingungen fiir das Potentials nur fiir z; < z; gelten.

2.3.2 Hankel-Transformation

Das DGL-System ist abhingig von den Variablen r und z. Um dieses partielle DGL-System
in ein gewdhnliches System erster Ordnung mit z als einziger Variablen zu iiberfiihren, wird
die Hankel-Transformation beziiglich r angewendet. Diese Transformation und die zugehorige

inverse Hankel-Transformation sind wie folgt definiert (Sneddon, 1995):

FV ke, 2) := 2, [f(r, 2)] = / rf(r,2) J,(kr) dr, (2.67)
flr,2) =1 [FP (R, 2)] = /kF[”](k,z) I, (kr) dk. (2.68)

0
Hier ist k& die Hankel-Wellenzahl und .J,, die Besselfunktion v-ter Ordnung. Die Hankel-Trans-

formation wird im folgenden auf die Gleichungen des DGL-Systems angewendet. Wie in der
Definition werden die transformierten Gréfien zur Unterscheidung in Grofibuchstaben geschrie-
ben.

Aus (2.58) folgt nach Hankel-Transformation (Anhang A.6)
1

UM (k, 2) = =Tk, 2) + kUL (K, 2). (2.69)
I

rz

Die Transformation von (2.56) fiihrt auf den Zusammenhang

Ul (k, z) =

2,2

[0] _ % g
T2k — Uk ) (2.70)

wahrend aus (2.60) die Beziehung

dp (N4 p) k2 Ak
T (k,2) = "= vk Tk kU (k 2.71
MLk 2) = PO g ) T ) 4 o0 ) (27)
abgeleitet werden kann. Die Hankel-Transformation von (2.54) liefert folgenden Ausdruck:
Apgk
T (ky2) = —kTW(k, 2) - LTk, 2) + XUk, 2). 2.72
L (k) = ~KTIE ) = 25T D0, ) + 20 2 (272

Die Transformation von (2.59) fiihrt zu der Beziehung
ol (k, 2) = K20l (£, 2). (2.73)
Es ist zu beachten, daf (2.73) die einzige DGL zweiter Ordnung ist. Deshalb werden aus dieser
Gleichung die beiden folgenden DGLs erster Ordnung abgeleitet:
Gk, z) = ol (k, 2), (2.74)
Gk, z) = K@)k, 2), (2.75)
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wobei G die Hankel-transformierte Schwere bezeichnet. Somit ist ein DGL-System erster Ord-

nung in der Variablen z aufgestellt. Vereinfacht 148t sich dieses in der Form
Yi.(k,z) = A;Y;(k, 2) (2.76)

zusammenfassen. Hierbei bezeichnet Y; den Vektor der Hankel-transformierten Gréfien und A;;

die Koeffizientenmatrix, die sich aus den Gleichungen des Systems ergibt:

UMk, )
Uk, 2)
T,[i] k,z
Yi(k,z) := TZ[(ZJ]EIC,Z; , (2.77)
Ok, 2)
GOk, 2)
0 (A +2u)k A2y 0 0 0
Ak 0 0 1 0 0
A e 1 dp(X+2)k% p(A+2u) gk 0 pYs 0 0
A+ 2u pAgk 0 —(A 42wk —pg 0 0
0 0 0 0 0 (A + 2p)
0 0 0 0 (A+2wk: 0

(2.78)
Die Grenzflichenbedingungen in der Hankel-transformierten Form ergeben sich aus (2.61)—

(2.66) und lauten

(UM (k)] = o, (2.79)
(U0, )] = o, (2.80)
[Tk, )] T = o, (2.81)
[TO(k, 2)]T = -QUI(k, 2), (2.82)
[@(k, 2)]T = o, (2.83)
[k, 2) = dmypU Pk, 2)] T = 0. (2.84)

2.3.3 Propagatoren

Der gewihlte Losungsweg erfordert, daf die Losung an der unteren Grenzfliche zz, (Abb. 2.3) be-
stimmt ist und von dort an die Oberfliche z fortgepflanzt wird. Hierzu dienen Grenzflichenpro-
pagatoren, die die Losung durch beliebige Grenzflichen fortsetzten, sowie Schichtpropagatoren,
die die Losung durch beliebige homogene Schichten fortsetzen. Zuerst soll der Grenzflachenpro-

pagator aus den Grenzflichenbedingungen (2.79)—(2.84) abgeleitet werden.
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Grenzflachenpropagator

Der Grenzflichenpropagator soll die Losung unterhalb einer Grenzfliche z; auf die Obersei-
te derselben fortpflanzen (Abb. 2.3). Wenn angenommen wird, daf§ nur auf der Oberfliche z
eine Auflastdruckverteilung vorliegt, ist sonst Q(k,2) = 0, und (2.82) vereinfacht sich zu
[Tz[g](k, z)]i' = 0. Im folgenden wird der Hankel-transformierte Auflastdruck auf der Oberfliche
z1 mit () bezeichnet und zur Vereinfachung der Hochindex [0] bzw. [1] der Hankel-transformierten
Grofien sowie das Argument k unterdriickt. Fiir interne Grenzflichen 148t sich aus den Grenz-

flichenbedingungen (2.79)—(2.84) die Beziehung

Y7 (21) = Nij(20) Y (=) (2.85)

k3

ableiten, wobei der Grenzflichenpropagator N;;(z) fiir z; > 2z durch

1 0 0000
0 1 0000
0 0 10 0 0

Nii(z) == (2.86)
0 0 0100
0 0 0010
0 —4nvyAp; 0 0 0 1

gegeben ist und Ap; den Dichtesprung

App = pr— pi_1 (2.87)

bezeichnet. Der Hochindex — bzw. 4+ kennzeichnet den Wert des Vektors an der Ober- bzw. Un-
terseite der jeweiligen Grenzfliche.

Da auf der Oberfliche z; eine Auflastdruckverteilung zugelassen wird, gilt hier
[T (:0]T = -@,
To(n) = Th(z)+Q. (2.88)

Der Ubergang durch die Oberfliche z; ldBt sich allerdings fiir alle Feldgréfien erst nach der
Betrachtung des Schichtpropagators und dessen Definitionsbereichs durch (2.141) angeben.

Schichtpropagator

Der im folgenden abzuleitende Schichtpropagator soll die Lésung des DGL-Systems (2.76) in-
nerhalb einer Schicht fortpflanzen. Fiir den Schichtpropagator D;;(z141, z;) soll die Beziehung

V¥ (1) = Dij(211, 20 Y] (2141), (2.89)

gelten, d. h. die Lésung wird von der Tiefe z;4; nach z; fortgepflanzt.
Die Bestimmung des Propagators fiir ein beliebiges lineares DGIL-System erster Ordnung

behandeln Gantmacher (1958) und Gilbert & Backus (1966). Fiir den hier beschriebenen kom-

pressiblen, elastischen Halbraum wird fiir die mechanischen Feldgrofie ein derartiger Propagator
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von Wolf (0. J.) abgeleitet. Zur Konstruktion eines Propagators werden die Eigenwerte der Ko-
effizientenmatrix A;; des Systems bend&tigt.

Die Blockstruktur von A;; erlaubt, die Matrix in zwei Untermatrizen AS) und AE?) auf-
zuspalten. Werden die vier DGLs der mechanischen Feldgréien (U,, U, T,,, T..) als mechani-
sches System und die beiden DGLs der gravitativen FeldgréBen (®, ) als gravitatives System
bezeichnet, 1&8t sich die Blockstruktur von A;; dadurch erkldren, dafl das mechanische und
das gravitative System entkoppelt sind. Durch diese Aufspaltung lassen sich die Eigenwerte der
Matrizen getrennt bestimmen und ebenso zwei Propagatoren, die sich anschliefend zu einem
kombinierten Propagator zusammensetzen lassen. Auf die Aufspaltung der Matrix A;; in AS)

und AE?) sowie die Eigenwertbestimmung der beiden Matrizen wird in Anhang A.7 eingegangen.

Fiir

A+2
0 (A+2u)k e 0
1 —\k 0 0 1
A = (2.90)
A2 | dp(N+ )k p(A+2u)gk 0 Ak
pAgk 0 —(A 2wk —pg

lassen sich folgende Figenwerte finden:

a; = k,

ay = —k,

a3 = k(m—a),
ay = —k (\/1—|—042—|—04), (2.91)

wobel o durch

200+ 2u)k (2:92)

@._ (0 1
Aij = ( K20 ) (2.93)

gegeben ist. Fiir

ergeben sich die Eigenwerte

ar, = k,

ag = —kh. (2.94)

Sind die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix eines linearen DGL-Systems erster Ordnung be-

kannt und voneinander verschieden, so kann der Propagator durch (Gantmacher, 1958, S. 108)

i\f: a15” (Aij — an_l&j) (Aij — an_|_15ij) - (Aij — aN(SZ']‘)
vt (an — al) Aan — ap—1) (an — @png1) .- (an, — an)

exp [—an(z141 — 21)] (2.95)

Dii(z141, 21)
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angegeben werden. Hier ist a,, der n-te Eigenwert von A;;. Fiir die Komponenten des mechani-

schen Schichtpropagators DZ(»;) 148t sich folgender Ausdruck finden (Anhang A.8):

DS)(Z[H’ @) = 4041k3 MS)S +{1+ QO‘)kAS)Z - (1= QO‘)kQAS‘) - 5ijk3] exp [—k(z141 — 21)]
b AT = (1= 200802 = (14 20)K240) = 857 exp h(z1g - )]
B m [Ag;)S B a4A§]1,)2 - szg;) + 8ijk*as] exp [—as(zi41 — 21)]
Wlwm) (A2 a0 AD? k240 4 6;k%as) exp [~as (2001 — 2)].
(2.96)

Hier bezeichnet Ag;)z und Ag;)?’ das Ergebnis der zweifachen bzw. dreifachen Matrixmultipli-
) @

ij ij

(2.95) und den Eigenwerten von A

kation von A:." mit sich selbst. Der gravitative Schichtpropagator D;:’(z141, z1) ergibt sich mit

(2)

1 1

) exp [—k (2141 — 21)] + 3 (

el

1(1 —%
D§§><zl+hzl>=5( . 1k)exp[k<zz+l—zz>y (2.97)

k

—_

Mit dem mechanischen Schichtpropagator (2.96) und dem gravitativen Schichtpropagator (2.97)
148t sich D;;(z141, 21) angeben:

Dii(z141,21) =
' 0 DY (2141, 2)

wobei durch die Nullen angedeutet ist, daf§ die iibrigen Elemente der (6 x 6)-Matrix D;; (2141, 21)

verschwinden.

2.3.4 Lo6sung des DGL-Systems im Spektralbereich

Mit den Propagatoren aus Abschnitt 2.3.3 ist es moglich, eine Lésung des DGIL-Systems von der
unteren Grenzfliche zy, an die Oberfliche z; fortzusetzen. Dazu wird der Lésungsvektor Y;»—l_(ZL)
an der unteren Grenzfliche ben&tigt. Um diesen zu bestimmen, wird neben den Grenzflichenbe-
dingungen zusitzlich gefordert, dafl die Feldgrofen fiir ihren jeweiligen Definitionsbereich regular
sind, d.h. endliche Werte annehmen. Mit Hilfe der Grenzflichenbedingungen und der Regula-
ritdtsbedingung 148t sich der Losungsvektor Y{"(zl) bestimmen. Fiir das weitere Vorgehen wird

. . . . 1
Y{" entsprechend der Aufspaltung des Schichtpropagators in einen mechanischen Anteil, Yi( ),

(2)

und einen gravitativen Anteil, ¥;'"/, aufgespalten:
U, (2)
U,
v = ) : (2.99)
To.(2)
T..(2)

YA() = ( ®(2) ) . (2.100)
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Zuerst wird der mechanische Lésungsvektor Y;»(l)(z) bestimmt. Hierzu wird die zus&tzli-
che Grenzfliche zr4q eingefiihrt (Abb. 2.3) und der Grenzwertiibergang z741 — oo betrach-
tet. Damit die Losungen im Halbraum unter der Grenzfliche z7, endlich bleiben, muf} gelten:
1imzL+1—>oo Y;»(l)—l_(ZL_H) = 0. Fiir die weitere Betrachtung wird der mechanische Schichtpropa-
gator DZ(»;)(ZL7 zr+1) folgendermafBen zerlegt:

L rqms +(1+ Qoa)kAS)2 - (1- QQ)kQAS) — 6;k°]

(1) —
H;; (20, 2041) = m[ U

B

exp [=k(zr — 2041)]

! (1) W2 2 40) s s 2
- m [AZJ o a4Aij —k Aij + (ka a4]
Ciy
oxp [=aa(zs = zL41)], (2.101)
Rij e znn) = W[AU — (1 =2a0)kA;;"" — (14 20)k* A" — 6k

exp [k(zr, — 20.41)]
! M5 02 2, 5 2
oG aay A e - AL & 8k
P[4 (21, = 214 (2.102)
Fiir den mechanischen Schichtpropagator® folgt

DE;)(2L7 ZL+1) = Hi(jl)(zlm ZL-I—I) —I_ I(i(jl)(ZL7 ZL-I—I)- (2103)

Fiir 2741 — oo verschwindet KZ»(;)(ZL,ZLH) wegen der negativen Exponenten®. Damit der

Losungsvektor YZ»(I)_(ZLH) verschwindet, miissen die Beziehungen
By (z) = o, (2.104)
iyt (e = 0 (2.105)

erfiillt sein. Mit Hilfe dieser Beziehungen lassen sich UJ(zz) und Uf(zr) durch TX(z1) und

T (21) ausdriicken:

Ut(s) = (B12C13 — B13C12) jg;(éL) + (BBIQCCM — B14Ch2) TH (21) 7 (2.106)
1C12 — B12Chy

B C - B C )T+ (ZL) + (B14011 — B11014) T+ (ZL)
? ( L) BIICIZ - BIZCII ( )

Zur besseren Ubersicht werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:

BIZCIS - BISCIZ

S 7
! BIICIZ - BIZCH

(2.108)

5 Hier wird DE;)(ZL, Zr+1) benutzt, da Yi(l) +(zL) von zz, nach z741 fortgesetzt wird. Damit ergeben sich auch
die im Vergleich zu (2.96) verdnderten Exponenten.
 Der Eigenwert aq ist negativ.
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Bi12C14 — B14C

S, = ot LAY (2.109)
B11Ci2 = B12Chy

7, = Bi3Cii — B11C137 (2.110)
B11Ci2 = B12Chy
B -B

7, = 14C1 11014‘ (2.111)
B11Ci2 = B12Chy

Damit ergeben sich fiir (2.106) und (2.107) die vereinfachten Beziehungen

Ut(zr) = SiTH(z1) + ST (21), (2.112)
Uf(zr) = ZiTH(zn) + Z2TH(21). (2.113)

Nun 148t sich der Lésungsvektor YZ»(I)-I_(ZL) in einer Form schreiben, die nur von den Spannungs-

komponenten T (z7,) und T} (z7) abhiingig ist:

SiTE(2r) + S2T (21)
1T (z1) + ZoTH (21)
T (z1)

T2 (z1)

(2.114)

Um eine Losung an der unteren Grenzfliche zu bestimmen, werden die Grenzflichenbedigungen
(2.81) und (2.82) fiir die beiden Spannungskomponenten an der Oberfliche z; verwendet:

[T..(z0)]F = o, (2.115)

TH(z1) = —-Q+TL(x). (2.116)

Dazu muf jedoch der Lésungsvektor (2.114) an die Oberfliche fortgesetzt werden. Da hier nur

die vier mechanischen Feldgréfien betrachtet werden, sind die Gréfien an den Grenzflichen stetig,

d.h. es ist kein Grenzflichenpropagator N;;(z) notwendig. Dies ist auch daran zu erkennen, daf

die entsprechende (4 x 4)-Untermatrix in (2.86) die Einheitsmatrix ist. Mit der Definition

H 241, 21) (2.117)

folgt dann der Ausdruck fiir die Feldfortsetzung an die Oberfliche:

Y () = DT )y (). (2.118)

K3

Fiir die Losung Y;»(l)-l_(zl) gelten die Grenzflichenbedingungen (2.115) und (2.116) fiir die Span-

nungskomponenten an der Oberfliche. Mit den Definitionen

My = M+ 2 D32 M)+ DOz, (2.119)
My = “(ZL) + Z, DM (2 + DU (), (2.120)
My = SiDW )+ DWW (zr) + DO (2

+ pg (51 D) + le“)”(zL) + D)) (2.121)

=
[l

S (2p) + 220" (2p) + D (1)
+ g (805" (20) + D) M) + DY (e ) (2.122)
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ergibt sich aus den Grenzflichenbedingungen und (2.118) dann

My T (21) + M2 TS (21) = 0, (2.123)
M21 T:;(ZL) + M22 T;; (ZL) = —Q. (2124)

Diese Grenzflichenbedingungen lassen sich vereinfacht wie folgt zusammenfassen:

My M T+ 0
o (e ) . (2.125)
My My, T;';(ZL) —Q
Mit der Cramerschen Regel (Bronstein & Semendjajew, 1997, S. 259) lassen sich die beiden

Spannungskomponenten an der Grenzfliche zj als Funktion des Hankel-transformierten Auf-

lastdrucks ¢) bestimmen:

M12

T+ = 2.126
He) = g @ (2.126)
M
TH(zr) = —det;\}Q. (2.127)
1j

Mit diesen Ausdriicken kann nun der Losungsvektor (2.99) der mechanischen Feldgréfen als

Funktion von ) dargestellt werden:

Mo =My,
51 3eq M + So e M,

Mo — My
2 det M;; + 72

(1) + . det M;
YO+ (ep) = g, (2.125)
det M;;
=My,
det M;;
Bei der Bestimmung des gravitativen Lésungsvektors YZ»(Q) +(2L) wird zuerst der entsprechen-

de Schichtpropagator zerlegt. Mit den Definitionen

1{1 7
HZ(f)(ZHM) = §(k i)exp[—k(zHl—zl)], (2.129)
KOG = 2 T ) exp k(o — 2] (2.130)
ij Rl 2L 2\ 1 P I+1 ! .
folgt fiir den gravitativen Schichtpropagator
D& (211, 20) = HY (z41.20) + KD (2141, 21). (2.131)

Fiir die gravitativen Feldgréfen erstreckt sich der Definitionsbereich iiber den gesamten Raum,
so da nicht nur die Grenzwerte fiir 274,17 — oo betrachtet werden miissen, sondern auch die
zusitzliche Grenzfliche zg eingefiihrt wird (Abb. 2.3) und der Grenziibergang zyp — —oo betrach-
tet wird. Fiir beide Grenzwertprozesse miissen die Feldgréfien endlich bleiben. Hieraus folgt, dafl
der gravitative Schichtpropagator (2.97) nur im Bereich von z € [z, z1,] gilt. Fiir zg = —o0 ver-

schwindet HZ(Jz)(zl,zo), jedoch folgt Ki(;)(zl,zo) — o0, so daB fiir z < z; nur HZ»(]Z)(ZIH,Z;)
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den gravitativen Schichtpropagator darstellt. Wird der Grenziibergang zr4+1 — oo betrachtet,
(2)(

verschwindet Kz, 2r,41)7. Jedoch gilt Hi(jz)(zj;7 zr+1) — 00, und somit 148t sich definieren

HZ(JZ)(ZHM 21) 1 Zi41,2 €] — 00, 21]
2
Dz('j)(zl-l-lv z1) = H(z)(ZHh 21) + 1(2(2)(214—17 27) TR I I <3 2T 5 B (2.132)
”)(Zl+1721) 2141, 21 € [21,00]

Um YZ»(Q)-I_(ZL) zu bestimmen, wird verlangt, dal bei Abwesenheit von Auflasten und Ver-
tikalverschiebungen Y;»(z)_(zl) = 0 erfiillt ist. In diesem Fall sind Potential und Schwere stetig,

und es gilt
v ) = v (). (2.133)

K3 K3

Mit dem gravitativen Schichtpropagator DZ(»;)(Z[_H, z1) ergibt sich unter den genannten Voraus-

setzungen

H M, 2) Y7 (1), (2.134)

-3(

0= DM (z) V™ (zp). (2.136)

Mit der Definition

H Zl-|—17 Zl

i L
N—
D
=
o
75
N
h
_|_
TN
o=
o

=

) expkzr, (2.135)

l\')l}—\

folgt aus (2.134)

Dies ist nur erfiillt, wenn Y;»(Z)_(ZL) = 0 ist (Anhang A.9). Mit (2.133) ist dann der gravitative

Losungsvektor an der unteren Grenzfliche 27, zu
v () =0 (2.137)

bestimmt.
Die Grenzfliche z zeichnet sich dadurch aus, daf} sie die Grenze des Halbraums ist und fiir
den gravitativen Schichtpropagator eine Grenze eines Definitionsbereichs darstellt. In (2.132) ist

angegeben, dafl fiir z < z; der gravitative Schichtpropagator durch HZ»(jz)

(2141, 21) gegeben ist.
Der von I('Z»(;)(zl_|_1721) durch die Grenzfliche z; fortgepflanzte Anteil mufl verschwinden. Dies

wird durch die folgenden Grenzflichenbedingungen fiir z; beriicksichtigt (Anhang A.10):

L
2
O () = OF(z) - - Z Ap Ut (z) expkz, (2.138)
k p—
L
G (z21) = GT(z1)+ 27772 ApUt (z) expkz . (2.139)
=1

7 Hier wird Dl(j) (z1, z1.41) benutzt, da Yi(2) +(zL) von zz, nach z741 fortgesetzt wird. Damit ergeben sich auch
die im Vergleich zu (2.97) verédnderten Exponenten.
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Mit dem Grenzflichenpropagator

1 0 00 0 0
0 1 00 0 O
0 0 10 0 0
Nij(z1) = 0 0 010 o (2.140)
0 ~Ap 00 L &
0 —27mvApy 0 0 % %

werden die Grenzflichenbedingungen (2.138) und (2.139) beriicksichtigt (Anhang A.10). Fiir die
mechanischen Feldgrofien ist bei z; zu beachten, dafl der Auflastdruck ¢ gemif (2.88) beriick-
sichtigt wird. Fiir den Losungsvektor ergibt sich

Y7 (z1) = Nij(20) Y (21) + (2.141)

o o H o o o

Der Losungsvektor Y, (z) 148t sich mit Hilfe der Propagatoren (2.86) und (2.98) aus Y;*(zr)
berechnen, und nach Einsetzen von (2.86) und (2.98) in (2.141) folgt

IL—1
Vi (1) = Nij(z1) || [Pk (21415 20 Niew (z21400)] Yok (22) +
=1

(2.142)

o o HH o o o

2.4 Riicktransformation der Losung

Die inverse Hankel-Transformation ist der einzige Schritt des Lésungswegs, der numerisch aus-
gefithrt werden muf}. Fiir die numerische Implementierung der inversen Hankel-Transformation
muf} der in (2.141) eingehende Hankel-transformierte Auflastdruck bekannt sein. Der Hankel-
transformierte Auflastdruck wird in Abschnitt 2.4.1 angegeben, so dafl die Losung im Spektral-
bereich berechnet werden kann. Die inverse Hankel-Transformation der spektralen Losung wird

in Abschnitt 2.4.2 behandelt.

2.4.1 Hankel-Transformation des Auflastdrucks

Bei der Herleitung der Lésung im Spektralbereich ist Axialsymmetrie fiir den Auflastdruck vor-

ausgesetzt worden. Die Luftdruckwerte werden dazu zunichst iiber Kreisringe gemittelt, und
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rm+1

Abbildung 2.4: Aufteilung der Oberfliche z; in Kreisringe.

jedem Kreisring m wird ein gemittelter Luftdruckwert p,, zugeordnet (Abb. 2.4). Diese Mitte-
lung der Luftdruckwerte ist moglich, da die Feldgréfien nur fiir r = 0 berechnet werden und
daher nur der radiale Abstand des jeweiligen Auflastdruckpunkts nicht aber dessen Azimut von
Bedeutung ist. Wird die Oberfliche zy in M Kreisringe mit den Radien r,, aufgeteilt und sind
die entsprechenden gemittelten Luftdruckwerte p,,, bekannt, 148t sich die Hankel-Transformierte

des Auflastdrucks fiir den m-ten Kreisring wie folgt beschreiben (Anhang A.11):

Qm = % [rm i (rmk) — P11 (rm-1k)]. (2.143)

Durch Addition der Lésungen fiir alle Kreisringe ergibt sich die Loésung fiir die Auflastdruckver-
teilung im Spektralbereich:

M
Q=>_ i (rk) = Ty (Pt k)] (2.144)
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2.4.2 Inverse Hankel-Transformation

Mit der Substitution von (2.128) und (2.137) in (2.142) ergibt sich

i Mo —Mj,
St detM + S2detM
Zl detM + Z2detM
L—1 M12
- Jet M,
Y7 (xn1) = Nz H ik (241, 21) Nk (2141)] et M
=1

— My,
det M;;

0
0

Q, (2.145)

o O B O o O

wobei ) durch (2.144) ausgedriickt werden kann. Als nichster Schritt ist die in (2.68) ange-
gebene inverse Hankel-Transformation auf die Komponenten von Y,” (z1) anzuwenden. Da dem
Argument k und dem Hochindex [0] bzw. [1] der Hankel-transformierten Feldgrofien nun wieder
Bedeutung zukommt, sollen diese wieder mit vollstdndigen Symbolen bezeichnet werden. Formal

ergibt sich

o0

yr (roz) = 1y [V (b, 21)] = / kY.” (k,z1) Jy (kr) dk. (2.146)
0
Bei der komponentenweisen Anwendung der inversen Hankel-Transformation ist die Ordnung der

Besselfunktion .J, entsprechend der Ordnung der Hankel-Transformierten der jeweiligen Gréfie
zu wihlen. Im hier betrachteten Fall ist » = 0. Dadurch vereinfacht sich die inverse Hankel-
Transformation, denn es gilt Jo(0) = 1 und .J;(0) = 0 (Bronstein & Semendjajew, 1997, S. 465).
Hieraus folgt, dal u (0, z1) und ¢ (0, z;) verschwinden. Fiir die verbleibenden Feldgréfien ergibt

sich die vereinfachte Beziehung

y %1

y %1
1= (k, 2,

Die Berechnung des Integrals auf der rechten Seite von (2.147) mufl numerisch ausgefiihrt wer-

) 1= (k, 1)
. k (k=) dk. 2.147
) / 1= (k, 21) ( )
) )

den. Die numerische Integrationsformel wird in Abschnitt 4.1.3 behandelt. Somit 148t sich der

Deformationsbeitrag zum Schwereinkrement géﬁf) durch

ghet = 97(0, 1) (2.148)

(0)

bestimmen, und der Freiluftbeitrag ist durch u; (0, 21) ¢,." gegeben.



3. Theorie und Berechnung des Luftmasseneffekts

Nachdem in Kapitel 2 der Freiluft- und Deformationseffekt behandelt worden ist, soll nun der
Luftmasseneffekt berechnet werden. Zuerst wird auf die Methode der Berechnung eingegangen
(Abschnitt 3.1), daran anschliefend werden die erforderlichen Beziehungen fiir das Dichteprofil
(Abschnitt 3.2) und das Temperaturprofil (Abschnitt 3.3) abgeleitet. Mit diesen Beziehungen
ist es dann moglich, das die Attraktion durch die Atmosphire beschreibende Integral zu 16sen

(Abschnitt 3.4).

3.1 Grundlagen

Mit den zur Verfiigung stehenden Oberflichenwerten der Lufttemperatur und des Luftdrucks
fiir das verwendete Mefgitter (Abb. 1.2) wird zunéchst fiir jeden Gitterpunkt ein Dichtepro-
fil berechnet. Aus der resultierenden Dichteverteilung der ebenen Atmosphire werden dann
Mittelwerte fiir Zylinderm&ntel bestimmt (Abb. 3.3). Durch Variation der Radien und Beriick-
sichtigung aller Zylinderméntel ist es dann moglich, die Atmosphére kontinuierlich auszufiillen.
Diese Verfahren, analog zu den kreisringgemittelten Auflastdruckwerten, vereinfacht die Lésung
des Attraktionsintegrals.

Es zeigt sich, dafi die Annahme einer ebenen Atmosphére eine erhebliche Einschrinkung
darstellt, da sie das betrachtete Atmosphérenvolumen beschriankt (Abschnitt 3.4.1 und 5.2).
Deshalb wird ein sphirisches Atmosphdrenmodell entwickelt. Jedem Dichteprofilwert wird ein
Kugelschalensegment (Abb. 3.4) zugeordnet, wobei die Beriicksichtigung aller Kugelschalenseg-
mente die Atmosphire iiber dem Mefigitter (Abb. 1.2) ausfiillt.

3.2 Dichteverteilung in der Atmosphire

Zur Beschreibung der Dichteverteilung in der Atmosphére sind Annahmen erforderlich, die es
ermoglichen, aus den Oberflichenwerten der Lufttemperatur und des Luftdrucks die Dichtever-
teilung zu bestimmen. Es wird vorausgesetzt, dafi sich die Luft wie ein ideales Gas verhélt.
Dann 148t sich der Druck pg; an jedem Punkt der Atmosphére mit Hilfe des idealen Gasgesetzes

angeben:
) . pair(Z)R*eair(Z)
palI‘(Z) — Mair(z) .

(3.1)

Hier ist pair die Volumenmassendichte der Luft und 6,5, deren Temperatur. Mit R* wird die

Gaskonstante! bezeichnet, und Mair(2) ist die Molmasse der Luft. Die positive z-Achse ist hier

V' R* =8.314511 J K~ mol L.

26
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von der Oberfliche in die Atmosphire gerichtet (Abb. 3.3 bzw. Abb. 3.4). Durch Umstellen von
(3.1) ergibt sich die Dichte der Atmosphire zu

palr(Z)Mair(Z)
air = 2
prin(z) = 3:2)
Mit der barometrischen Hohenformel ist
[oodz
pair(z) = pair(o) exp _/ .. (2) (33)
0 amr
Die Skalenhdhe Haip(2) in (3.3) ist wie folgt definiert:
R*6,ir(2)
Hy (2) i=m —————, 3.4
& Ml 0

wobei ¢ die z-abhéngige Schwere bezeichnet. Wird vorausgesetzt, daf die Luft trocken ist, kann
die betrachtete Schicht der Atmosphire als chemisch homogen angenommen werden. (Diese
Annahme gilt niherungsweise fiir die Homosphire bis ca. 100 km Hohe.) Fiir die Molmasse
148t sich dann der Mittelwert M ;.2 verwenden und aus (3.2)—(3.4) fiir die Dichte pa; folgender
Ausdruck ableiten:

0 (0) [ Mg (2)

pair(z) = pair(o) Oair(z) exp | — m dz | . (35)

0

Neben den Oberflichenwerten der Temperatur und des Luftdrucks gehen in diese Beziehung
auch die Temperatur 6,;. und die Schwere ¢ als Funktionen der Héhe z ein.
Fiir die Hohenabhéngigkeit der Schwere 148t sich fiir einen festen Referenzwert gy an der

Oberfliche® aus der Taylorreihenentwicklung folgende lineare Niherung gewinnen:

s = (1-2). (3.6)

Hier ist mit Rg* der mittlere Erdradius bezeichnet. Die Breitenabhinigkeit der Schwere wird
vernachlissigt, da diese fiir das betrachtete Problem nur ca. 1% der Hohenabhingigkeit betrigt.
Die Bestimmung des Temperaturprofils 6,;.(z) wird im folgenden Abschnitt behandelt.

3.3 Temperaturverteilung in der Atmosphére

Das Problem bei der Bestimmung des Temperaturprofils 6(z).i besteht darin, dafi die das
Temperaturprofil beschreibenden Temperaturgradienten gewdhnlich aus Mefidaten abgeleitete
Standardwerte sind. Somit gilt auch die zugehorige Temperaturverteilung nur fiir diese Stan-
dardsituation in der Atmosphire. Es werden auch saisonal variierte Standard-Temperaturprofile

betrachtet (z. B. Sun, 1995, S. 51 u. 94), jedoch lassen sich damit nicht die Variationen zwischen

2 Mair = 0.0289644 kgmol~™"  (NOAA, 1976).
% Tn dieser Arbeit wird der Referenzwert go = 9.81261664 m s~2 benutzt.
4 Tn dieser Arbeit wird Rg = 6371 km benutzt.
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den hier relevanten sechsstiindlichen Temperaturwerten beschreiben. Daher wird im folgenden
ein Standard-Temperaturprofil unter Beriicksichtigung der aktuellen Temperaturmefiwerte an

der Oberfliche modifiziert.

3.3.1 Standard-Temperaturprofil

Das hier verwendete Standard-Temperaturprofil (U.S. Standard Atmosphere, NOAA, 1976)
stellt eine Linearisierung des Temperaturverlaufs dar, d. h. die in den einzelnen Schichten vorge-
gebenen Temperaturgradienten beschreiben eine stiickweise lineare Verdnderung der Temperatur
mit der Hohe. Bei der Bestimmung des Luftmasseneffekts werden hier die unteren 30 km der At-
mosphére beriicksichtigt. Der folgende Ausdruck beschreibt das Standard-Temperaturprofil fiir

die n-te Schicht unter Verwendung der Temperaturgradienten [,, aus Tabelle 3.1:
Oair(Z) = Oair (Zn) + ln (Z - Zn) 3 z € [Zn7 Zn—l—l[- (37)

Als Oberflichenwert der Lufttemperatur wird 6,;,(0) = 288.15 K verwendet.

Tabelle 3.1: Temperaturgradienten des Standard-Temperaturprofils.

n | z, (km) | I, (K/km)
0
-6.5
1 11
0.0
2 20
1.0
3 30

3.3.2 Variation des Standard-Temperaturprofils

Fiir die Untersuchung, welchen Einflufl das Temperaturprofil auf den Luftmasseneffekt hat (Ab-
schnitt 5.2), wird vom Standard-Temperaturprofil ausgegangen. Zur Beriicksichtigung der ak-
tuellen Oberflichenwerte der Lufttemperatur wird jedoch der Temperaturverlauf bis zu einer
Hoéhe von 1500 m durch einen Gradienten beschrieben, der aus dem Standard-Temperaturwert
in 1500 m Hohe und dem Temperaturmefwert an der Oberfliche bestimmt wird.

Eine Variante dieses Temperaturprofils wird berechnet, indem der Temperaturgradient fiir
die unteren 1500m der Atmosphire aus dem Standard-Temperaturwert in 1500 m Héhe und

gemittelten Temperaturwerten® an der Oberfliche bestimmt wird (Temperaturprofil A).

5 Es werden gleitende Mittelwerte der Temperaturmefwerte an der Oberfliche bestimmt, wobei das Mitte-
lungsintervall 31 Tage betragt.
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Abbildung 3.1: Vergleich dreier Temperaturprofile.

Beim sphirischen Atmosphirenmodell wird auflerdem ein Temperaturprofil verwendet, bei
dem zuerst aus dem gemittelten Temperaturwert an der Oberfliche und dem Standard-Tem-
peraturwert in 9000 m Hohe der zugehdrige Gradient bestimmt wird. Aus dem aktuellen Ober-
flichenwert der Lufttemperatur und dem mittels dieses Gradienten berechneten Temperaturwert
in 1500 m Hohe 148t sich dann der bodennahe Gradient ermitteln (Temperaturprofil B).

Der Unterschied zwischen den Temperaturprofilen ist in Abb. 3.1 gezeigt, wobei der Ober-
flichenwert der Lufttemperatur der modifizierten Profile 298.15K betrégt.

3.4 Attraktion durch die Luftmassen

Die Dichteverteilung der Atmosphére dient als Grundlage der Berechnung des Luftmassenbei-
trags. Im folgenden wird ein ebenes Atmosphédrenmodell betrachtet (Abschnitt 3.4.1). Zunichst
wird die Mittelung der Dichtewerte und die dazu verwendete Geometrie beschrieben, anschlie-
Bend wird das Attraktionsintegral berechnet. Danach wird ein sphérisches Atmospharenmodell
untersucht (Abschnitt 3.4.2) und die Berechnung des entsprechenden Attraktionsintegrals vor-

genommen.
3.4.1 Ebenes Atmospharenmodell

Geometrie und Mittelung

Im folgenden wird die Topographie des Mefigebietes vernachldssigt, d. h. alle Oberflichenwerte
werden der Ebene z = 0 zugeordnet. Diese Ebene stellt gleichzeitig die Grenzfliche des ebenen

Halbraums dar, der zur Berechnung des Freiluft- und des Deformationseffeks verwendet worden
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Bezugsebene - m -

Erdoberflache

Abbildung 3.2: Vertikaler Abstand zwischen Bezugsebene und Erdoberflache.

ist.

Die vereinfachende Annahme eines ebenen Bezugsniveaus fiir die atmosphéirische Dichtever-
teilung hat zur Folge, dafi die radiale Ausdehnung des Atmosphdrenmodells beschrinkt werden
muf}. Der Grund hierfiir ist, dafl der vertikale Abstand zwischen der Bezugsebene und der Kuge-
loberfliche der Erde mit radialem Abstand vom Gravimeterstandort zunimmt (Abb. 3.2). Fiir
einen Punkt der Ebene in einem bestimmten radialen Abstand r,, vom Gravimeterstandort 148t
sich der vertikale Abstand Az, zwischen Kugeloberfliche und Ebene berechnen. Der bei kor-
rekter Beriicksichtigung der Sphérizitdt unterhalb der Ebene liegende relative Massenanteil 1468t
sich dann ebenfalls berechnen und ist in Tabelle 3.2 angegeben. Dabei beziehen sich die radialen
Abstinde auf die Mitte der jeweils 25 km breiten Zylinderméntel und die prozentualen Anga-
ben der Massenanteile auf die jeweilige Gesamtmasse eines Zylindermantels von 30 km H6he. In
Tabelle 3.3 werden fiir die verschiedenen Zylinderméntel (Abb. 3.3) die Anteile des gesamten
Luftmassenbeitrags angegeben. Die prozentualen Angaben der Anteile beziehen sich auf das Ge-
samtvolumen mit einem Radius von 150 km und einer Héhe von 30 km. Fiir die Berechnungen

in Tabelle 3.2 und 3.3 ist als Vereinfachung eine isotherme Atmosphidre angenommen worden.

Tabelle 3.2: Vertikaler Abstand zwischen Bezugsebene und Erdoberfliche und zugehoriger
relativer Massenanteil fiir verschiedene radiale Abstinde.

rm (km) | Az, (m) | Relativer Massenanteil

37.5 110.4 1.5 %
62.5 306.6 4.2 %
87.5 600.9 8.0 %
112.5 993.3 12.9 %

137.5 1483.9 18.7 %
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Tabelle 3.3: Relativer Anteil des gesamten Luftmassenbeitrags fiir verschiedene Zylinderméntel.

rm—1 (km) | 7, (km) | Relativer Anteil
0 25 59.0 %

25 50 21.3 %

50 75 9.4 %

75 100 51 %

100 125 31 %

125 150 21 %

Dabei wird aus den Oberflichenwerten des Luftdrucks und der Lufttemperatur die Dichte be-
rechnet, die dann mit konstanter Skalenhdhe ohne Beriicksichtigung des Temperaturverlaufs in
die Hohe fortgesetzt wird. Fiir die Berechnung des Luftmassenbeitrags verringert sich der durch
das beschriankte Integrationsgebiet verursachte Fehler mit zunehmenden Radius. Bei einem Ra-
dius von 75 km werden nach Tabelle 3.3 annihernd 90 % des gesamten Luftmassenbeitrags erfafit.
Der Fehler bei der Berechnung des Luftmassenbeitrags durch die nicht beriicksichtigten Massen
unter der Bezugsebene wird jedoch gréfier, je grofler der Radius des Integrationsgebiets gew&hlt
wird. Fiir den Zylindermantel mit einem Radius von 100 km sollten ca. 8 % der Masse unterhalb
der Bezugsebene liegen, und dieser Anteil ist daher im Modell nicht korrekt beriicksichtigt. Der
im folgenden in der Berechnung benutzt Bereich wird auf radiale Abstidnde von maximal 75 km
begrenzt. Es werden dann ca. 90 % des gesamten Luftmassenbeitrags erfafit, wobei ca. 6 % der
Masse nicht korrekt beriicksichtigt werden.

Aufgrund dieser Einschridnkung beim ebenen Atmosphirenmodell wird als Alternative im
nichsten Abschnitt ein sphérisches Atmospharenmodell entwickelt. Zunachst wird jedoch die

Losung des Attraktionsintegrals fiir das ebene Atmosphdrenmodell behandelt.

Loésung des Attraktionsintegrals

Fiir das Schwerepotential ¢ einer beliebigen Dichteverteilung p(X1, X2, X3) im Raum X gilt

2—7/ / / P X Xo) v i, d X, (3.8)
X1 J Xy J X3 |X|

Die z-Komponente der Schwere ist durch

g: = —¢, (3.9)

definiert. Werden Zylinderkoordinaten verwendet, folgt aus (3.8) und (3.9) die Beziehung
2

i

r
/ [ (ryp,z W . drdpdz. (3.10)
0
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Zylindermantel Z

Abbildung 3.3: Zur Dichtemittelung verwendeter Zylindermantel.

Im folgenden wird die Dichteverteilung in der Atmosphére betrachtet, d. h. p = pajr. Die Dich-
tewerte werden entsprechend ihrer Hohe iiber der Bezugsebene und ihres radialen Abstands zum
Gravimeterstandort Zylinderménteln zugeordnet (Abb. 3.3). Aus den einem Zylindermantel zu-
geordneten Dichtewerten werden dann deren Mittelwerte pairmy berechnet. Weiterhin bezeichnet
i

einen festen Bezugspunkt, den Standort des Gravimeters im Referenzzustand, bezieht, handelt

die z-Komponente des Luftmassenbeitrags zum Schwereinkrement. Da sich der Beitrag auf

es sich um ein lokales Inkrement, das durch den folgenden Ausdruck gegeben ist (Anhang B.1):

05 =200 > a1+ 22—\ b =S 2 2 2] (B

3.4.2 Sphirisches Atmosphéarenmodell
Geometrie

Wie beim ebenen Atmosphirenmodell wird auch hier die Topographie des Mefigebietes ver-
nachléssigt. Jedoch werden die Oberflichenwerte nun der Kugeloberfliche mit dem mittleren
Erdradius Rg zugeordnet. Die Attraktion jedes Kugelschalensegments (Abb. 3.4) wird separat
berechnet, d.h. es entfillt eine Mittelung um eine Symmetrieachse, wie sie beim ebenen At-
mosphédrenmodell vorgenommen worden ist. Die maximale Hohe des beriicksichtigten Volumens
des sphirischen Atmosphdrenmodells betrdgt 30 km, und der maximale radiale Abstand auf der

Referenzfliche (Kugeloberfliche mit Radius Rg) betrigt 900 km.
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Loésung des Attraktionsintegrals

Fiir das sphirische Atmosphirenmodell werden Kugelkoordinaten r, ¢ und ¥ benutzt, die mit

folgender Koordinatentransformation eingefiihrt werden:

Xy = rsindcose,
Xy = rsindsing, (3.12)
X3 = rcosd.

Hier bezeichnet r den radialen Abstand, ¥ den Winkel zwischen der Xs-Achse und dem Vektor
X; und ¢ den Azimut (Abb. 3.4). Aus (3.8) ergibt sich dann in Kugelkoordinaten

X3

Abbildung 3.4: Zur Berechnung des Attraktionsintegrals verwendetes Kugelschalensegment.

oo T O2m

9 9
é(Rg,0,0) 7/// (.9, @)r7sin dr d9 dp, (3.13)
\/r2 2rRg cos 9 + R2

wobei der Aufpunkt auf der X3-Achse und der Kugeloberfliche mit dem Radius Rg gew&hlt ist.

Im folgenden wird die Dichteverteilung in der Atmosphire betrachtet, d. h. p = paj.. Die beriick-
sichtigte Atmosphére wird entsprechend der Anzahl der maximal 900 km vom Aufpunkt ent-
fernten Mefgitterpunkte in Kugelschalensegmente (Abb. 3.4) aufgeteilt. Die Dichtewerte werden
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gemif ihrer Hohe 2, {iber der Kugeloberfliche® und den MeBgitterpunkten einzelnen Kugelscha-

lensegmenten zugeordnet und mit pajrmn; bezeichnet. Fiir ggﬁ) ergibt sich dann (Anhang B.2)

@b _ 7 .
9air — R_E Z palrmnl(¢l - ¢l—1)

m,n,l

[(20 + R)y/ (20 + RE)? = 2(20 + Rip) Recos 0 + R}

~(z0-1 + B)y/ (50mt + RE)? — 2(20 + Rp)Rpcos by, + R,

—(zn + RE)\/(zn + Rg)? — 2(z, + Rp)RE cos¥,,—1 + R%,

+(zum1 + BE)y (201 + RE)? = 220 + Rp)Rpcosduy + RE). (3.14)

6 Bs gilt jetzt zy, :=r, — Rg.



4. Numerische Umsetzung der Theorie

In Kapitel 2 und 3 ist die Theorie zur Berechnung der drei atmosphirischen Beitrige zum
Schwereinkrement dargestellt worden. Nun soll die numerische Umsetzung der Theorie behandelt

werden.

4.1 Berechnung des Freiluft- und Deformationsbeitrags

Im folgenden wird auf die Berechnung des Freiluft- und Deformationsbeitrags eingegangen.
Dazu werden zuerst die Parameter des verwendeten Erdmodells angegeben (Abschnitt 4.1.1).
Anschlieflend wird die kreisringférmige Geometrie der Auflastdruckverteilung besprochen (Ab-
schnitt 4.1.2). Zuletzt wird auf die numerische Implementierung der inversen Hankel-Trans-

formation eingegangen (Abschnitt 4.1.3).

4.1.1 Modellparameter

Fiir das verwendete ebene Erdmodell ist in Abschnitt 2.2.1 elastisches Materialverhalten vor-
ausgesetzt worden. Mit der Annahme homogener Schichten gem&f Abschnitt 2.3.1 folgt, dafi die
Lamé-Konstanten A und p sowie die Dichte p fiir die L Schichten vorgegeben werden miissen
(Abb. 4.1). Die hier verwendeten Parameter von Erdmodell PSC werden vom PREM-Erdmodell
(Dziewonski & Anderson, 1981) abgeleitet. Hierzu werden die oberen 2100 km der Erde in 29
Schichten aufgeteilt und die jeweiligen Lamé-Konstanten A und p sowie die Dichte p so gew&hlt,
daf} sie eine treppenformige Niherung des Verlaufs im PREM-Erdmodell darstellen. Die Pa-
rameterwerte fiir die unterste Schicht gelten fiir den Halbraum unter der tiefsten Grenzfliche.
Desweiteren wird in Abschnitt 5.1.1 das vierschichtige Erdmodell LC benutzt, dessen Parame-
ter A, pu und pin Abb. 4.2 gezeigt sind. In Abschnitt 5.1.2 wird auflerdem das inkompressible
Erdmodell PST verwendet, das in der Schichtung und den Parametern p und p Erdmodell PSC
entspricht. Die Parameterwerte aller Erdmodelle sind in Anhang C.1 gelistet.

4.1.2 Geometrie der Auflastdruckverteilung

Wie in Abschnitt 2.4.1 geschildert worden ist, werden die Luftdruckwerte des Mefigitters Kreis-
ringen (Abb. 2.4) zugeordnet und fiir jeden Kreisring m der Mittelwert p,, berechnet. Jeder
dieser Kreisringe ist r,, — r,,—1 = 44 km breit und der maximale Radius rps betragt 1100 km.
Zusitzlich wird jetzt beachtet, daf§ Luftdruckdnderungen iiber dem Meer nicht zu Lastdnderun-
gen fiihren sollen, d. h. es wird hier also das Modell des inverted barometer ocean (IBO) (z. B.

Spratt, 1982; Boy & Hinderer, 1999) vorausgesetzt. Hierbei wird davon ausgegangen, daf} kleine

35



36 4. Numerische Umsetzung der Theorie

? ‘ 1(‘)0 ‘ 2?0 | 300 26\00 50‘00
L . -~
0 - N -
A, p (GPa) p (kg/m?)
500 — -
1000 — 7
1500 -
2000 2 (km) ~ 2 (km)

Abbildung 4.1: Verteilung der Lamé-Konstanten A und p und der Dichte p fiir vereinfachtes
PREM-Erdmodell PSC.
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Abbildung 4.2: Verteilung der LLamé-Konstanten A und p und der Dichte p fiir vierschichtiges
Erdmodell LC.

Anderungen des Auflastdrucks iiber dem Meer von den damit verbundenen Wasserverdringun-
gen kompensiert werden.

In Abb. 4.3 sind neben Spektren synthetischer Lasten auch beispielhaft vier Lastspektren
aus Luftdruckdaten des Mefgitters abgebildet. Dabei sind die normierten! Lastspektren als
Funktion der normierte Wellenzahl k = kRp aufgetragen. Die synthetischen Auflasten bestehen
aus einem oder mehreren 44 km breiten Kreisringen, deren &uflere Radien angegeben sind und

auf die ein konstanter Druck wirkt, so daf§ kreisformige Auflasten entstehen. An den Spektren

! Die Spektren sind jeweils auf ihre Wert fiir « = 0.1 normiert.
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Abbildung 4.3: (a): Spektren des Drucks fiir ho- (b): Spektren des Drucks fiir ge-
mogene, kreisférmige Auflasten messene  Auflastdruckverteilun-
mit unterschiedlichen Radien. gen.

in Abb. 4.3a ist zu erkennen, dafl beim kleinsten Lastring (Radius von 44 km) erst fiir £ > 100
die Amplitude abklingt und bei k = 499 auf ca. 10% abgefallen ist. Fiir die synthetischen
Auflasten mit Lastringen bis zu 528 km und 1100 km erfolgt die Abnahme bereits bei kleineren
Wellenzahlen.

Wie unterschiedlich die Lastspektren fiir gemittelte Luftdruckwerte des Mefigitters sind, ist
an den Spektren in Abb. 4.3b zu erkennen. Alle Auflastdruckverteilungen haben hier eine radiale
Ausdehnung von 1100 km. Es fillt auf, daf die Spektren zwischen x = 10 und x = 100 in ihren
Amplituden deutlich voneinander abweichen. Allen gemeinsam ist allerdings das Abklingen der
Amplitude auf einige Prozent fiir £ > 400. Fiir die numerische inverse Hankel-Transformation
sind desweiteren die Spektren der Oberflichenvertikalverschiebung und der Schwere von Interesse
und werden zum Auffinden der Obergrenze der beriicksichtigten Wellenzahlen in Abschnitt 4.1.3
betrachtet.

4.1.3 Numerische Ausfiihrung der inversen Hankel-Transformation

Bisher ist die Berechnung des Freiluft- und Deformationsbeitrags im Spektralbereich darge-
stellt worden. Weiterhin ist in Abschnitt 2.4.2 darauf verwiesen worden, dafi die inverse Hankel-
Transformation nur numerisch durchgefiihrt werden kann. Zur Berechnung der Felder im Raum-
bereich (radialer Bereich) ist die inverse Hankel-Transformation durchzufiithren, die durch (2.68)

gegeben ist. Fiir » = 0 und v = 0 vereinfacht sich sie sich zu
0 2’1 = / kF k 2’1 dk (41)
0

Fiir die Felder in (2.147) kann (4.1) nur numerisch berechnet werden, und es wird eine Nihe-



38 4. Numerische Umsetzung der Theorie

10 (@ 10 (b) |
08 - 08 i -
0.6 1 * o 0.6 # B
L
g » g *
D 04 8 F O 04 * -
Qé* Q’Q
* %
% s E* -
0.2 N 02 ,
0.0 *  Beispid 1 0.0 *  Beispiel 1 Q%lm_»
Beispiel 2 Beispiel 2
02 > DBeispiel 3 i 02 o DBeispiel 3 i
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
K K
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rungsformel fiir das Integral mit diskreten Werten FI% - (k, z1) bendtigt. Zuerst mufl eine endliche
Obergrenze fiir die Wellenzahlen k& angegeben werden. Hierzu sei auf Abb. 4.4 verwiesen, in der
die Spektren der Hankel-transformierten Oberflichenverschiebung UZ[O]_(.'@7 z1) und der Schwere
G~ (k, z1) als Funktion der normierten Wellenzahl s dargestellt sind?. Fiir die maximal beriick-
sichtigte normierte Wellenzahl k = 499 sind die zugehérigen Amplituden unter 0.02 % abgefallen.
Fiir den Bereich von x = 200 bis k = 499 befinden sich die Amplituden innerhalb einer 0.08 %
Umgebung. Alle prozentualen Angaben beziehen sich auf den Wert der jeweiligen Feldgrofle fiir
k = 0.1. Hiermit 188t sich begriinden, daf§ die numerische inverse Hankel-Transformation mit
der Begrenzung auf die maximale normierte Wellenzahl x = 499 durchgefiihrt wird.

Mit Hilfe der Newton-Cotes-Formeln (z.B. Werner, 1992) 148t sich folgender Ausdruck fiir
die numerische Berechnung des Integrals (4.1) ableiten (Anhang C.2):

2h4 h4 h4 -1

4
7 (0,21) = o Ak | TFimg + 32 S Fopot 12 Fuo + 14 Fup+ TF,,., (4.2)
h=1 h=1 h=1
mit
1 A h
Fh = kF[O]_(kvzl)v k:w7 h:1727- -vhmaxv
Rg

hmax

h4 - 4
0.4

Ak = —.
Rg

Hier ist hmax = 1248, womit sich die maximal beriicksichtigte normierte Wellenzahl k = 499.3

ergibt.

2y LO] ~ und G~ sind jeweils auf ihren Wert fiir k = 0.1 normiert.
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4.2 Berechnung des Luftmassenbeitrags

Zuerst wird fiir das zylindrische sowie das sphérische Atmosphirenmodell die Diskretisierung des
Atmosphirenvolumens beschrieben (Abschnitt 4.2.1). Danach wird die Berechnung der variierten
Temperaturprofile behandelt (Abschnitt 4.2.2), an die sich die Beschreibung des Losungswegs
der Integration des Kehrwerts der Skalenhdhe (3.5) anschliet (Abschnitt4.2.3).

4.2.1 Diskretisierung der Atmosphirenmodelle

Wie in Abschnitt 3.3.1 erwdhnt worden ist, wird die Atmosphire bis zu einer Héhe von 30 km
beriicksichtigt. Dazu werden beim zylindrischen Atmosphirenmodell im Attraktionsintegral (3.10)
N = 300 gleich machtige Schichten betrachtet, die jeweils in M = 3 Zylinderm&ntel mit homo-
genen Dichten untergliedert sind (Abb. 3.3). Jeder dieser Zylinderméntel hat eine Breite von
25km, so dafl der maximale Radius 75 km betrégt.

Fiir das sphérische Atmosph&renmodell wird das beriicksichtigte Volumen in N = 300 gleich
michtige Kugelschalen unterteilt. Entsprechend dem maximalen Abstand von 900 km auf der
Referenzfliche (Kugeloberfliche mit Radius Rg) wird 9,=as mit M = 30 bestimmt und die
iibrigen ¥, mit gleichen Winkelabstdnden. Je nach Anzahl L(m) der Mefigitterpunkte, die unter
einem Band zwischen #,,_1 und 9,, liegen, wird dieses in L(m) gleichvolumige Kugelschalen-
segmente zerlegt, womit die ¢; bestimmt sind. Somit ergibt die Summe aller L(m) die Anzahl

der Mefigitterpunkte mit einem Abstand von bis zu 900 km vom Gravimeterstandort auf der

X3-Achse.

4.2.2 Luftdruck- und Lufttemperaturverteilung

Zur Berechnung der Dichteprofile nach (3.5) werden neben dem Luftdruckwert p,;(0) auch die
Lufttemperaturwerte 6,i,(2) benstigt. In Abschnitt 3.3.2 ist beschrieben worden, wie die Tem-
peraturverteilungen bestimmt werden. Je nach verwendeten Atmosphirenmodell wird neben
den Oberflichenwert der Lufttemperatur auf ein gemittelter Temperaturwert verwendet. Der
gemittelte Temperaturwert wird aus den Mefwerten an einem Gitterpunkt (Abb. 1.2) fiir ein
31 Tage langes Zeitintervall berechnet. In Abb. 4.5 sind diese Werte fiir einen Potsdam nahe
gelegenen Mefigitterpunkt graphisch dargestellt. Bei der Berechnung des Dichteprofils zu jedem
betrachteten Mefigitterpunkt werden fiir die N = 300 Schichten je ein Dichtewert aus dem Ober-
flichenwert des Luftdrucks und der entsprechenden Temperaturverteilung bestimmt. Hierbei ist

das Integral iiber den Kehrwert der Skalenhéhe auszufiihren.
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Abbildung 4.5: (a) Luftdruck und (b) Temperatur fiir einen Potsdam benachbarten Gitterpunkt.



4.3. Hinweise zur Modellierung 41

4.2.3 Numerische Integration

Als néchstes wird die Integration {iber den Kehrwert der Skalenhdhe durchgefiihrt. Das zu be-
stimmende Integral in (3.5) hat folgende Form:

Mairg (2)

I= | ——=
R*0,i, (2)

0

dz. (4.3)

Dieses Integral 148t sich auf Grund der diskreten Temperaturwerte 6,;,(z) nur numerisch 16sen.
Da fiir jede Atmosphidrenschicht z, ein Wert des Integrals benétigt wird, optimiert die numeri-
sche Integration iiber jede einzelne Schicht die Berechnung:

Zn

In _ Mairg (2)

) (4.4)

Zn—1
Das Integral I, wird mit der Ndherungsformel aus Anhang C.2 bestimmt. Zur Berechnung des

Integrals fiir die Hohe zn, miissen die Integrale I,, aller Schichten summiert werden:

N
I=>"TI. (4.5)

Da je nach Atmosphirenmodell ab einer bestimmten Hdhe (1500 m oder 9000 m) die Tempe-
raturverteilung konstant gehalten wird (Abschnitt 3.3.2), miissen die Integrale der Schichten
oberhalb dieser Hohe fiir alle Mefigitterpunkte und Zeitschritte nur einmal berechnet werden,

was eine erheblich Rechenzeitersparnis bewirkt.

4.3 Hinweise zur Modellierung

Im folgenden werden Hinweise zu dem entwickelten Fortran-Programm gegeben. Es wird angege-
ben, welche Gréflen modelliert werden und im Anschlufi daran eine Erklarung der Arbeitsweisen

des Programms gegeben.

4.3.1 Wahl des Referenzzeitpunkts

Wie in Kapitel 1 ausgefiihrt worden ist, sollen die atmosphirischen Einfliisse auf SG-Daten be-
rechnet werden, um die Mefidaten hinsichtlich des atmospéirischen Gesamtbeitrags zu reduzieren.

Dieser Beitrag setzt sich wie folgt zusammen:
) A A
gz(m)n = géef) + g,(zo)uz + gz(iir)‘ (4.6)

Der Start der Zeitreihe am 01.07.1992 um 6.00 Uhr wird fiir die Berechnung des atmosphéri-
schen Gesamtbeitrags als Zeitpunkt ¢ = 0 gewdhlt. Die Luftdruckverteilung und die berechnete
Dichteverteilung fiir diesen Zeitpunkt stellen die Referenzverteilungen dar. Bei der Berechnung

(A) (0)

des Deformationsbeitrags g,¢ und des Freiluftbeitrags ¢ u, wird die Differenz zwischen der
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aktuellen Luftdruckverteilung und der Referenzverteilung verwendet. Desgleichen wird bei der
Berechnung des Luftmassenbeitrags ggﬁ) die Differenz zwischen der aktuellen Dichteverteilung
und der Referenzverteilung verwendet. Im folgenden werden einige Hinweise iiber das entwickelte
Programm gegeben, in dem die bisher beschriebene Theorie und die Losungsverfahren umgesetzt

werden.

4.3.2 Hinweise zum Programm

Das entwickelte Fortran-Programm modelliert den atmosphérischen Gesamtbeitrag zum Schwe-
reinkrement. Bei diesem Programm sind verschiedene Arbeitsweisen méglich, die durch unter-
schiedliche Schalter in der Steuerdatei gewihlt werden. Soll die Ubertragungsfunktionen be-
stimmt werden, wird in der Steuerdatei nur die Datei mit den Erdmodellparametern und die
Ausgabedatei bendtigt. Zwar sind in dieser Arbeit die theoretischen Herleitungen nur fiir kom-
pressible Erdmodell angegeben, jedoch ist im Programm die Méglichkeit geschaffen, inkompres-
sible Erdmodelle zu beriicksichtigen. Die dazu bendétigten Propagatoren sind Thoma & Wolf
(1999) entnommen, wo sie allerdings fiir den viskoelastischen Fall angegeben sind.

Die iibliche Arbeitsweise zur Reduktion einer SG-Datenreihe ist die der Zeitreihenbearbei-
tung. Zuerst wird abgefragt, ob das zylindrische oder das sphéirische Atmosphirenmodell ver-
wendet werden soll. Danach wird der Name der Steuerdatei eingelesen. In der Steuerdatei muf}
entweder eine Erdmodelldatei angegeben werden oder die Datei mit der Ubertragungsfunktion
der Feldgréfien. Zusdtzlich miissen noch die Dateien der Temperaturdaten und Luftdruckdaten
des Mefigitters angegeben werden. In diesen Dateien werden getrennt die verschiedenen meteo-
rologischen Daten fiir die sechsstiindlichen Zeitreihen bereitgestellt. Geometrieangaben sowie
Referenzwerte werden zusitzlich aus eigenen Dateien eingelesen. In die in der Steuerdatei ange-
gebene Ausgabedatei werden die Oberflichenverschiebung u,, die Oberflichenspannung ¢,., der

Deformationsbeitrag géff), der Freiluftbeitrag gfzo)uz7 der Luftmassenbeitrag ggﬁ)

(8)
t

atm

und die Summe

dieser Beitrige g,.. geschrieben.



5. Einflufl der Modellannahmen auf die Berechnungen

In diesem Kapitel wird der Einflul der Modellannahmen auf die Berechnungen untersucht. In
den zuerst ausgefiihrten Untersuchungen (Abschnitt 5.1) wird der Einflu der Annahmen des
Erdmodells auf die Vertikalverschiebung und den Deformationsbeitrag betrachtet. Es folgen
Untersuchungen der Auswirkung des IBO-Modells auf die Berechnungen. Abschlieflend werden
Berechnungen fiir den Luftmassenbeitrag durchgefiihrt (Abschnitt 5.2), die zur Bewertung des

Einflusses der Annahmen des Atmospharenmodells dienen.

5.1 Einflu$} der Annahmen zum Erdmodell

Zuerst wird neben dem in Abschnitt 4.1.1 besprochenen Erdmodell PSC das vereinfachte vier-
schichtige Erdmodell LC betrachtet. Durch den Vergleich der berechneten Feldgréfien kann die
Empfindlichkeit der Modellierung hinsichtlich der Feinheit der Schichtung untersucht werden.
Danach wird auf den Einflufl der Kompressibilitiat auf die Berechnung eingegangen. Dazu wird

im Vergleich das inkompressible Erdmodell PSI benutzt.

5.1.1 Einflufl der Schichtung

An dem in Abschnitt 4.1.1 besprochenen Erdmodell PSC wird nicht deutlich, welche Wirkung
die Feinheit der Schichtung auf die Berechnung hat. Als Hilfe bei der Beantwortung dieser
Frage werden u, und géﬁf) auf der Grundlage zweier verschiedener Erdmodelle berechnet. Diese
GroBen werden fiir Potsdam (52.3806°N, 13.0682°E) berechnet. Fiir den Auflastdruck werden
die Luftdruckdaten des ECMWF fiir das Mefigitternetz (Abb. 1.2) herangezogen, die bis zu
radialen Abstdnden von 1100 km beriicksichtigt werden. Abb. 5.1 zeigt u, an der Oberfliche 2z
fiir Erdmodelle PSC und LC (Anhang C.1). Die Angabe des Zeitfensters, Tag 98 bis 140, bezieht
sich auf den Beginn der Zeitreihe am 01.07.1992. Die Differenz zwischen u, betrdgt maximal

0.5 mm bzw. ca. 10 %. Abb. 5.2 zeigt géff) fiir Erdmodelle PSC und LC. Es ist zu erkennen, daf die

entsprechende Abweichung zwischen géﬁf) maximal 0.1 uGal® bzw. 10 % betrigt. Die Differenzen
in den berechneten Feldgrofien zeigen, dafi die Verwendung des vierschichtigen Erdmodells LC
bereits eine brauchbare Nidherung darstellt. In dieser Arbeit wird jedoch weiterhin PSC fiir die

Berechnung des Freiluft- und Deformationsbeitrags herangezogen.

5.1.2 Einflul der Kompressibilitiat
Zur Abschitzung des Einflusses der Kompressibilitdt werden wiederum w, und géﬁf) verglichen,

jedoch wird nun das kompressible Erdmodell PSC und das inkompressible Vergleichsmodell PST

! Esist 1 puGal = 1078 ms™2.
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Abbildung 5.1: Oberflichenverschiebung fiir Erdmodell PSC und LC.
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Abbildung 5.2: Deformationsbeitrige fiir Erdmodell PSC und LC.

(Anhang C.1) benutzt. In Abb. 5.3 ist zu erkennen, daf die Differenz zwischen u, proportional
zur Verschiebung ist und mit maximal ca. 3mm ungefihr 50 % des Wertes fiir Erdmodell PSC
betrdgt. Abb. 5.4 zeigt, dafl diese Proportionalitdt auch fiir die Differenz zwischen géﬁf) gilt. Im

betrachteten Zeitfenster ist eine maximale Differenz von ca. 0.5 uGal zu erkennen.

Abschlielend wird die Summe des Freiluft- und Deformationsbeitrags betrachtet. Abb. 5.5
zeigt géﬁf) + gfzo)uz fiir Erdmodell PSC und PSI. Die maximale Differenz im betrachteten Zeit-
fenster von ca. 0.5 pGal 148t die Bedeutung der Kompressibilitidt erkennen. Als Schlufifolgerung

148¢ sich feststellen, dafl der Einflufl der Kompressibilitit nicht zu vernachldssigen ist.
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Abbildung 5.3: Oberflichenverschiebung fiir Erdmodell PSC und PSI.
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Abbildung 5.4: Deformationsbeitrag fiir Erdmodell PSC und PSI.

5.1.3 Einflufl des IBO-Modells

Bei der Beschreibung der Diskretisierung des Auflastdrucks in Abschnitt 4.1.2 ist darauf hinge-
wiesen worden, daf die Ndherung des inverted barometer ocean (IBO) verwendet wird. Wie bei
den anderen Modellannahmen soll auch der Einflufl dieser Annahme auf die berechneten Werte
betrachtet werden. Dazu wird das IBO-Modell aufgegeben und es werden u, und géff) wie in
Abschnitt 5.1.1 beschrieben berechnet. Fiir die {iber dem Meer auftretenden Auflastdruckvaria-
tionen bedeutet das, dafl sie ungemindert auf den Meeresgrund einwirken. Diese Modellannahme

wird auch als non-inverted barometer ocean (NIBO) bezeichnet. Abb. 5.6 zeigt, daf fiir den be-



46 5. Einflul der Modellannahmen auf die Berechnungen

o PSC
+ PSIL

98 105 112 119 126 133 140
Zeit t (d)

Abbildung 5.5: Summe von Freiluft- und Deformationsbeitrag fiir Erdmodell PSC und PSI.
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Abbildung 5.6: Oberflichenverschiebung fiir IBO-Modell und NIBO-Modell.

trachteten Zeitraum von sechs Wochen fiir u, deutliche Abweichungen zu verzeichnen sind, die
bis zu 2mm bzw. ca. 20% des Wertes fiir das IBO-Modell betragen. Diese Proportionalitit 148t
sich fiir die gesamte Zeitreihe beobachten. Ebenso deutliche Abweichungen von maximal 0.2 uGal
zeigt Abb. 5.7 fiir gc(lff). Hier 148t sich wiederum eine Proportionalitit erkennen, denn géﬁf) fiir das
NIBO-Modell ist ca. 20 % grofer als der entsprechende Wert des IBO-Modells. Fiir die weiteren

Berechnungen des Freiluft- und Deformationsbeitrags wird das IBO-Modell benutzt.
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Abbildung 5.7: Deformationsbeitrag fiir IBO-Modell und NTBO-Modell.

5.2 Einflufl der Annahmen zum Atmosphirenmodell

Nachdem die Auswirkungen der Annahmen zum Erdmodell untersucht worden sind, soll nun
der Einflufl der Annahmen zum Atmosphiarenmodell betrachtet werden. Zuerst wird der Einfluf§

der Geometrie untersucht, anschliefend wird der Einflufl des Dichteprofils behandelt.

5.2.1 Einflufl der Geometrie

Wie schon beschrieben worden ist, ergeben sich fiir das ebene Atmosphédrenmodell Einschrdnkun-
gen beziiglich des betrachteten Atmosphirenvolumens, auf die im folgenden niher eingegangen
wird. Die Beschrankung der Atmosphédrenhdhe auf 30 km ist allerdings nicht durch die Verwen-
dung des ebenen Atmosphirenmodells bedingt, sondern durch die geringe Dichte der Atmosphire
iiber 30 km H6he. In Abb. 5.8 sind die Luftmassenbeitrige fiir Atmosphirenhdéhen von 25km,
30km und 35 km gezeigt. Diese sind fiir den Gravimeterstandort Potsdam gem&f Kapitel 3 aus
den Luftdruck- und Temperaturdaten berechnet. In dem betrachteten sechswéchigen Intervall
zeigen nur die Extremwerte erkennbare Unterschiede zwischen den Luftmassenbeitrigen. Die-
se betragen jedoch lediglich ca. 0.01 uGal, was fiir die Modellierung ohne Bedeutung ist. Im
folgenden wird eine Atmosphdrenhdhe von 30 km Hohe verwendet.

In Abschnitt 3.4 sind die Atmosparenmodelle eingefiihrt worden. Insbesondere ist fiir das
ebene Modell der Massenanteil abgeschitzt worden, der unterhalb der Bezugsebene liegt und
somit nicht in das Attraktionsintegral eingeht. Abb. 5.9 zeigt den Luftmassenbeitrag fiir ver-

(2)

oy fiir die drei verschiedenen At-

schiedene Atmosphirenmodelle. In den Extrema variiert ¢
mosphidrenmodelle um ca. 2 uGal, wobei die Ergebnisse fiir das ebene Atmosphirenmodell mit

maximalem radialem Abstand von 900 km die gréfiten Extrema aufweisen. Eine Bewertung der
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Abbildung 5.8: Luftmassenbeitrdge fiir unterschiedliche Atmosph&renhéhen.
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Abbildung 5.9: Luftmassenbeitrdge fiir unterschiedliche Atmosph&rengeometrien.

Atmosphdrenmodelle ist hier nicht méglich und wird erst in Abschnitt 6.3.1 nach Vergleich der

unterschiedlich reduzierten SG-Daten vorgenommen.
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Abbildung 5.10: Hohenabhé&ngigkeit der Skalenhdhen fiir unterschiedliche Temperaturprofile.

5.2.2 Einflul des Dichteprofils

Bei der Ableitung der Dichteverteilung in der Atmosphé&re in Abschnitt 3.2 ist es notwendig ge-
wesen, Annahmen einzufiihren, die es gestatten, aus den Oberflichenwerten der Lufttemperatur
und des Luftdrucks an den Mefigitterpunkten die Dichteprofile {iber diesen Punkten zu bestim-
men. Hier soll der Einfluf dieser Annahmen auf den Luftmassenbeitrag untersucht werden. Es
wird vorausgesetzt, dafi sich die Luft wie ein ideales Gas verhdlt. Wird dann der Luftdruck
durch (3.3) und die Dichte durch (3.5) mit Hilfe der barometrischen Héhenformel als Funktion
der Hohe z beschrieben, werden die funktionalen Zusammenh&nge durch die z-abhidngige Ska-
lenhshe beeinflufit. GemidB (3.4) wird diese wiederum durch die z-abhidngige Temperatur und
Schwere bestimmt. Um den Einflufl des Temperaturprofils auf die Skalenhdhe aufzuzeigen, sind
in Abb. 5.10 neben der konstanten Skalenhdhe drei h6henabhéngige SkalenhShen dargestellt, bei
denen das Standard-Temperatuprofil und zwei modifizierte Temperaturprofile verwendet werden
(Abschnitt 3.3.2). Zwischen den mit Hilfe der unterschiedlichen Temperaturprofile berechneten
Skalenhdhen ist bis in grofle Hohen eine deutliche Differenz zu erkennen, obwohl die Tempera-
turprofile nur bis zu einer Héhe von 1500 m bzw. 9000 m variieren. Hieran wird deutlich, daf
der Einflufl des Temperaturprofils auf die Skalenhthe héher reicht als der Variationsbereich des
Temperaturprofils.

Abb. 5.11 zeigt die Dichteprofile fiir eine konstante Skalenhthe Hy; = 7300m und fiir ei-
ne héhenabhénige Skalenhdhe, wobei die Dichtewerte mit Hilfe des Standard-Temperaturprofils
und gemidfB (3.5) berechnet sind. Fiir beide Dichteprofile werden fiir den Bodenwert der Luft-
temperatur 0,;,(0) = 288.15K und fiir den des Luftdrucks pa;(0) = 1013 hPa benutzt. Auffillig
ist die grofere Dichte bis 11000 m fiir héhenabhingige Skalenhdhe. In dem dariiberliegenden
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Abbildung 5.11: Hohenabhé&ngigkeit der Dichte fiir unterschiedliche Skalenh&hen.

Bereich bis 30000 m Hohe sind die Dichtewerte fiir variable Skalenh6he dagenen etwas niedriger
als fiir konstante SkalenhGhe.

Im folgenden wird die Auswirkung des verwendeten Temperaturprofils auf das Dichteprofil
betrachtet. In Abb. 5.12 werden drei Dichteprofile verglichen, bei denen fiir die Berechnung nach
(3.5) das Standard-Temperaturprofil und Temperaturprofile A und B verwendet werden (Ab-
schnitt 3.3.2). Fiir alle Dichteprofile wird als Oberflichenwert des Luftdrucks p,i:(0) = 1013 hPa
verwendet. Das zum Standard-Temperaturprofil gehérige Dichteprofil unterscheidet sich nur im
oberflichennahen Bereich bis 1500 m und 2500 m H6he von dem mit Temperaturprofil A bzw. B
berechneten Dichteprofil.

Abb. 5.13 zeigt fiir einen Ausschnitt der Zeitreihe die mit unterschiedlichen Skalenh&hen und
Temperaturprofilen gemdf Abschnitt 5.2.1 fiir den Gravimeterstandort Potsdam berechneten
Luftmassenbeitrage gz(ﬁ). Dabei wird bei der Annahme konstanter Skalenh6he das Standard-
Temperaturprofil benutzt, nicht jedoch die Integration in (3.5) ausgefiihrt. Fiir die mit den
modifizierten Temperaturprofilen berechneten Luftmassenbeitrige werden dagegen die Dichten
gemif (3.5) bestimmt.

Die Differenz zwischen ggﬁ)

betrigt ca. 100 % der Werte fiir das Standard-Profil, was die Notwendigkeit der Integration
(a)

air

fiir konstante Skalenhthe und fiir das Standard-Temperaturprofil
iiber die Skalenhthe zeigt. Die Differenz zwischen ¢’. 7 fiir das Standard-Temperaturprofil und
fiir Temperaturprofil A betrigt dagegen nur ca. 10% der Werte fiir das Standard-Profil. Die
entsprechende Abweichung fiir Temperaturprofil B betrigt ca. 20 %. Die Auswirkungen dieser
Abweichungen auf die Reduktion der SG-Daten werden in Abschnitt 6.3.2 untersucht.
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Abbildung 5.12: Hohenabh&nigkeit der Dichte fiir unterschiedliche Temperaturprofile.
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Abbildung 5.13: Luftmassenbeitriage fiir unterschiedliche Dichteprofile.



6. Reduktion der SG-Daten

Zuerst werden Angaben zu den SG-Daten, deren Bearbeitung und dem Gravimeter gemacht
(Abschnitt 6.1). Danach werden die Ergebnisse der Reduktion der SG-Daten mit Hilfe der ver-
schiedenen Modelle beschrieben (Abschnitt 6.2), die im Anschlufl bewertet und mit alternativen
Reduktionsverfahren verglichen werden (Abschnitt 6.3). AbschlieBend wird eine kurze Zusam-

menfassung gegeben (Abschnitt 6.4).

6.1 Angaben zu den SG-Daten

Die in dieser Arbeit benutzten SG-Daten sind mit dem Supraleit-Gravimeter TT70 am GFZ
Potsdam (52.3806°N, 13.0682°E) im Zeitraum vom 01.07.1992 bis 27.03.1995 registriert wor-
den. Das Gravimeter mifit im Fiinfsekunden-Abstand, wobei die Werte mit Hilfe eines “zero
phase shift filter” in Minuten-Werte und diese in Stunden-Werte transformiert werden. An-
schlieBend wird eine Gezeitenreduktion vorgenommen (Neumeyer, 1994; Neumeyer & Dittfeld,
1997). Die meteorologischen Daten des ECMWEF stehen dagegen nur als sechsstiindliche Zeitrei-
hen zur Verfiigung, so daf§ bei der atmosphéirischen Reduktion nur die entsprechenden SG-Daten
beriicksichtigt werden. Abb. 6.1 zeigt die so bearbeiteten SG-Daten gé(g fiir die gesamte Zeitrei-
he. Da der Bezugstag der 01.07.1992 ist, liegen die Jahreswechsel bei 184d, 549d und 914 d. (In
den Abbildungen sind die Jahreswechsel durch vertikale Linien gekennzeichnet.) Auffillig sind
die Zunahme der Schwerewerte mit der Zeit und die starke Variation in den Wintermonaten.
AufBerdem sind zwei Datenliicken (ca. 510d und 730d) vorhanden, die auf Stérungen bei der

Registrierung zuriickzufiihren sind.

6.2 Reduktion der SG-Daten hinsichtlich des atmosphirischen

Gesamtbeitrags

6.2.1 Zylindrisches Atmospharenmodell

Zunichst werden die SG-Daten (Abb. 6.1) hinsichtlich des atmosphérischen Gesamtbeitrags zum
()

Schwereinkrement, gafm, reduziert, der mit Hilfe des ebenen Atmosphirenmodells berechnet ist.
In Abb. 6.2 ist dieser Beitrag fiir die gesamte Zeitreihe dargestellt. In den Wintermonaten fallen
starke Variationen auf, an denen bei Beachtung des unterschiedlichen Vorzeichens eine deutliche
Korrelation mit dem Luftdruck zu erkennen ist (vgl. Abb. 4.5).

GemiB (4.6) setzt sich der atmosphérische Gesamtbeitrag zum Schwereinkrement aus drei
(a)

al

Summanden zusammen. Abb. 6.3 zeigt den dominanten Luftmassenbeitrag ¢.. . Im Vergleich

zu Abb. 6.2 fillt auf, daf sich die beiden Graphen nur durch die etwas geringeren Amplituden

52
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Abbildung 6.1: Zeitreihe der bearbeiteten SG-Daten vom 01.07.1992 bis zum 27.03.1995.
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Abbildung 6.2: Atmosphérischer Gesamtbeitrag zum Schwereinkrement.

des Gesamtbeitrags unterscheiden. In Abb. 6.4 ist der Freiluftbeitrag gfzo)uz dargestellt, der mit
maximalen Amplituden unter 4 uGal einen wesentlich geringeren Anteil hat. Da der Freilufbei-
trag das entgegengesetzte Vorzeichen des Luftmassenbeitrags aufweist, erkldrt sich die geringere
Amplitude der Summe der atmosphérischen Beitridge zum Schwereinkrement. Derin Abb. 6.5 ge-
zeigte Deformationsbeitrag géﬁf) stellt den betragsméifig kleinsten Anteil mit Amplituden unter
2 uGal dar. Dieser Beitrag hat das umgekehrte Vorzeichen des Freiluftbeitrag.

Abb. 6.6 zeigt das Schwereresiduum nach Reduktion hinsichtlich des atmosphérischen Ge-

samtbeitrags. Wegen der nun wesentlich geringeren Streuung ist ein langperiodisches Signal zu
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Abbildung 6.3: Luftmassenbeitrag zum Schwereinkrement berechnet mit ebenem Atmosphiren-
modell und Temperaturprofil A.
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Abbildung 6.4: Freiluftbeitrag zum Schwereinkrement.

erkennen, das einem annidhernd linearen Trend iiberlagert ist. Neumeyer & Dittfeld (1997) zeig-
ten, dafl der lineare Trend weitgehend durch die Drift des Gravimeters erkldrt werden kann und
das langperiodische Signal auf die Polbewegung zuriickzufiihren ist. Dazu wurde aus Polbewe-
gungsdaten des IERS! der Zentrifugalbeitrag fiir den Gravimeterstandort Potsdam berechnet

und dieser mit den hinsichtlich der theoretischen Geridtedrift reduzierten SG-Daten verglichen.

! Tnternational Earth Rotation Service.
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Abbildung 6.5: Deformationsbeitrag zum Schwereinkrement.
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Abbildung 6.6: Schwereresiduum nach Reduktion hinsichtlich des atmosphérischen Gesamtbei-
trags berechnet mit ebenem Atmosphdrenmodell und Temperaturprofil A.

6.2.2 Sphiérisches Atmosphéarenmodell

Nunmehr werden die verschiedenen Beitrdge zum Schwereinkrement gezeigt, die sich aus den
Lufttemperatur- und Luftdruckdaten fiir Potsdam fiir ein sphirisches Atmosphiarenmodell er-
geben. In Abb. 6.7 ist gz(;zl)n dargestellt. In den Wintermonaten sind Maxima und Minima von
ca. 7TuGal bzw. ca. —10 uGal zu finden; in den Sommermonaten liegen die Werte dagegen im
Bereich von 45 puGal.

Abb. 6.8 zeigt die im Vergleich zu Abb. 6.7 gréfleren Maxima (ca. 9 uGal) und kleineren
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Abbildung 6.7: Atmosphérischer Gesamtbeitrag zum Schwereinkrement.

(0)

(é). Der Freiluftbeitrag ¢, ’u. und der Defor-

al

Minima (ca. —12 puGal) des Luftmassenbeitrags ¢
mationsbeitrag géﬁf) werden nicht durch die Wahl der Atmosphdrenmodellgeometrie beeinflufit,
so dafd sich hier die gleichen Werte wie in Abb. 6.4 und 6.5 ergeben.

Abb. 6.9 zeigt das Schwereresiduum nach Reduktion hinsichtlich des atmosphérischen Ge-
samtbeitrags fiir das sphirische Atmosphirenmodell. Beim Vergleich mit Abb. 6.6 fillt auf, daf
das Schwereresiduum nach Reduktion mittels des sphérischen Atmosphdrenmodells eine gerin-

gere Streuung als nach der Reduktion mittels des ebenen Atmosphidrenmodells aufweist.
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Abbildung 6.8: Luftmassenbeitrag zum Schwereinkrement berechnet mit sphérischem Atmo-
spharenmodell und Temperaturprofil A.
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Abbildung 6.9: Schwereresiduum nach Reduktion hinsichtlich des atmosphérischen Gesamtbei-
trags berechnet mit sphirischem Atmosphdrenmodell und Temperaturprofil A.
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6.3 Bewertung der Reduktion der SG-Daten

Die Bewertung der in Abschnitt 6.2 gezeigten FErgebnisse wird in zwei Schritten vorgenommen.
Zuerst werden die mit Hilfe der unterschiedlichen Atmosphirenmodelle reduzierten SG-Daten
daraufhin untersucht, in welchem Umfang eine Reduktion des Atmosphéreneinflusses gelingt
(Abschnitt 6.3.1). Danach werden diese Ergebnisse mit denen alternativer Reduktionsverfahren

verglichen (Abschnitt 6.3.2).

6.3.1 Vergleich der unterschiedlichen Atmosphirenmodelle

Zur Bewertung der Reduktion der SG-Daten hinsichtlich des Atmosphé&reneinflusses wird folgen-
de Methode herangezogen: Fiir die reduzierten SG-Daten (gé(g - gz(;zl)n) wird mit einem zehntégi-
gen Zeitfenster das gleitende Mittel und die jeweilige Differenz zum aktuellen Wert berechnet.
Als MaS8 fiir die Streuung der Differenzen wird die Standardabweichung o verwendet. Abb. 6.10
zeigt die reduzierten SG-Daten fiir das ebene Atmosphidrenmodell (Abschnitt 6.2.1), das glei-
tende Mittel und die Differenz zwischen den Zeitreihen. Fiir die Differenz ergibt sich eine Stan-
dardabweichung von ¢ = 0.438. Weiterhin ist zu erkennen, daf} eine zeitliche Variation in der
Differenz vorhanden ist. Die gréften Beitrige sind in der Nidhe der Jahreswechsel (184 d, 549d,
914d) zu finden.

In Abb. 6.11 sind die reduzierten SG-Daten fiir das sphérische Atmosphdrenmodell darge-
stellt. Zus&tzlich gezeigt sind das gleitende Mittel und die Differenz zwischen den Zeitreihen. Im

Vergleich zu Abb. 6.10 ist die Streuung verringert, was sich in der verminderten Standardab-

weichung von o = 0.348 zeigt. Daneben fillt auf, dafi die Differenzen in Abb. 6.11 iiber lange

15+ - G]la‘itt@nrdzhek{m@m)
- Diffierenz ( 6 =0.438)

9(6)56 - g(é)atm (uGal)

L (Y
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Zeit t (d)
Abbildung 6.10: Schwereresiduum fiir das ebene Atmosphdrenmodell mit Temperaturprofil A,
gleitendes Mittel und Differenz zwischen den Zeitreihen.
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Abbildung 6.11: Schwereresiduum fiir das sphéirische Atmosphirenmodell mit Temperaturprofil
A, gleitendes Mittel und Differenz zwischen den Zeitreihen.

Zeitintervalle &hnliche Beitrdge aufweisen. Deutliche saisonale Variationen wie in Abb. 6.10 sind
nicht mehr zu erkennen. Dies und die kleinere Standardabweichung weisen auf eine vollstdndigere
Reduktion des Atmosphireneinflusses bei der Verwendung des sphirischen Atmosphiarenmodells

hin.

6.3.2 Vergleich mit anderen Reduktionsverfahren

Zuerst werden zum Vergleich die von Neumeyer et al. (1998) reduzierte SG-Daten herange-
zogen. Zur Modellierung des Luftmassenbeitrags wurden Greensche Funktionen und dieselben
meteorologischen Daten wie in dieser Arbeit verwendet. Weiterhin wurde ein sphirisches Atmo-
spharenmodell benutzt, das sich iiber das gesamte Mefigitter (Abb. 1.2) erstreckt. Fiir die Be-
rechnung des Freiluft- und Deformationsbeitrags wurde ein inkompressibler elastischer Halbraum
mit konstanter Dichte p = 3380 kgm™ verwendet. Der Schermodul p wurde in fiinf Schichten
parametrisiert, wobei die Werte im Vergleich zum PREM-Erdmodell um 30 % erniedrigt wurden.
Hiermit sollte die Kompressibilitit simuliert werden. Weiterhin wurde das IBO-Modell benutzt.
Abb. 6.12 zeigt die mit diesem Modell reduzierten SG-Daten. Wiederum sind das gleitende
Mittel, die Differenz zwischen diesem und den reduzierten SG-Daten und die Standardabwei-
chung berechnet worden. Mit ¢ = 0.400 liegt die Standardabweichung zwischen denen der in
Abschnitt 6.3.1 verwendeten Atmosphirenmodelle. Zwar ist der Wert um 8 % niedriger als der
in Abb. 6.10, jedoch ist weiterhin eine saisonale Variation der Differenz zu erkennen. Dies weist
darauf hin, dafl die Reduktion des Atmosphéreneinflusses geringer ist als beim hier betrachteten
Modell mit sphirischer Atmosphire.

Die Einschrankung auf radiale Abstédnde von héchstens 75 km vom Gravimeterstandort beim
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Abbildung 6.12: Schwereresiduum fiir das Modell nach Neumeyer et al. (1998), gleitendes Mittel
und Differenz zwischen den Zeitreihen.
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Abbildung 6.13: Schwereresiduum fiir das ebene Atmosphirenmodell mit Temperaturprofil A,
gleitendes Mittel und Differenz zwischen den Zeitreihen.

ebenen Atmosphdrenmodell ist in Abschnitt 3.4.1 begriindet worden. Dort sind Abschétzungen
fiir die nicht korrekt beriicksichtigten Massenanteile der Atmosphire vorgenommen worden.
Deren Auswirkung auf die reduzierten SG-Daten soll untersucht werden, indem das ebene At-
mosphidrenmodell mit einem maximalen Radius von 900 km verwendet wird. In Abb. 6.13 sind
die entsprechenden reduzierten SG-Daten, gleitende Mittel und die Differenz gezeigt. Die Stan-
dardabweichung liegt mit ¢ = 0.589 deutlich iiber denen der anderen Modelle. Daneben fillt die
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Abbildung 6.14: Schwereresiduum fiir das sphéirische Atmosphirenmodell mit Temperaturprofil
B, gleitendes Mittel und Differenz zwischen den Zeitreihen.

Variation zwischen den Winter- und Sommermonaten auf. Dies zeigt, dafl die Vergréfierung des
maximalen Radius auf 900 km fiir das ebene Atmosphdrenmodell im Gegensatz zum sphéirischen
Modell keine Verbesserung darstellt.

Zuletzt soll Temperaturprofil B verwendet und bewertet werden. Wie in Abschnitt 3.3.2
beschrieben, wird fiir das sphérische Atmosphdrenmodell u. a. die Berechnung des Temperatur-
profils mit Hilfe zweier Temperaturgradienten durchgefiihrt. Dabei beeinflufit der Lufttempera-
turwert an der Oberfliche direkt die Temperaturwerte bis in 1500 m Hohe und indirekt iiber die
gleitenden Mittel bis in 9000 m Hohe. Abb. 6.14 zeigt die mit diesem Modell reduzierten SG-
Daten, das gleitende Mittel und die Differenz zwischen den Zeitreihen. Im Vergleich zu Abb. 6.11
ist die Standardabweichung mit o = 0.351 geringfiigig gréfer. Hieran ist der geringe Einflufi des

Temperaturprofils auf den atmosphérischen Gesamtbeitrag zum Schwereinkrement zu erkennen.

6.4 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit ist zur Reduktion der Atmosphireneinfliisse auf SG-Daten das Modell eines
ebenen, geschichteten, elastischen Halbraums fiir die Erde und einer ebenen, geschichteten At-
mosphéire entwickelt worden. Aus den in Abschnitt 3.4.1 beschriebenen Griinden mufite dieses
Atmosphdrenmodell auf radiale Abstdnde von 75 km beschrinkt werden. Als Alternative ist ein
sphérisches Atmosphdrenmodell entwickelt worden, das dieser Einschrdnkung nicht unterliegt.
Der Vergleich der Schwereresiduen nach Reduktion mit Hilfe unterschiedlicher Modelle (Ab-
schnitt 6.3) hat gezeigt, dafl mit dem sphérischen Atmosphirenmodell die vollstindigste Reduk-

tion erreicht wird. Auflerdem konnte gezeigt werden, dafi beim ebenen Atmosphidrenmodell die
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Vergréflerung des maximalen radialen Abstandes auf 900 km keine Verbesserung der Reduktion
bewirkt.

Eine wesentliche Verbesserung ist dagegen mit dem sphérische Atmosphidrenmodell erzielt
worden (Verminderung der Streuung um ca. 20 %). Weitere Verbesserungen, z. B. Dichteprofile
fiir verbesserte Temperaturprofile bzw. unter Beriicksichtigung der Luftfeuchtigkeit, kénnen die
Modellierung des atmosphirischen Beitrags zum Schwereinkrement nur unwesentlich verbessern.
Dies konnte in Abschnitt 6.3.2 gezeigt werden, wo sich die Standardabweichung bei Verwendung

eines modifizierten Temperaturprofils nur um ca. 1% verindert hat.
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A. Ergianzungen zu Kapitel 2

In Anhang A werden die Ableitungen verschiedener Gleichungen aus Kapitel 2 ausfiihrlich dar-
gestellt. Ausgangspunkt sind die von Wolf (1997) entnommen Gleichungen, die auf den in Ab-
schnitt 2.1.2 betrachteten Fall vereinfacht werden.

A.1 Ableitung der Feldgleichungen im Referenzzustand

Ausgangspunkt fiir die Ableitung von (2.23) ist die Materialgleichung (2.15). Weiterhin werden

die Definition des mechanischen Drucks:

1
= — =1 Al
pi=—g (A1)

sowie die Beziehung fiir die Verzerrung im Referenzzustand:
© =g (A.2)

bendtigt. Zur Herleitung dieser Beziehung mufl die Definition der Verzerrung betrachtet werden

(Wolf, 0.J., S.13):

1
€5 1= 5 (um + um') . (A3)

Nach (2.3) gilt
u; =r; — Xy, (A4)

und somit folgt mit der Definition (A.3) im Referenzzustand

1
e(.(,)) = —(r(o) - X+ T‘;S) - X;.)- (A.5)

ij 9N g
Wie in Abschnitt 2.2.2 angegeben gilt im Referenzzustand

PO = X, =6, (A.6)

Y]
und damit folgt
0
el =o. (A7)
Mit (A.7) ergibt sich fiir (2.15) bei Beriicksichtigung von (A.1)
t(o) = —p(o)(si]‘. (A8)

)

Fiir die Bewegungsgleichung folgt mit (2.16) und (A.1) Gleichung (2.24). Die Potentialglei-
chung (2.17) wird durch j = 1 und (A.6) vereinfacht, und es ergibt sich (2.26). Ebenfalls mit
(A.6) folgt die Schweredefinition (2.27) aus (2.18).

65
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A.2 Ableitung der inkrementiellen Feldgleichungen

in materieller Form
Grundlage fiir die Zerlegung in Referenzfelder und inkrementiellen Felder ist die stérungstheo-
retische Betrachtung der Feldgleichungen, wie sie von Wolf (1997, Abschnitt 2.3) und Wieczer-
kowski (1999, Abschnitt 2.2) beschrieben wird. Entsprechend (2.10) gilt fiir die in Referenzfeld

und materielles Inkrement aufgespaltenen Grofien:

ty = 1+, (A.9)
T = 7'2»(]40)—|—7'Z»(;g)7 (A.10)
g = g+, (A.11)
o= j9+;0. (A.12)

Damit lassen sich aus den Totalfeldern die entsprechenden inkrementiellen Gleichungen in ma-
terieller Form ableiten. Dazu wird noch die entsprechende Zerlegung der Jacobi-Determinante
und des Zusammenhangs zwischen Cauchy- und Piola-Kirchhoff-Spannung bend&tigt. Fiir die

Jacobi-Determinante gilt
i o= jO 45
= 14 ;0
= det[(8;j + uij)],

(A.13)
und es folgt
§9 = w (A.14)
Aus dem Zusammenhang (2.16) zwischen den beiden Spannungen 148t sich ableiten!
(it u)w(rff) +70) = (4N +4),
(Xi+u) (7 +70) = (15O (=p 5 + 7)),
= —p0; + T](f) —pOu;; = —p4; + t§f) — D8k,
Ty(f )= tgf) +pO (i j — Sijun),
TZ(JS) = tgj) —I—p(o)(um — 5ijuk7k). (A.15)
Aus (2.12) ergibt sich nach Beriicksichtigung von (A.9)—(A.14)
P+ 75 +006 + 47 = o
(=985 + 75+ 209" + g = 0,
P+ 704 p Ol 4 p0g ) = .
(A.16)

! Bei der Multiplikation werden Produkte infinitesimaler Gréfien vernachlissigt, was im folgenden mit =
gekennzeichnet ist.
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Mit (2.24) und (A.15) folgt weiter

-(8) (5) _
2]7] _I_ p( ) — 07
1)

[tgj) + O — Si5up )] + o )gf "

tff)] + pff)u]',i - p,(?)‘siiukvk + 0O (g — Siunni) +p Vg = 0.
(A.17)

Da die zweifachen Ableitungen u;;; = 0 und uj ;; = 0 verschwinden, ergibt sich

) 0 0 1)
15+ 0w = g4+ = 0. (A.18)
Zur Ableitung der Materialgleichung aus (2.15) wird (A.3) benutzt:

tﬁ?) + tgj) = tg«)) + i Nepr + 2pe;;,
1) = Sihup + i + ). (A.19)

)

Aus (2.17) wird unter Beriicksichtigung von (A.9)—(A.14) die Potentialgleichung abgeleitet:

(1+5%) x
(31 + ) i (rij = wig) (rjk — uje) + (6O + ¢ s(riji = wiyy)] = —dmypl?,
(1456 + 650 = wie) (B35 = wi) + (67 + 67 >< umﬂ = —4myp,
= (1+Ui,i)[¢(£;1—¢(£}uy‘,k—¢(?k)uzy + 65— 6Duig] = —dmyp),
o%r =200, ; + ) - ¢0>uz,”+¢ nuig = —dmryp©).
(A.20)
Mit (2.26) ergibt sich
¢80 —20Qu;; — Wiy = —dmypOusy. (A.21)
Aus der Schweredefinition (2.18) folgt mit (A.9)—(A.14)
g 46 = (60 46O j(rji —uj),
g+ = (@ 46 (8 — ),
=004 g = 6O gl g )uw
o0 4¢P = 60 4 6O — 6Oy,
g = D — 6Oy, (A.22)

Die Ableitung der Grenzflichenbedingungen in materieller Form wird in gleicher Weise vor-

genommen. Fiir die Grenzldchenbedingung der Verschiebung ergibt sich aus (2.19)
PO +ult = o,
(A.23)
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und mit (2.28) folgt die Grenzflichenbedingung fiir die Verschiebung:

[w]l = o (A.24)
Aus (2.20) 148t sich
(0 + 2 + e = —a (A.25)
ableiten, und mit tg?) = —p(o)&j folgt die Grenzflichenbedingung fiir die Traktion:
= [=nPpOs; + 0t - npOs 1 = g,
P = (A.26)

Fiir das Potential ergibt sich aus (2.21)
[¢(0) + ¢(5)]+ - 0,
woraus mit (2.29) die Grenzflichenbedingung
(6@ = 0 (A.27)

folgt. Fiir die Grenzflichenbedingung der Schwere 148t sich aus (2.22) ableiten

(2 + 08 (@O 4+ 6O s (r; —uy)]T = o0,
[+ 0D) (60 4+ 60)) (55 - w)] L = o,
= 060 — 0600, 4 @6 4 OGO g
(A.28)
Mit (2.31) folgt
["go)(Cb,(f)—Cb,(?)uj,i)]f = 0. (A.29)

A.3 Ableitung der inkrementiellen Feldgleichungen

in materiell-lokaler Form
Als néchstes wird die Zerlegung des materiellen Inkrements in das lokale und das advektive
Inkrement auf das Potential und die Schwere angewendet. Die Grundlage dafiir bildet der Zu-

sammenhang (2.11). Es ergibt sich insbesondere

¢ = ¢® 4 Oy, (A.30)
g = ¢ 4 g% (A.31)
Unter Beriicksichtigung von (A.30)-(A.31) ergibt sich aus (2.32) fiir die Bewegungsgleichung
t§j> +p7<]0>u]7 pg Jui i+ p g™ 4 g < ) __—
155+ 05 i =P ui 4 (09w —p gl )um) + )ng)
=0
109w+ (0D = p Oy —p D9y + 9y = o
=0

(A.32)
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Die Terme in Klammern sind hinzugefiigt und jeweils gleich Null. Mit (2.24) folgt

()
2N

+ (D) = 900 Ous) 5 + 00 = 0. (A.33)

sJ

Aus der Potentialgleichung (2.34) 148t sich

o) + (0 i = 20wy — 6P iy = 4mrpOhuig,
¢,(£) + ¢,(](‘Ji)¢“j + 2¢,(](')¢)“j,z’ - 2¢,(?j)ui,j + (bf]o)uj,ii - (bf](‘))uj,ii = drypuy;
=0 =0
(A.34)
ableiten. Mit (2.26) gilt (bfjol)z = gj(gz = —471'7,05?, und es folgt
o = amy(p ) ;. (A.35)

Fiir die inkrementiellen Grenzflichenbedingungen in materiell-lokaler Form ergibt sich aus

(A.27)

[ +6Pu]t = o,
[T = o (A.36)

Aus (A.29) folgt

[ S 4 6w+ 85wy = 6 ui)] T = o,
=0

["EO)(¢(¢A)+¢,(?;)%‘,¢)]J_F = 0,

(A.37)
und mit (2.26) ergibt sich
[n(»o)(qbff) — 4ﬂ'7ui)]i— = 0. (A.38)

k3

Die Grenzflichenbedingungen (A.24) und (A.26) werden unveridndert iibernommen.

A.4 Ableitung vereinfachter Feldgleichungen

Die Materialgleichung (2.41) und die Schweredefinition (2.43) werden unverdndert iibernommen.

Die Potentialgleichung ergibt sich aus (2.42) unter Beriicksichtigung der Annahmen p(»o) =0 und

X3

u;; = 0. Fiir die Bewegungsgleichung stellt (2.40) den Ausgangspunkt der Ableitung dar. Mit

der zusédtzlichen Annahme gZ(A) = 0 ergibt sich
)
0+ () s = 07Dy = gpOu; s 4 pOg! = 0,
—_—— ——— ——
=0 =0 0
s 0 0
15+ oGl i = 0.

(A.39)



70 A. Erganzungen zu Kapitel 2

Mit (2.24) gilt
p(?j) _ pf]())gz(o) n ,0(0)92(,0]‘)- (A.40)

)

Damit folgt fiir die Bewegungsgleichung

1+ p g 4909 s — g0 Oy = o,
N—_—— N—— ——
&
1 = =g i, (A.41)

was mit (2.48) iibereinstimmt.

A.5 Ableitung der Feldgleichungen in Zylinderkoordinaten

Die Gleichungen der Koordinatentransformation sind in (2.52) angegeben. Im folgenden werden
(2.53)—(2.60) aus (2.48)—(2.50) abgeleitet. Um diese Transformation auszufiihren, werden die
Beziehungen der Differentialoperatoren in Zylinderkoordinaten bendétigt.

In den folgenden Ausdriicken wird = benutzt, um entsprechende Differentialoperatoren in
verschiedenen Koordinatensystemen und Notationen zueinander in Beziehung zu setzen. Fiir die
jeweilige Komponente einer FeldgréBe in Zylinderkoordinaten wird die abkiirzende Schreibweise
fry fo bzw. f. benutzt. Auch hier wird die partielle Ableitung beziiglich r, ¢ bzw. z in der
Indexschreibweise dargestellt, z.B. f.,, f. o, fr-. In dieser Notation ergibt sich der Gradient

eines Vektors in Zylinderkoordinaten zu

fTJ’ fap,r’ fz,r
f27] i %fr,@ %f(p,(p —I_ %fr’ %fz7@ . (A.42)
fﬁZ fap,z fz,z

Fiir die Divergenz eines Vektors 14t sich ableiten

t 1
fiJ :;(rfr),f’ + ;fap,ap + fz,z- (A.43)
Die Divergenz eines Tensors zweiter Stufe ist gegeben durch den Ausdruck

frr,r —I' %fapr,ap ‘|’ fzr,z ‘|’ %(frr - hapap)
fiig =1 fror+ %fw%w + froz + %(fw + fer) |- (A.44)
frz,r + %f(pz,(p + fzz,z + %frz

Der Laplace-Operator eines skalaren Feldes hat die Form

1 1
f,ii :;(rf,r’),r + r_zf,apap + f,zz- (A'45)

Unter Annahme von Axialsymmetrie ergibt sich, dafl alle Ableitungen in ¢-Richtung ver-
schwinden und die Verschiebungskomponente u, sowie die Komponenten ¢,, und ¢., des Span-
nungstensors gleich Null sind. Nun lassen sich (2.53)—(2.59) bei Beriicksichtigung der entspre-
chenden Differentialoperatoren (A.42)—(A.45) ableiten. Gleichung (2.60) 148t sich aus (2.53)
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ableiten, indem (2.55) und (2.58) in diese eingesetzt wird:

{/\ E(Wr),r + uzz} + Q;Lu,,’,,}’r ttps s

E{A{%(rur) + uzz] + 2utty . — /\{ (ruy), + uzz] — 2#(%%)} + pguz,

r

1 1 20 1
A( - _Qur + —Up,p + WUy e + uz,zr) + 2,““7’,7’7’ + trz,z + — (ur,r - _ur) + PYUzy
r r r r

A.6 Hankel-Transformation der Feldgleichungen

71
0,
0.
(A.46)

Die Hankel-Transformation ist durch (2.67) definiert. Damit (2.53)—(2.60) transformiert werden

kénnen, werden Beziehungen fiir die Hankel-Transformation von Ableitungen bzw. Ableitungen

von Besselfunktionen benétigt (z.B. Thoma & Wolf, 1999, Anhang A.):

o0

/ rfpJy(krydr = —kFO(k),

/ rfo(r) Jo(krydr = EFU(E),

’ JOJ,(]CT‘) = —le(lCT‘)7

[rJl(kr)]J, = ksJo(kr),
/ r[f,w(r)Jr%f,r(r)—Z—jf(r)]Jy(kr) dr = —kFU(k).

Aus (A.47) 148t sich folgender Ausdruck gewinnen:

rfpJy(kr)dr [rf(r)Ji(kr)] F(r)[rdi(kr)] dr.
e
Mit (A.50) vereinfacht sich diese Beziehung zu
/ rfpJy(kr)dr = / [rf(r)Jl(kr)] dr — / kr f(r)Jo(kr) dr
0 0

r)Ji(kr)] | dr = kFOI(E).

Il
0\8

Der Vergleich mit (A.47) a8t erkennen, daf

o0

/ [rf(r)Jl(kr)]J, dr =0

0
gelten mufl. Aus (A.48) und (A.49) 148t sich auf gleiche Weise zeigen, daf

o0

/ [rf(r)Jo(kr)]J, dr=20

0

(A.47)

(A.52)

(A.53)
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gilt. Im folgenden sollen die Transformationen der einzelnen Feldgleichungen und die jeweils
benutzten Beziehungen angegeben werden.

Aus (2.58) folgt

o0

Tr[i](k,z) = ,uU,[}Z](k,z) —|—,u/ ru, . (r, 2)Ji(kr) dr
0
(A.54)
und mit (A.47) weiter
Tk, 2) = pUl(k, 2) = pkUP (R, 2),
1
Ul (k,2) = =Tk, 2) + kUL E, 2). (A.55)
’ u
Fiir (2.56) ergibt sich
1
Tk, 2) = A / = (ruy) pJo(kr) dr+ AU (k. 2) + 2uU) (K, 2),
r b b
0
(A.56)
und mit (A.48) folgt
TD(k,2) = MUM(k, 2) + MUY (R, 2) + 20U (k, 2),
1 1
[0] — [0] - gl
UB(2) = T 2) - Ul ). (A57)
Aus (2.54) 148t sich
0 = / rtps (1, 2)Jo(kr) dr + TZ[Z]Z(k7 z) + / tro(ry 2) Jo(kr) dr + ngZ[?;(k, z)
0 0
(A.58)
ableiten. Mit
/ rtps e (ry2)Jo(kr)dr = / rt,.(r, z)Jo kr)) Ldr —/ rt,. (k, 2)Jo (k) dr
0 0 0
— / tr(r, 2)Jo(kr) dr
0
(A.59)
folgt weiter
/ rt,.(r, z)Jo kr)] Ldr — / rt,.(r, 2)Jo (k) dr
0 0

= 0 wegen (A.53) = kT,[i](k,z) wegen (A.49)
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o0 o0

[ttt dr [ o2tk de T (b, 2) 4 pgU Lk, ),

0 0
:0
(A.60)
Nach Substitution von (A.57) ergibt sich
Ak
T (k,2) = —kTW(k, 2) — LIl PI gl (k, ). A61
700 (k. Wk, 2) - 21002 4 S0k (A
Mit (2.60) folgt fiir die Komponente T des Spannungstensors
(o) 1 (o) (o)
0 = —/\/ —u, (r, 2)Jq(kr) dr + /\/ wppJq (kr) dr+ /\/ Py e (ry 2)J1(kr) dr
r
0 0 0

= —/\kQU,[l](k7 z) wegen (A.51)

o0 o0

+ /\/ Py e (1, 2)J1(kr) dr —I—Tr[ﬂz(k,z) + pg/ ru, . (r, 2)Ji(kr) dr
0 0

= —/\kUZ[?;(k, z) wegen (A.47) = —pgkUZ[O](k z) wegen (A.47)

o0

+ Q,u/ Py (1, 2)J1 (k1) dr—|—2,u/ Wy (7, 2)J1 (k1) dr—2,u/
0 0 0

we(ry 2)Jy(kr) dr,

= —Q[Lsz[l](k, z) wegen (A.51)
0 = —AMEUM(k, 2) = MUYk, 2) + T (k, 2) — pghk UL (K, 2) — 20k UM (K, 2),

rz,z

THL(k,2) = A+ 20k UMk, 2) + MeUBL (R, 2) + pgh ULk, 2).

T’ZZ

(A.62)

Nach Substitution von (A.57) ergibt sich

1 Ak
T (k = A+ 2 kUM (K, 2) + Mk TON (K, 2) — UMk, 2)| + pgkUL(k,
TGk 2) = O 200 2) o A |5 T 2) = 5 U0k )]+ pgh UL, 2
A2k Ak
_ 2 _ 1] ERLE [0

Ot 207 = 5= | O, 2) 5 T 2) gk UL, 2

Apk* (N + 1) | g Ak o) [0]

WUT (k,2) + /\_I_QMTZZ (k, 2) + pgkU (K, z). (A.63)

Die Potentialgleichung (2.73) folgt nach Transformation von (2.59):

0 = [ ol o) dr+ 02 1, )
0

= [ttt athr) dr 021 2)
r b
0
= k2oL k, 2) + @ (K, 2). (A.64)
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A.7 Eigenwertbestimmung

In Abschnitt 2.3.3 werden der Grenzflichen- und der Schichtpropagator abgeleitet. Fiir die
Ableitung des Schichtpropagators miissen die Eigenwerte der in (2.78) definierten Matrix A;;

bekannt sein. Zur Bestimmung wird A;; zunéchst in zwei Untermatrizen AS) und AE?) aufgeteilt:

AN g
AM:( i) (A.65)

]
wobei AS) und AE?) durch (2.90) bzw. (2.93) gegeben sind. Mit 0 sind hier die passend di-
mensionierten Null-Matrizen gekennzeichnet. Diese Aufspaltung von A;; ist sinnvoll, da das

charakteristische Polynom von A;; das Produkt der charakteristischen Polynome von AS) und

AE?) ist (z. B. Lorenz, 1992, S. 201). Somit ist die Bestimmung der Eigenwerte von A;; auf die

Bestimmung der Eigenwerte von AS) und AE?) zuriickgefiihrt.

(1)

Fiir das charakteristische Polynom von A} ergibt sich

det(Ag;) —x0;) = (¥ = k%) (X2 + %X — kz) = 0. (A.66)

Hieraus lassen sich die in (2.91) angegebenen vier Eigenwerte bestimmen. Fiir das charakteri-

stische Polynom von AE?) findet sich der Ausdruck

det(AD) — x6,) = v - K =0, (A.67)

was unmittelbar die beiden in (2.94) angegebenen Eigenwerte liefert.

A.8 Berechnung der Propagatoren

Mit den in (2.91) angegebenen Eigenwerten der Matrix AS) und (2.95) ergibt sich fiir den
(1)

zugehdrigen mechanischen Schichtpropagator D;;” durch Einsetzen der Eigenwerte folgender

Ausdruck:

(AN — a555) (ALY = a6,5) (AD = ay,)

(a1 — az) (a1 — az) (a1 — aq)

A5 - (A - e0di) (A — asdy)
(612 - 611) (612 - 613) (612 - 614)

. (A — a1 8i) (ALY — i) (ALY — audyy)
(613 - 611) (613 - 612) (613 - 614)

. (A — a1 8i) (ALY — i) (ALY — asdy)
(614 - 611) (614 - 612) (614 - 613)

Dz(';)(zl-l-h Zl) exp[—al (Zl-l—l — Zl)]

exp[—az (2141 — 21)]

exp[—az (2141 — 21)]

exp[—a4(zi41 — 21)].

(A.68)

(1)
ij
von der Tiefe z;4q1 bis zur Tiefe z; fort. Nach Multiplikation der einzelnen Klammerausdriicke

Hier wird mit a,, der n-te Eigenwert von A:.” bezeichnet. Dieser Propagator setzt die Lésung
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folgen die Koeffizienten der verschiedenen Summanden in (2.96). Die dort auftretenden Matrizen

Ag;)z und Ag;)?’ ergeben sich aus dem Produkt der zweifachen bzw. dreifachen Multiplikation
(1)
ij

folgende Form:

von A:.’ mit sich selbst. Diese Matrizen werden fiir den Schichtpropagator bendtigt und haben

k N
| R A.
17 A + 2,“ J ( 69)
mit den Elementen
1411 = (3A + 4#) k,
; Apg
A =
21 A‘|‘ 2,&7
. 20 k
A31 - _#7
+2u
R /\p292
A = —4u (A E? —
41 A+ p) Nt
. A2
A, = At20p9
I
Ay = _Ak7
Ay = (A4 p) K
Ay = —2upgk,
1413 - 07
- P
Agz = _—,u7
I
A33 = (3A + 4#) k,
A A+
Ay = QMg
I
A A+
Ay = _,u7
I
A Py
A = -
24 (A4 2u) k
; 21pg
A =
34 A‘|‘ 2,&7
2.2
: P9
A = —4\k+
B (At p)k
(A.70)
und )
B2
A(l)3 _ A ATl
1] A + 2,u J ( )
mit den Elementen
A _ _ Apg
11 A + 2,&7
~ /\,0292
: 2\ up*g? 2
Az = + 8 (A + p) k7,
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i Ap’g® 4y pgk
Apn = - A+ 4p) pgk
a1 Ot 207k /\+2M+(3 + 4u) pgk,

A12 = (3A + 4#) k,

Ay = _Apg  2upg

oo A2
i Aupgk
Ay = (3A+4p) pgk —
32 (BA+4p)p o
i L AW’ Mg
Ap = —4(A+ - ,
42 (A + ) pk . T2
. 2X\+3
A13 - 71“7

W
Ay = A+ 1) pg

(A +2p) pk’

i 2(A+p) pg
Az = ———F—,

A4 2u
i A+ p)ply?
A43 = —W - (SA—I_ 4#) k7
i Py
Ay = —12
14 (A+2u) k
~ 2.2
Ay = L}—Q

(A+2u)" k2

» 2 2,2
S e Tl ol
Au = Py’ Apg  2pupg

Ct2w)?k2 T op A2

Als né&chstes wird die Ableitung des gravitativen Schichtpropagators DZ(?) mit Hilfe der in

(2)

(2.94) angegebenen Eigenwerte von A;” betrachtet. Mit der allgemeinen Form (2.95) eines

Schichtpropagators ergibt sich

A(2) — a6($i]‘ A(2) — a5($i]‘

Dz(';)(ZHlel) = —L———exp[—as(z141 — 21)] + —2

p— py— exp[—ag(zi41 — 21)].

(A.72)
Wird dieser Ausdruck vereinfacht, folgt (2.130). Die Kombination von DZ(»;) und DZ(?) zu einer
Matrix fithrt zu dem in (2.98) angegebenen Schichtpropagator D;;.
A.9 Berechnung des gravitativen Lésungsvektors
Aus (2.136) ist gefolgert worden, dafl
v (z) =0 (A.73)

und somit

Y»(2)+(ZL) _ YZ'(Q)_(ZL) -0 (A.74)
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gilt, da in der betrachtete Situation Potential und Schwere stetig sind. Es bleibt zu zeigen, daf}
aus (2.136) die Beziehung (2.137) folgt. Mit (2.135) ergibt sich

— =

{1 _ 1{ 1 -1 _
0 = §(k )exp<—kzm2> <zL>+5( L )exp<kzm2> (1),

o ! ( (@7 (21) + $G~ (21)) exp(—kzp) + (B (21) — G (21)) exp(k2r) ) |
2 (k®~ (21) + G~ (21.)) exp(—kzr) + (=P~ (21,) + G~ (21.)) exp(kzr)
(A.75)

Daraus lassen sich die skalaren Gleichungen

0 = ((I>_(ZL)—|—%G_(ZL))exp(—kzL)—l—(Q_(ZL)—%G_(ZL))exp(kzL), (A.76)

0 = (k® (21)+ G (21)) exp(—kzr) + (kP (21,) + G~ (21,)) exp(kzr,) (A.T7)
ableiten. Aus (A.76) ergibt sich dann
B (21) = —%G—(ZL). (A.T8)

Hingegen 148t sich aus (A.77) die Beziehung

_ 1 . exp(—kzr,) + exp(kzr)
d =—-——G A79
(22) k (ZL)exp(—kzL) —exp(kzr) ( )
ableiten. Beide Gleichungen kdénnen nur dann erfiillt werden, wenn
¢ (21) = 0, (A.80)
G (z) = 0 (A.81)

gilt, woraus (2.137) folgt.

A.10 Berechnung der Grenzflichenbedingung fiir z,

In Abschnitt 2.3.4 sind fiir das Potential und die Schwere fiir z; die Grenzflichenbedingungen
(2.138) und (2.139) angegeben. Die Grenzflichenbedingungen ergeben sich aus der Forderung,
dafi die durch Ki(jz) fortgesetzten Anteile an der Grenzfliche verschwinden. Im folgenden wird

zur Vereinfachung die Definition

0
Vi) = (A.82)
—4ryApUF (2))
benutzt. Mit (2.86), (2.132) und (2.137) folgt
Y;(Q)_(ZL) = Vi(zn),
VOF ) = DYy z-1)Vilen),
YO (erm) = DD (enzon)Vilen) + Vi),
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Y (roe) = D (eror,20-0) [DS) (o1, 2p-0)Vi(zr) + Vilzroa)),

V%) = DX (e, 20) [DY) (23, 22) . [DE) (21 200 Vi (1) + Vin (2121)] + - Vi(22)].
(A.83)

Hieraus 148t sich

[
V') = S [T PE st 20) Vi) (A.84)

_% 0
+ ( o )exp kz ( dr ApU* () )] . (A.85)

L 1
Y;(Z)_(Zl) = Z % ( llc I; ) exp —kz; ( - 0 ) ) , (A.86)

und somit folgen die Grenzflichenbedingungen

L
2
[@(21)]1— = %Z exp k21 ApUS (2)), (A.87)
=1
L
[G(zl)]i— = —27?72 exp k2 Ap U (21), (A.88)

=1

aus denen sich (2.138) und (2.139) ergeben.

Es bleibt zu zeigen, daf} der Grenzflichenpropagator (2.140) die Grenzflichenbedingungen
2.138) und (2.139) beriicksichtigt. Aus Y:™(21) = N;i(21)Y: T (21), (2.140) und (A.85) ergibt sich
( ) g 7 J 7 ’ g

2m
yO- () = 1(1 z YO+ () + — A US (21)
i 2\ k 1 ) —2myApiU (1) )
1 L\ & 11 0
YZ(Q)—(ZI) _ 1 k Z 1 ko) exp —kz
2\ k1 )12\ k1 —AxyApiUS ()

n 1 1 -7 exp k2 0 n —%TWAplUZ"'(Zl)
2\ -k 1 —AxyApiUS () —2myApUF(z1) |

(A.89)
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Wegen

— =
— =

) 7 (A.90)

I~ =

N | —
N

(A.91)

OO/\

i L
N~~~
N | —
N
L=
—_
|
=
N~~~
I
TN N | —
N~ =

N | —

1
k
folgt aus (A.89)

L
)/;(2)+(Zl) = Z (

=2

L

i

N | —
— =

0 — AN UF
exp —kz + e A=) ;
—4ny ApiUf (21) =20y ApUS (21)
0
exp —kz; . (A.92)
1 —AryApU (z1)

A.11 Hankel-Transformation des Auflastdrucks

=

1
k
1
k

N | —

Y @) = Y

Zur Ableitung von (2.143) wird ein Kreisring mit konstantem Auflastdruck p,, betrachtet,
d.h. ¢, ist durch

D D <r<r
o =4 mel = " (A.93)
0 D r < rp 1 Vr >y,

gegeben. Mit der Definition der Hankel-Transformation gemif (2.67) 148t sich dann @, berech-

nen:

o0

Qmn = / rqm Jo(kr) dr

Tm—1

= / "D Jo(kr) dr

Tm—1

(A.94)
Mit (A.50) folgt

Qn = ?m o (k) — Pt 1 (k)] (A.95)
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B.1 Berechnung des Attraktionsintegrals fiir ebenes

Atmosphirenmodell

Zur Berechnung des Attraktionsintegrals (3.10) wird die partielle Ableitung in z-Richtung aus-
gefiihrt:

00 27 oo
= —7/// p(r,y e, z e —————drdpd:z. (B.1)

000 \/ ‘|‘22)
Werden die Bezeichnung der Radien und Hohen aus der Abb. 3.3 iibernommen und die In-
tegration iiber Zylindermidntel mit konstanter Dichte pairm, betrachtet, 148t sich wegen der

Axialsymmetrie des Problems die Integration iiber ¢ ausfiihren:

98 = =277 Y Paivn / / —drd-. (B.2)
m,n /(rz + 22)3

"m—1 Zn—1

Das Integral iiber z 148t sich 16sen (z. B. Bronstein & Semendjajew, 1997, S. 970), und es ergibt

sich
A 1 1
galr - _27T7Zpa1rmn — dr. (B3)
- r? 4 22 rZ 4 zi_l

Wird schliellich die Integration iiber r ausgefiihrt (z. B. Bronstein & Semendjajew, 1997, S. 969),
folgt (3.11).

B.2 Berechnung des Attraktionsintegrals fiir sphirisches

Atmosphirenmodell

Mit der Annahme, daf§ die Dichten in den einzelnen Kugelschalensegmenten konstant sind, folgt

aus (3.13)

n 9 .
9
$(RE,0,0)=—7 Y paivmni / / / i dr dv de. (B.4)

2 _ 2
myn,l .t 9, oy \/r 2rRpcos i + Ry,

Wird die Integration iiber ¢ ausgefiihrt, ergibt sich

'n Gm
r?sin o
¢(RE70 0 == E palrmnl 99[—1) / / dr d?. (B5)
m,n,l gl \/r2 — QrREcosﬁ—l—R%
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Mit Hilfe der Substitutionen

2 = rQ—QrREcosﬁ—l—R%,
ede

— = v
rRpsin
wird das Integral iiber ¥ geltst, und es folgt

Tn

SR, 0,0) = =7 Y paiwmni (1 — #1-1) / (7‘\/7‘2 — 2rRp cos ¥, + Ry,

m,n,l

Tn—1

- r\/r2 — 2rRpcos¥y,_1 + R%) dr.

Mit (3.9) 148t sich dann fiir g(ﬁ) folgende Beziehung bestimmen:

a

Tn

gz(iﬁ)(RE7 0,0) = —v Z Pairmnl (Y1 — Pi-1) / (r\/r2 — 2rRp cos ¥, + R%,

m,n,l
b b n—l

- r\/r2 —2rRpcos,_1 + R%) dr]

e

Da sich Integration und Differentiation aufheben, folgt mit der Definition
Zn =1, — RE

Formel (3.14).

—
os]
(@p)

~

(B.10)



C. Erginzungen zu Kapitel 4

C.1 Erdmodellparameter

In Tabelle C.1 sind die Parameter des Erdmodells aufgefiihrt, das zur Berechnung des Freiluft-
und Deformationsbeitrags verwendet wird. Dieses Erdmodell wird abkiirzend mit PSC bezeich-
net. Fiir das inkompressible Erdmodell PST ist A — oo angenommen, ansonsten werden die
gleichen Werte wie bei PSC verwendet. Als vereinfachtes Vergleichsmodell wird das vierschichti-

ge kompressible Erdmodell LC herangezogen, dessen Parameter in Tabelle C.2 aufgelistet sind.

C.2 Numerische Integration

Die numerische Integrationsmethode ist Werner (1992, Abschnitt 4.2) entnommen. Da diese
Methode in dieser Arbeit mehrfach verwendet wird, ist die folgende Darstellung hinsichtlich der
verwendeten Symbole allgemein gehalten.

Sei f(z) eine stetig differenzierbare Funktion mit z € [a, b], wobei 2; = a+ jh, 7 =0,...,n,
h=(b—a)/nund n =4m, so gilt

b m T4y
a/ fa)de = Z / | f(@) da,

und mit der Milne-Regel folgt

[ 1@rds = YR (i) 28 (aya) 12 (i) + 92 ) + 11 ()] - al))

h 2m m m—1
— 3_5 [7f (z0) + 32;f (z2j-1) + 12;f (24;_9) + 14 ; Flaa)+7f (xn)]

2h
— E;R4(f)7 (CQ)

wobei mit R4(f) der Quadraturfehler der Milne-Regel bezeichnet wird.
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Tabelle C.1: Parameter von Erdmodell PSC.

Schicht | Tiefe z (km) | Dichte p (kg m™>) | A (GPa) | u (GPa)
1 0 2600.0 2.1 20.0
2 3 2600.0 34.3 26.6
3 15 2900.0 45.9 44.1
4 24 3380.0 86.0 68.2
5 71 3375.2 85.3 67.5
6 80 3374.7 85.3 67.4
7 171 3362.2 83.7 65.9
8 220 3435.8 103.5 74.1
9 271 3466.2 108.0 75.9
10 371 3534.6 118.4 80.1
11 400 3723.7 129.5 90.6
12 471 3813.2 142.6 100.7
13 571 3957.6 165.2 118.6
14 600 3984.0 170.6 122.5
15 670 4380.7 196.7 154.8
16 771 4443.2 198.1 173.0
17 871 4503.8 210.7 179.4
18 971 4563.1 223.4 185.6
19 1071 4621.3 235.9 191.8
20 1171 4678.5 248.4 197.9
21 1271 4737.6 260.7 203.9
22 1371 4789.9 272.9 209.8
23 1471 4844.3 285.0 215.7
24 1571 4897.9 297.1 221.5
25 1671 4950.8 309.2 227.3
26 1771 5003.0 321.3 233.0
27 1871 5054.7 333.3 238.8
28 1971 5105.9 345.5 244.5
29 2071 5156.7 357.8 250.2
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Tabelle C.2: Parameter von Erdmodell LC.

Schicht | Tiefe » (km) | Dichte p (kg m™?) | A (GPa) | u (GPa)
1 0 3380 80 67
2 400 3800 135 100
3 670 4400 200 160
4 1000 4650 245 180




D. Symbolverzeichnis

D.1 Lateinische Symbole

Bedeutung

n-ter Eigenwert der Koeffizientenmatrix A;;
Koeffizientenmatrix des DGL-Systems
Koeffizientenmatrix des mechanischen DGL-Systems
Koeffizientenmatrix des gravitativen DGL-Systems
Schichtpropagator

Mechanischer Schichtpropagator

Gravitativer Schichtpropagator

Verzerrung

Beliebige tensorielle Feldgrofie (Lagrange-Formulierung)
Gradient von f;;..

Innerer bzw. duflerer Grenzwert von f;; .

Referenzwert von f;;  fiir t =0

Materielles Inkrement von f;;. .

Lokales Inkrement von f;; .

Beliebige tensorielle Feldgrofie (Euler-Formulierung)
Hankel-Transformierte v-ter Ordnung von f(r)

Schwere

Referenzwert der Schwere (go = 9.82161664 m s™2)
Atmosphérischer Gesamtbeitrag zum Schwereinkrement
Gezeitenreduzierter Schweremefiwert

z-Komponente des Luftmassenbeitrags zum Schwereinkrement
z-Komponente des Deformationsbeitrags zum Schwereinkrement
Skalenh6he in der Barometrischen Hohenformel

Aufwirts gerichteter Anteil des mechanischen Schichtpropagators
Aufwirts gerichteter Anteil des gravitativen Schichtpropagators
Hankel-Transformation

Inverse Hankel-Transformation
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Abschnitt
2.3.3
2.3.2
2.3.3
2.3.3
2.3.3
2.3.3
2.3.3
2.2.1
2.1.2
2.1.2
2.1.2

2.1.2
2.1.2
2.1.2
2.1.2
2.3.2
2.2.1
2.2.2
4.3.1
6.1

3.4.2
2.4.2
3.2

2.3.4
2.3.4
2.3.2
2.3.2



86 D. Symbolverzeichnis

Symbol Bedeutung Abschnitt
1 Bestimmtes Integral des Kehrwert von Ha;, 4.2.3
7 Jakobi-Determinante 2.2.1
g, Besselfunktion v-ter Ordnung 2.3.2
k Hankel-Wellenzahl 2.3.2
Ki(jl) Abwirts gerichteter Anteil des mechanischen Schichtpropagators 2.3.4
KZ»(;) Aufwirts gerichteter Anteil des gravitativen Schichtpropagators 2.3.4
) Index der Halbraumschichten, [ € [0, L] 2.1.1
[y Temperaturgradient fiir Standard-Temperaturprofil 3.3.1
L Anzahl der Halbraumschichten 2.1.2
m Index der Auflastkreisringe, m € [0, M] 2.4.1
M Anzahl der Auflastkreisringe 2.4.1
M i Mittlere Molmasse der Luft (M, = 0.0289644 kg mol™!) 3.2
n Index der Atmosphirenschichten, n € [0, N] 3.3.1
n; Einheitsnormale zur Grenzfliche subparallel zu g; 2.2.1
N Anzahl der Atmosphirenschichten 4.2.1
N;; Grenzflichenpropagator 2.3.3
P Mechanischer Druck 2.2.2
Pair Luftdruck 3.2
Pm Mittlerer Auflastdruck fiir m-ten Kreisring 2.4.1
q Grenzflichendruck 2.2.1
r Radialer Abstand 2.3.1
r; Aktuelle Position (Lagrange-Formulierung) 2.1.2
T'm Auflenradius des m-ten Auflastkreisrings 2.4.1
R> Allgemeine Gaskonstante (R* = 8.314511J K~ mol™!) 3.2
Rp Mittlerer Erdradius (Rp = 6371 km) 3.2
R Gestorter Halbraum 2.1.2
R [-te Schicht im gestérten Halbraum 2.1.2
OR; [-te Grenzfliche im gestérten Halbraum 2.1.2
t Zeit 2.1.2
Ly Cauchy-Spannung 2.2.1
U Verschiebung beziiglich X; (Lagrange-Formulierung) 2.1.2
U, Verschiebung beziiglich X; (Euler-Formulierung) 2.1.2
X; Referenzposition (Euler-Formulierung) 2.1.2
X Ungestérter Halbraum 2.1.2
A [-te Schicht im ungestorten Halbraum 2.1.2
0X; [-te Grenzfliche im ungestorten Halbraum 2.1.2

Y; Vektor der Hankel-transformierten Feldgréfen 2.3.2
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Symbol Bedeutung Abschnitt
YZ»(I) Vektor der Hankel-transformierten mechanischen Feldgréfen 2.3.4
YZ»(Q) Vektor der Hankel-transformierten gravitativen Feldgréfien 2.3.4
z Tiefe (innerhalb des Halbraums), Héhe (auBlerhalb des Halbraums) — 2.3.1
2 Tiefe der [-ten Grenzfliche 2.3.1
Zn Hohe der n-ten Atmosphérenschicht 3.3.1

D.2 Griechische Symbole

Symbol Bedeutung Abschnitt
ol Newtonsche Gravitationskonstante (y = 6.67259- 10" m®kg™'s72) 2.2.1
i Kronecker-Symbol 2.1.2
€k Levi-Civita-Symbol 2.1.2
Oair Lufttemperatur 3.2
0 Winkel zwischen X3-Achse und X 3.4.2
K Normierte Hankel-Wellenzahl 4.1.2
Al Erste Lamé-Konstante fiir /-te Halbraumschicht 2.1.1
1 Zweite Lamé-Konstante fiir [-te Halbraumschicht 2.1.1
Pl Volumenmassendichte fiir /-te Halbraumschicht 2.1.1
Pair Luftdichte 3.2
Pair Mittlere Luftdichte 3.4.1
Apy Dichtesprung an [-ter Grenzfliche (Ap; = p; — pi—1) 2.3.3
Tij Piola-Kirchhoff-Spannung 2.2.1
©® Azimut 2.3.1

Schwerepotential 2.2.1
¢ p
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