
 

I DATI INVALSI 
PER INDAGARE 
E MIGLIORARE 

L’INSEGNAMENTO 
DELLA MATEMATICA

III Seminario “I dati INVALSI:               
uno strumento per la ricerca”

a cura di  
Patrizia Falzetti

IN
V

A
LS

I 
P

ER
 L

A
 R

IC
ER

C
A

  
ST

U
D

I 
E 

R
IC

ER
C

H
E



INVALSI PER LA RICERCA

La collana Open Access INVALSI PER LA RICERCA si pone come 
obiettivo la diffusione degli esiti delle attività di ricerca promosse 
dall’Istituto, favorendo lo scambio di esperienze e conoscenze con 

il mondo accademico e scolastico. 
La collana è articolata in tre sezioni: “Studi e ricerche”, i cui contributi sono 
sottoposti a revisione in doppio cieco, “Percorsi e strumenti”, di taglio più di-
vulgativo o di approfondimento, sottoposta a singolo referaggio, e “Rapporti di 
ricerca e sperimentazioni”, le cui pubblicazioni riguardano le attività di ricerca e 
sperimentazione dell’Istituto e non sono sottoposte a revisione. 

Direzione: Roberto Ricci 

Comitato scientifico:
• Tommaso Agasisti (Politecnico di Milano); 
• Cinzia Angelini (Università Roma Tre); 
• Giorgio Asquini (Sapienza Università di Roma); 
• Carlo Barone (Istituto di Studi politici di Parigi); 
• Maria Giuseppina Bartolini (Università di Modena e Reggio Emilia); 
• Giorgio Bolondi (Libera Università di Bolzano); 
• Francesca Borgonovi (OCSE•PISA, Parigi); 
• Roberta Cardarello (Università di Modena e Reggio Emilia); 
• Lerida Cisotto (Università di Padova); 
• Patrizia Falzetti (INVALSI);
• Michela Freddano (INVALSI); 
• Martina Irsara (Libera Università di Bolzano); 
• Paolo Landri (CNR); 
• Bruno Losito (Università Roma Tre); 
• Annamaria Lusardi (George Washington University School of Business, USA); 
• Stefania Mignani (Università di Bologna); 
• Marcella Milana (Università di Verona); 
• Paola Monari (Università di Bologna); 
• Maria Gabriella Ottaviani (Sapienza Università di Roma); 
• Laura Palmerio (INVALSI); 
• Mauro Palumbo (Università di Genova); 
• Emmanuele Pavolini (Università di Macerata); 
• Donatella Poliandri (INVALSI); 
• Roberto Ricci (INVALSI); 
• Arduino Salatin (Istituto Universitario Salesiano di Venezia); 
• Jaap Scheerens (Università di Twente, Paesi Bassi); 
• Paolo Sestito (Banca d’Italia); 
• Nicoletta Stame (Sapienza Università di Roma); 
• Roberto Trinchero (Università di Torino); 
• Matteo Viale (Università di Bologna); 
• Assunta Viteritti (Sapienza Università di Roma); 
• Alberto Zuliani (Sapienza Università di Roma). 

Comitato editoriale: 
Andrea Biggera; Ughetta Favazzi; Simona Incerto; Francesca Leggi; Rita Marzoli 
(coordinatrice); Enrico Nerli Ballati; Veronica Riccardi.

ISBN 9788835131045



www.francoangeli.it

ISBN 9788835131045



I DATI INVALSI 
PER INDAGARE 
E MIGLIORARE 

L’INSEGNAMENTO 
DELLA MATEMATICA

III Seminario “I dati INVALSI:               
uno strumento per la ricerca”

a cura di  
Patrizia Falzetti



Le opinioni espresse nei lavori sono riconducibili esclusivamente agli autori e non impegnano in alcun 
modo l’Istituto. Nel citare i contributi contenuti nel volume non è, pertanto, corretto attribuirne le argo-
mentazioni al l’INVALSI o ai suoi vertici.

: Alessandro Petrini

Copyright © 2021 by FrancoAngeli s.r.l., Milano, Italy & INVALSI – Istituto Nazionale per
la Valutazione del Sistema educativo di Istruzione e di formazione.

L’opera, comprese tutte le sue parti, è tutelata dalla legge sul diritto d’autore ed è pubblicata in versione
digitale con licenza Creative Commons Attribuzione-Non Commerciale-Non opere derivate 4.0

Internazionale (CC-BY-NC-ND 4.0)

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.it

ISBN 9788835131045



5

ISBN 9788835131045



6

ISBN 9788835131045



7

ISBN 9788835131045



8

ISBN 9788835131045



9

ISBN 9788835131045



10

-

-

-

-

-
-
-

ISBN 9788835131045



11

ISBN 9788835131045



2.1. Modellizzazione
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2.2. Ambiente di apprendimento interattivo
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già presenti nelle domande per porre l’attenzione sui processi e restituire un 

risolvere il problema. 
Il percorso trae origine da alcune attività sul calcolo letterale e sulla ma-

nipolazione di formule algebriche, viste in relazione alla geometria. Scrivere 

misure sono espresse attraverso lettere e numeri è un pretesto per analizzare, 
-

dratiche e cubiche. Le domande si ispirano a un quesito proposto nelle prove 

trapezio rettangolo in cui la lunghezza della base minore e dell’altezza sono 
-

è stata creata un’attività in cui si chiede di scrivere la formula che esprime 
l’area di un trapezio con caratteristiche simili. Dopo la discussione sulle pos-

è visibile 

ottiene al variare del parametro: la crescita delle misure, e di conseguenza 
del l’area del trapezio, è associata al movimento di un punto lungo una curva 
nel piano cartesiano, e corrisponde ai risultati numerici precedentemente cal-
colati e raccolti in una tabella. L’attività è stata successivamente riproposta 

Fonte: GESTINV 3.0 (www.gestinv.it)

In aggiunta alle attività interattive sono stati progettati diversi tipi di eser-
cizi con valutazione automatica che chiedono la formulazione, la rappresen-

e situazioni. 
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Dopo le prime attività sulle funzioni, nel percorso si introducono proble-
mi calati in contesti reali, in cui si chiede di individuare, formulare e rappre-
sentare un modello matematico. Se nelle attività precedenti la costruzione 
delle formule era facilitata dall’utilizzo di formule studiate in geometria, in 
questa seconda fase molta attenzione è stata rivolta alla formulazione alge-
brica dei modelli descritti verbalmente, oltre che alle molteplici forme di 

al l’analisi di modelli lineari con tutte le loro proprietà, come la pendenza 
interpretata come velocità, le intersezioni con gli assi nel punto di origine 
del moto o dell’azione, l’intersezione tra due modelli come coincidenza nel 

-
è possibile visualizzare un esempio di problema in forma 

interattiva, che permette di studiare ogni aspetto di una funzione lineare. 
Il problema propone il confronto dell’andamento della lettura di un libro 
da parte di 3 amici, che leggono con velocità diverse iniziando in momenti 

gli studenti possono completare con la posizione del libro a cui i personaggi 
del problema arrivano al termine di ogni giornata. L’attività coinvolge atti-
vamente gli studenti, ai quali viene anche chiesto di immedesimarsi nella 
situazione e inserire nella quarta tabella l’andamento della propria lettura, 
immaginando con quale velocità leggerebbero il libro. 
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Una volta completate le tabelle, gli studenti possono cliccare sui bottoni 

-
lativa all’andamento della propria lettura, apre a esplorazioni e confronti. 
L’at tività è
portano alla scrittura delle formule con cui si possono esprimere i modelli. 
Questo problema si ispira a un quesito proposto nelle prove INVALSI per il 
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Attraverso la valutazione automatica sono proposte altri tipi di situazioni 
reali, ispirate ad altri quesiti di modellizzazione lineare e non lineare che 

-
dividuare le varie caratteristiche delle funzioni passando da una forma di 
rappresentazione all’altra. 

Fonte: GESTINV 3.0 (www.gestinv.it)
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Fonte: GESTINV 3.0 (www.gestinv.it)

Campione nazionale (grado 10) 30,7
33,3 66,7

47,6
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-

Chi-quadrato di Pearson 0,000
V di Cramer 0,000

-
-

zamento e la percezione di utilità delle attività svolte in classe. Nella tab. 
-

corrispondenti ai valori 1 e 2, sono pochissime. In particolare le risorse in 
piattaforma sono state trovate utili come supporto delle lezioni in classe e 
dello studio a casa, e hanno aiutato a mantenere viva l’attenzione durante gli 
incontri.

1 5
Le attività proposte sono state interessanti 1,4 2,3 47,4
Le attività proposte sono state comprensibili 0,0 43,0 17,6
Hai prestato attenzione durante le attività 0,0 3,6 36,2
Le attività proposte sono state utili per capire 
meglio alcune parti della Matematica 1,4

Le attività proposte sono state utili per colle-
gare tra loro ambiti diversi della Matematica 2,3 44,2 34,1

Pensi che le attività proposte saranno utili per 
i tuoi studi futuri 2,7 13,6

È stato utile utilizzare la piattaforma in classe 3,6 32,1 47,1 16,7
È stato utile poter rivedere quanto svolto in 
classe da casa attraverso la piattaforma 0,0 36,4 20,0

6. Conclusioni

I risultati della sperimentazione hanno messo in luce come l’utilizzo for-
mativo delle domande tratte da prove standardizzate precedentemente som-
ministrate, coniugato con l’utilizzo di strumenti interattivi e con valutazione 

e lavorare con i modelli matematici. L’obiettivo di questo percorso è di raf-
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forzare le radici cognitive di concetti che diventano fondamentali per l’ap-
prendimento della Matematica nella scuola secondaria e su cui si evidenzia-
no problemi di comprensione anche a livello universitario. Le competenze 

di lettura della realtà che consentano di agire in modo consapevole in una 
società pervasa da dati e modelli complessi. 

Sarebbe interessante tracciare il percorso degli studenti che hanno pre-

un’ottica verticale. I materiali del percorso sono stati messi a disposizione di 
tutti i docenti delle scuole secondarie di primo e secondo grado di tutta Italia 
che partecipano al progetto del MIUR “Problem Posing & Solving” (Bran-
caccio 
per inserirli nella propria didattica.

Barana 
interattivi supportati dalle ICT per l’apprendimento della matematica attraverso 

.

, IEEE, To-

Barana A., Fioravera M., Marchisio M., Rabellino S. (2017), “Adaptive Teach-
ing Supported by ICTs to Reduce the School Failure in the Project ‘Scuola dei 
Compiti’”, in -

, IEEE, Torino, pp. 432-437.

matematica nel progetto per la riduzione della dispersione scolastica ‘Scuola dei 
Compiti’”, 

Barana A., Marchisio M. (2016), “Ten Good Reasons to Adopt an Automated Form-

Disciplines”, 
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-

Learnt?”, 

“Problem Posing and Solving: Strategic Italian Key Action to Enhance Teaching 
and Learning Mathematics and Informatics in the High School”, in 

, IEEE, Taichung, 

Carlson M., Jacobs S., Coe E., Larsen S., Hsu E. (2002), “Applying Covariational 
-

English L. D., Sriraman B. (2010), “Problem Solving for the 21st Century”, in L.D. 
English, B. Sriraman ( ), , Springer, Ber-

-
nition”, 

Greefrath G., Vorhölter K. (2016), 
s, Springer In-

ternational Publishing, Cham.

-
, testo disponibile al sito: https://invalsi-areaprove.cineca.it/

MATEMATICA.pdf, data di consultazione 26/1/2021.
Kaiser G. (2014), “Mathematical Modelling and Applications in Education”, in S. 

Lerman ( ), , Springer, Dordrecht, pp. 

Lesh R., Lehrer R. (2003), “Models and Modeling Perspectives on the Development 
of Students and Teachers”, 

Moreno R., Mayer R. (2007), “Interactive Multimodal Learning Environments: 
Special Issue on Interactive Learning Environments: Contemporary Issues and 
Trends”, 

, 

-
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di Giorgio Bolondi, Stefania Pozio

è stata svolta online e 
la correzione delle risposte aperte è stata centralizzata. Ciò ha permesso di 
disporre, per ogni domanda, di tutte le risposte fornite dagli studenti, e di 

-

una domanda in cui si chiedeva di scrivere la formula del perimetro di un 
trapezio isoscele tenendo conto di alcuni vincoli presenti nel testo e sulla 

-
sconcezioni, errori procedurali, errori formali, incapacità di coordinare vari 
registri di rappresentazione.

-
-

-

1. Introduzione

aprile 2017, la prova INVALSI dell’ultimo anno della scuola secondaria di 
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è svolta online al computer (CBT) e la correzione, che 
è ora centralizzata. 

La correzione centralizzata ha consentito per la prima volta, di raccoglie-
re e quindi analizzare in maniera omogenea tutte le diverse risposte che gli 
studenti hanno fornito a livello nazionale a ciascuna delle domande aperte 
presenti nella banca di item sulla quale sono state costruite le prove. In que-

in cui si richiedeva di scrivere la formula che permetteva di calcolare il pe-
rimetro di un trapezio isoscele. Le risposte sono state suddivise in diverse 
categorie ciascuna delle quali mette in luce un particolare percorso che ha 
portato a un determinato errore. 

studenti nello scrivere una formula in cui è necessario riconoscere e distin-
guere le variabili dalle costanti, avere ben chiaro come rappresentare una 
variabile nella formalizzazione algebrica e saper gestire due registri di rap-
presentazione, cioè il passaggio sia dal linguaggio naturale sia dal linguggio 
iconico al linguaggio algebrico.

2. Il passaggio dal linguaggio naturale al linguaggio algebrico

Nelle 
 (MIUR, 2012), uno degli obiettivi di appren-

dimento per la scuola secondaria di primo grado, nell’ambito Relazioni e 
funzioni, è «Interpretare, costruire e trasformare formule che contengono 
lettere per esprimere in forma generale relazioni e proprietà» e, tra i Traguar-
di per lo sviluppo delle competenze al termine dello stesso ciclo di scuola è 
previsto che lo studente «sia in grado di utilizzare e interpretare il linguaggio 
matematico (formule, equazioni…) e coglierne il rapporto col linguaggio 
naturale»
quinta della scuola primaria, nell’ambito Relazioni, dati e previsioni si legge: 

-
presentazioni per ricavare informazioni, formulare giudizi e prendere deci-
sioni». Quindi, la capacità di scrivere una formula è qualcosa che gli studenti 
non dovrebbero apprendere soltanto nella scuola secondaria di primo grado, 

sin dall’inizio del percorso di apprendimento della Matematica. 
In Italia, il principale progetto che si occupa dello sviluppo del pensiero 

è il progetto “Ar-Al” (http://www.
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l’Uni versità di Modena e Reggio (Malara e Navarra, 2003). 
Questo progetto si colloca all’interno della cornice teorica denominata 

 (la prima algebra). L’ipotesi su cui si basa è che il pensiero 

poiché i principali ostacoli cognitivi nell’apprendimento dell’algebra nasco-
no in modi spesso insospettabili quando il bambino inizia ad avvicinarsi al 
pensiero aritmetico e possono trasformarsi in blocchi concettuali anche in-

essere superate insegnando ai bambini a pensare l’Aritmetica in termini al-
gebrici (Malara, 2003). 

I risultati del progetto “Ar-Al” si inseriscono all’interno di una cornice te-
orica più ampia condivisa a livello internazionale in cui si ipotizza l’esisten-
za di una relazione complessa tra pensiero aritmetico e pensiero algebrico 

-
portanza del simbolismo algebrico, tanto da inserirlo tra una delle 6 capacità 

Gran parte della letteratura sulla comprensione e l’utilizzo dell’Algebra 
-

no ai diversi simboli letterali, sul modo in cui essi li utilizzano e sullo studio 

simbolico. 

studenti fanno delle lettere e individua 6 diverse categorie: le lettere alle 

prese in considerazione, le lettere considerate come degli oggetti, le lettere 
-

ai diversi usi delle variabili corrispondono diverse concezioni dell’Algebra: 
Algebra intesa come Aritmetica generalizzata (e quindi la variabile consi-
derata come rappresentante qualsiasi numero), Algebra vista come studio di 
procedure per risolvere certi tipi di problemi (e quindi la variabile assume il 

problema di cosa sia il “senso del simbolo” ( ) negli studenti. Tra 
i vari comportamenti descritti da Arcavi riguardo al senso del simbolo, vi è 
quello che riguarda la scelta del simbolo perché quando una situazione viene 
tradotta in simboli, uno dei primi passi è scegliere cosa rappresentare e come. 
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Sostiene Arcavi che non è detto che se lo studente sceglie all’inizio di un 
processo di soluzione una variabile non corretta vuol dire che non ha il senso 
del simbolo, però avere il senso del simbolo dovrebbe includere la capacità 
di saper scegliere al meglio il simbolo più adatto per mostrare determinate 
relazioni o generalizzazioni.

Per il contesto italiano, la distinzione anche terminologica tra parametro 
e variabili si trova sviluppata in Chiarugi 

a numeri, la precedente conoscenza dei numeri da parte degli studenti po-
trebbe limitare la loro comprensione di questo concetto. Quando gli studenti 
vengono introdotti per la prima volta al concetto di variabile, tendono a in-
terpretare simboli letterali per indicare oggetti o nomi abbreviati di oggetti 
e non numeri. 

scuola media siano in grado di costruire un modello algebrico a partire da 
una rappresentazione verbale di un problema, mostrando una comprensione 

categorie di risposte errate simili a quelle da noi ritrovate, categorie che ver-
ranno quindi utilizzate per descrivere gli errori che i nostri studenti hanno 
fatto nel rispondere alla domanda oggetto di questo studio. 

espressioni algebriche a partire da informazioni espresse a parole risiede nel 
loro voler tradurre una frase scritta a parole in un’equazione sostituendo le 
parole chiave con simboli matematici in sequenza da sinistra a destra. Tale 
processo viene chiamato in letteratura “traduzione sintattica” (Herscovics, 

a un linguaggio algebrico è dovuta al fatto che essi si costruiscono dei mo-
delli cognitivi che, pur favorendo la comprensione del linguaggio naturale, 

è semplice rap-
presentare tali modelli con un codice matematico.

3. Metodologia

Fino all’anno scolastico 2016/2017 le prove INVALSI venivano corrette 
dai singoli docenti. Quindi, per quanto riguarda le domande a risposta aperta, 
non era possibile avere una visione globale del tipo di risposte errate fornite 

riguardanti gli studenti della propria classe. La possibilità di avere a dispo-
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sizione tutte le diverse tipologie di risposte permette di analizzare in modo 

quesiti e di conseguenza di fare ipotesi sul tipo di ragionamento retrostante a 
ciascun tipo di errore. Inoltre poiché i dati analizzati provengono da un cam-
pione statistico rappresentativo di tutta la popolazione italiana degli studenti 

fornite dagli studenti, così come viene fatto in questo lavoro, si ha un quadro 

italiani nei confronti del passaggio dal linguaggio naturale al simbolismo 
matematico, indipendentemente dal tipo di insegnamento ricevuto, dal loro 

L’approccio metodologico di questo lavoro si avvale dell’utilizzo di un 
database in cui sono elencate tutte le risposte errate date dagli studenti a cia-
scuna domanda, così come essi le hanno fornite nel momento in cui hanno ri-

colonna, sono riportate tutte le risposte date dagli studenti cui la domanda è 

-

quelle errate e, per ciascuna di esse, anche il numero di studenti che hanno 
dato quel tipo di risposta. 

La metodologia utilizzata è quantitativa nella prima fase e qualitativa nella 
fase successiva, quando si cercano di interpretare le risposte errate degli stu-

aspettativa che esistano categorie di errori e di strategie risolutive che si ripe-
tono in studenti diversi e si prova a distinguere e descrivere queste categorie e, 
dove possibile, a motivarle (Pozio, 2011). Tale analisi è molto utile per scopi 
didattici, poiché permette di capire come modulare meglio l’insegnamento e 
individuare quali argomenti tra quelli trattati dai docenti non sono stati compre-
si pienamente e per quali ragioni. Le risposte alla domanda in esame, conside-

alquanto consistente. L’analisi è
è proceduto a controllare l’elenco di tutte le 

risposte errate per vedere se ci fossero delle modalità di risposta sbagliata che 
è cercato di raggruppare le 

modalità di risposta errata che sottendevano lo stesso tipo di errore. Attraverso 
questo tipo di lavoro si è giunti a suddividere le risposte errate in otto categorie, 

sul territorio nazionale e provenienti da diverse scuole, hanno commesso. 

ISBN 9788835131045



4. La messa in formula nelle prove INVALSI

formula in un contesto geometrico. Essa richiede allo studente di scrivere la 
formula che esprime il perimetro del trapezio isoscele in funzione della base 
minore ( ). Lo stimolo della domanda presenta due diversi registri: un regi-

) e un registro 
verbale costituito da un breve testo in cui viene fornita la relazione tra la base 
minore e la base maggiore.

Il numero di studenti del campione italiano a cui è stata sottoposta questa 
domanda è

Già negli anni passati domande relative alla messa in formula sono state 

presentate agli studenti domande che richiedevano agli studenti la scrittura di 

per il calcolo dell’area di un trapezio rettangolo i cui dati erano da ricavare 

ISBN 9788835131045



-
lo nazionale rispose in modo corretto. Nel quesito del 2010, invece, si chie-
deva di scrivere la formula che esprime il perimetro di un triangolo isoscele 

percentuale di risposte corrette tra queste due domande può essere attribuibi-
le al tipo di formula che si richiede agli studenti di scrivere. Nella domanda 
del 2010 si trattava di scrivere soltanto la formula del perimetro (e quindi 
una somma) di un triangolo isoscele di cui era fornita la lunghezza della base 
(3) e di un lato obliquo (a). La risposta era considerata corretta anche se lo 

-

e inoltre si richiedeva la formula dell’area che presupponeva una moltipli-

un quadrato e un triangolo rettangolo. Diverse erano quindi le strategie che 
lo studente poteva usare per arrivare alla formula: poteva calcolare l’area del 
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2 e l’area del triangolo ( / ) separatamente e poi sommare i due 
risultati ottenuti, oppure applicare la formula dell’area del trapezio, ma in 
questo caso era necessario sommare le due basi, di cui la maggiore composta 
da una variabile e un numero, poi moltiplicare per l’altezza, anch’essa rap-
presentata dalla variabile a
cose che lo studente doveva tenere sotto controllo.

In entrambe le domande tuttavia, non è stato possibile analizzare le ri-
sposte errate e l’unico dato disponibile era quello relativo alla percentuale di 

-
mente dai docenti sulla base di una griglia di correzione fornita da INVALSI. 
Nel caso della somministrazione online delle prove, come si diceva, la corre-
zione è centralizzata pertanto è possibile analizzare e studiare le tipologie di 
errori degli studenti del campione nazionale. 

4.1. Analisi del quesito

innanzitutto gli studenti devono conoscere come si calcola il perimetro di un 
poligono (somma dei lati), ma soprattutto devono individuare ed esprimere 

è isoscele quindi i lati 
è il doppio della base minore 

, quindi la base maggiore del trapezio in funzione della base minore è: base 
maggiore = 2 . 

La risposta considerata come corretta secondo le griglie di correzione (p = 
3

come somma di ogni singolo lato (per esempio p =  oppure p 
= ) a quella in cui utilizza una scrittura più sintetica p = 3

-
1 per i nostri studenti, ma è molto interessante da analizzare 

1 -
cedurali degli argomenti più importanti proposti nelle Indicazioni nazionali di matematica 
per la scuola secondaria di primo grado. Risponde a domande che richiamano situazioni non 
ordinarie per le quali è necessario costruirsi un modello adeguato. Utilizza diverse rappresen-
tazioni degli oggetti matematici e passa con sicurezza da una all’altra. Illustra e schematizza 

adeguato al grado scolastico, anche utilizzando simboli, in tutti gli ambiti di contenuto (Nu-
-
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nei suoi risultati in quanto la messa in formula coinvolge sia il processo di 
sostituzione di un valore a una lettera, che è un processo fondamentale la cui 

-
clo, sia il processo di costruzione di una relazione tra elementi, in particolare 
di relazione simbolica tra elementi diversi. 

4.2. Analisi delle categorie di risposta

risposta 
 oppure (  ecc.), mantenendo 

in questo modo una stretta relazione con l’idea di perimetro di un poligono 
come somma dei suoi lati.

 = 3

sia numerici. 

e ha scritto 

3 ecc.).
Per quanto riguarda le risposte errate, qui di seguito vengono illustrate le 

categoria è descritto il tipo di errore che la caratterizza e vengono riportati 

quelli che hanno sbagliato) che nella formula che loro conoscono scrivono la 
relazione  = 2  in maniera corretta dal punto di vista algebrico, ma poi non 

la lettera , qualcuno utilizza anche altre lettere. Qualche studente, invece, 
usa il simbolo  invece di  per il lato obliquo, probabilmente perché lo con-
sidera come se fosse l’altezza del trapezio e anche questo tipo di errore (cioè 
attribuire il ruolo di altezza del trapezio al lato obliquo) è presente anche in 
altre categorie. Poiché nella formula che gli studenti di questa categoria scri-
vono non c’è traccia del valore attribuito al lato obliquo, viene da supporre 
che per questi studenti il termine “formula” evoca qualcosa che debba conte-
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nere solo lettere e non numeri. Un errore simile, ma non uguale, è stato indi-

cui dimensioni erano indicate con simboli letterali o combinazione di numeri 
e lettere. Il risultato è

caso la lettera  rappresenti un’incognita, per gli studenti, invece, potrebbe 
semplicemente rappresentare il nome o l’etichetta data al lato stesso e non 
il valore, sconosciuto, della lunghezza del lato e pertanto gli studenti danno 

-
duano questo tipo di errore (cioè l’utilizzo di lettere diverse rispetto a quelle 
fornite) nel passaggio da un testo verbale a una formulazione algebrica.

che hanno sbagliato) che non scrivono la formula ma forniscono un valore 
numerico, cioè pensano di dover calcolare il perimetro. Il risultato numerico 
più frequente è -

base minore si discosta poco da quella del lato obliquo. Alcuni studenti non 
-

lare il perimetro. 
Questo tipo di errore è

che gli studenti danno della lettera è quella di , cioè sentono 
la necessità di doverle assegnare un valore per poter calcolare il perimetro. 

«Risolvere un problema di tipo scolastico standard coincide con il trovare 
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il testo, passando dalla sua formulazione in lingua naturale, all’espressione 
aritmetica che porta dai dati al risultato».

30
70

quelli che hanno sbagliato) che forniscono una risposta a parole e, nella mag-
gior parte dei casi, non utilizzano alcun simbolo o numero. Essi cercano di 
esprimere con il verbale quella che è la situazione: c’è chi descrive il proce-
dimento che c’è
che appartengono a questa categoria), c’è chi descrive a parole una generica 
formula dell’area (base maggiore più base minore per altezza diviso due), 

obliquo), altri propongono soluzioni assolutamente prive di senso. Capraro e 
-
-

ha dimostrato che gli studenti avevano una forte comprensione concettuale 
del problema e sono stati in grado di tradurre le parole del problema in frasi 

categoria in cui si è cercato di riscrivere il problema a parole”. Nel nostro 
studio, in realtà, accade il contrario, cioè gli studenti appartenenti a questa 
categoria scrivono a parole la soluzione, non il testo del problema. Probabil-
mente per questi studenti il verbo “scrivere” nel testo della domanda (“Scrivi 
la formula”) è sinonimo di spiegare a parole come calcolare il perimetro di 
quel trapezio.
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hanno sbagliato), pur individuando in modo corretto le variabili da inserire. 
Al l’interno di questa categoria, però, possiamo considerare due gruppi distin-
ti. In un gruppo rientrano coloro che fanno confusione nel padroneggiare il 
doppio e la metà. Infatti, scrivono  / 2 invece di  per 2, quindi confondono 
il ruolo delle due basi. Gli studenti considerano come variabile indipendente 
la base maggiore invece della minore. Poiché la base maggiore è il doppio 
della base minore, allora la base minore sarà la metà della base maggiore, da 

 / 2 (I e II riga della tabella 4). 
Nel secondo gruppo ci sono gli studenti che confondono la potenza con la 

moltiplicazione o invece di sommare calcolano il prodotto. Diversi studenti 
al posto di 2  oppure di  oppure 
scrivere (2 ) scrivono (2 ). Appartiene a questa categoria uno stu-
dente che è stato in grado di fornire il valore delle basi nella sua forma più 
sintetica (3 ), ma poi ha commesso l’errore di moltiplicare tale valore per la 
lunghezza dei lati obliqui invece di sommarlo (III e IV riga della tabella 4). 

-
vono possedere una comprensione concettuale in modo che una volta che le 

-
mente quelle parole in simboli matematici. Gli studenti di questa categoria 
mancano probabilmente di una comprensione concettuale del problema.

perimetro, scrivono la formula dell’area. Gli studenti che appartengono a 

studenti). Tra questi studenti si possono fare alcune distinzioni: ci sono quegli 
studenti che scrivono la formula dell’area del trapezio così come l’hanno ap-
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presa a scuola (  : 2 senza tener conto di nessuno dei dati forniti nella 
domanda. Altri scrivono una generica formula dell’area (  / 2). Altri anco-
ra utilizzano i dati presenti nella domanda, scrivono in modo corretto la rela-
zione tra base maggiore e base minore, cioè 2 al posto della  scrivono 2 , ma 

il lato obliquo l’altezza del trapezio – per esempio (2 -
pretazione di questo tipo di errore porta a pensare che la formula dell’area del 
trapezio è più familiare ai nostri studenti, probabilmente perché è una formula 
non banale che tendono a ricordare. Di fatto, a scuola, si fanno molti esercizi 
sul l’area del trapezio, molto di meno si lavora sul suo perimetro. Quindi, nel 
momento in cui gli studenti leggono nella domanda “scrivi la formula…”, 
viene loro in mente l’area piuttosto che il perimetro. Siamo quindi di fronte a 
un problema riconducibile al contratto didattico (“se mi stanno chiedendo una 

Nella categoria 6 sono state raggruppate le risposte degli studenti che 
esprimono il perimetro come somma di 4 lati senza tener conto della relazio-
ne tra la base minore e la base maggiore. Essi si limitano a indicare la base 
maggiore con  e non in funzione di , come viene esplicitamente richiesto 
nella domanda. All’interno di questa categoria si possono distinguere due 

formula, il valore del lato obliquo presente nel testo del problema, da quelli 
-

blema e indicano il lato obliquo principalmente con la lettera . Gli studenti 

fatto che questi ultimi scrivono una variabile al posto del valore numerico, 
mentre loro scrivono una variabile al posto della relazione. L’errore di que-
sta categoria è
generica per il calcolo del perimetro di un trapezio, ma non vi inseriscono la 
relazione espressa a parole nel testo della domanda. 
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maggiore
maggiore

 

La categoria 7 comprende un numero di studenti abbastanza elevato (270, 

questo caso sembrerebbe di essere di fronte a quello che in letteratura vie-

cioè gli studenti si limitano a tradurre la frase dello stimolo in una formula 
sostituendo alle parole chiave dei simboli matematici in modo sequenziale 
da sinistra verso destra. La maggior parte degli studenti appartenenti a questa 
categoria utilizza correttamente il dato numerico, solo alcuni utilizzano la 
lettera 

delle precedenti categorie. È la categoria più numerosa, a essa appartengono 

questa categoria sono state inserite anche 30 risposte in cui gli studenti hanno 
fornito formule non complete o con dati sovrabbondanti (per esempio 2

(
che lo studente ha colto, almeno in parte, una delle due relazioni che doveva 
essere riportata nella scrittura della formula.
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2p-(B-l)

5. Conclusioni

In questo lavoro vengono analizzate tutte le risposte errate che gli stu-
denti hanno dato a una domanda che apparteneva alla banca di item che 
ha costituito la base della Prova nazionale della classe III della scuola se-
condaria di primo grado. Da tale analisi emergono diversi tipi di errori che 
mettono in luce misconcezioni, errori procedurali, errori formali, incapacità 
di coordinare vari registri di rappresentazione. Alcuni di questi errori sono 

che non è solo un problema legato al modo con cui l’Algebra è insegnata in 

nostro Paese. 
Dal punto di vista metodologico, questa ricerca indica come si possano 

integrare diversi punti di vista, in un’ottica anche di sintesi per gli inse-
gnanti. Abbiamo utilizzato dati provenienti dalle indagini su larga scala, 
“leggendoli” con le lenti teoriche che la ricerca in didattica della Matemati-
ca ha elaborato, interpretandoli con le informazioni sul contesto scolastico 

nel quale le indagini sono state realizzate. Questo fornisce un esempio di 
 che può essere esteso allo studio di altre situazioni 

di insegnamento-apprendimento, nell’ottica anche di fornire agli insegnanti 
strumenti interpretativi e operativi per i fenomeni che si manifestano nelle 
loro classi.

-
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di Francesca Ferrara, Giulia Ferrari, Ketty Savioli

In questo capitolo focalizziamo innanzitutto l’attenzione sullo sviluppo di 

domanda della prova di Matematica SNV del 2017 per la scuola secondaria 
di I grado, che coinvolge la capacità di interpretare e leggere le relazioni tra 
due rette nel piano cartesiano. Prendiamo quindi in esame i risultati di una 

richiedeva anche una fase argomentativa. Questa analisi rivela l’importanza 
di un approccio dinamico ampio alla costruzione di competenze di senso del 

-
no anche coinvolgere l’attività corporea degli studenti.

-
-

-

-
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La capacità di leggere e interpretare informazioni a partire da rappresen-

è una delle competenze fondamentali richieste per una cittadinanza consape-
vole nel 21° secolo. È questa una capacità molto importante in Matematica, 
ponendosi al cuore dello studio del concetto di funzione e della modelliz-
zazione di processi e fenomeni della realtà. Ha per questa ragione una forte 
valenza anche nell’ambito delle Scienze sociali, economico-statistiche e na-
turali ad ampio spettro. Si tratta tuttavia di una competenza trasversale com-
plessa, di non facile sviluppo e applicazione. D’altra parte, l’elaborazione e 

ricerca in didattica della Matematica. 

apprendimento della Statistica, Friel, Curcio e Bright (2001) forniscono una 
-

), sottolineando che, mentre molti ricercatori hanno focalizzato tale 

almeno tre livelli di comprensione che si possono distinguere tra elementare, 
intermedio e avanzato. Essi possono inoltre essere pensati come caratteriz-
zati rispettivamente da: una lettura dei dati, una lettura tra i dati e una lettura 

lettura fa qui riferimento alla capacità di estrarre informazione dai dati nel 
primo caso, di trovare relazioni nei dati nel secondo caso, di muoversi oltre 
i dati eventualmente per fare predizioni nel terzo caso. Numerosi studi han-
no inoltre messo in luce che, se gli studenti sembrano sperimentare poche 

-
-
-

Inserendo il loro studio in questa prospettiva, Friel e colleghi intendono, 

evidenziano anche come diversi livelli di domande possano provocare diver-
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compito, della disciplina e, non ultimo, dei lettori stessi. In anni non trop-

utilizzati per analizzare e comunicare. Tuttavia, i ricercatori hanno iniziato a 
porre attenzione anche all’invenzione o alla reinvenzione di rappresentazioni 

-
vestigato situazioni in cui studenti del primo anno della scuola secondaria di 

-

che cosa essi servono o perché le convenzioni hanno senso… Può darsi che 
particolari rappresentazioni non siano al cuore di ciò che dovrebbe essere 
insegnato più degli usi per cui esse servono, dei criteri che incontrano e delle 

Secondo Friel e colleghi (Friel 
che implichi una capacità profonda di analisi dei dati dovrebbe allora pro-

-

rispetto alla didattica scolastica è -
menti per comunicare informazioni, come spesso avviene in contesti scien-

In anni più e meno recenti, molti ricercatori hanno rivolto la loro atten-

l’utilizzo di tecnologie digitali che, con le loro potenzialità, forniscono ca-
ratteristiche dinamiche alla cattura e alla visualizzazione di dati, dunque an-
che all’indagine e alla ricerca di informazioni a partire da essi (Yerushalmy, 

argomento principale in tanti di questi studi non deve stupire e non è ca-
suale, trattandosi di uno degli argomenti più importanti nel curriculum e 

 di ricerche è 

posizione nel tempo, in relazione alla cattura del movimento del corpo o 
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-

dunque sulla ricerca di informazione a partire da essi. In quest’ottica, presen-
tiamo i cardini di una sperimentazione condotta in una classe seconda della 
scuola secondaria di I grado, per poi intrecciare osservazioni desunte dal la-
voro in classe con l’analisi di risposte fornite dagli studenti nella risoluzione 

interessa particolarmente poiché ricalca lo stile di quesiti INVALSI che coin-

operare confronti tra andamenti diversi. 

Prima di introdurre la sperimentazione didattica, prendiamo in esame 

nel maggio 2017 per il livello 10 (classe seconda secondaria di II grado), 

movimento su binari paralleli.

ci collochiamo e fornisce elementi di interpretazione utili in relazione alla 

la lettura e la ricerca di informazioni adeguate per mettere in relazione situa-
zioni diverse legate alla modellizzazione del movimento mediante funzioni 
lineari.

Come si legge nella  per la prova di Matematica, classe se-
conda (scuola secondaria di II grado), Servizio Nazionale di Valutazione a.s. 
2016/2017 (INVALSI, 2017b), lo scopo della domanda è formulato come se-

conversione tra minuti e frazioni decimali di ore”. La domanda è suddivisa in 
due sezioni: la 
composta da tre item, in cui è -

, in cui è
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Nella  si trovano, inoltre, le seguenti indicazioni per 

 
(INVALSI, 2017a, tab. 1):
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Linee guida e  
Indicazioni nazionali

Il metodo delle coordinate: il piano cartesiano.
Il metodo delle coordinate cartesiane..., rappresentazione di punti e 
rette nel piano e di proprietà come il parallelismo e la perpendicolarità.

Traguardo a. Rappresenta, elabora, analizza e interpreta dati per descrivere si-
tuazioni e individuare caratteristiche di un fenomeno o di una situa-
zione, eventualmente anche allo scopo di produrre ipotesi e prendere 
decisioni.
b. Produce argomentazioni esplicitando la tesi, utilizzando conoscenze 
e forme argomentative pertinenti alla tesi oggetto di argomentazione.

Dimensione a. Risolvere problemi 
b. Argomentare

Risposta corretta a) V V F
b) Sono corrette tutte le risposte che fanno riferimento a una delle 

seguenti osservazioni:
a) nello stesso intervallo di tempo i due treni percorrono distanze 

c) le pendenze dei due segmenti sono diverse (e quindi sono di-
verse le velocità dei treni).

Sia l’item a) sia l’item b) richiedono, per rispondere correttamente, di 

L’item b) consente di testare inoltre competenze di carattere argomen-
tativo. 

è corretto o è sbagliato. Il testo dell’item b) precisa che “Anna ha 
torto”: si tratta però di spigare perché ha torto. Il traguardo prevalente 
è quindi strettamente legato all’argomentazione e quindi alla dimen-
sione 3.

Si tratta insomma di una domanda che permette di indagare, su più fronti, 

sola lettura dei dati non è
del quesito, che richiedono anche una lettura tra i dati (soprattutto per quanto 
riguarda l’item b), come messo in evidenza dalla discussione delle possibili 
risposte corrette nella guida. Questa è anche una delle ragioni per cui è inte-
ressante analizzare le statistiche. I risultati generali del Campione forniscono 

In generale in tutti e tre gli item c’è una bassa percentuale di omissioni.

ISBN 9788835131045



50

Fonte: www.gestinv.it

-

-
sezione ha avuto più dei ¾ dei rispondenti che hanno dato risposte corrette. 
Complici forse gli aspetti percettivi di “fusione” tra il punto di intersezione 

la stessa posizione nel medesimo sistema di riferimento scelto.
-

Nel primo caso l’aspetto percettivo è molto forte (basato in particolare sulla 
lettura dei dati), in questo caso, invece, è richiesta sì la capacità di mettere in 
relazione ascissa e ordinata, ma senza confondere tra la distanza dall’origine 
e lo spazio percorso (più labile, implicando una lettura tra i dati).

Per un ulteriore approfondimento si possono consultare i risultati per 

diversi indirizzi (si veda la tab. 2, nella quale si nota una buona omogeneità 
indipendente dal percorso, sebbene il fatto che si considerino due risposte 
corrette su tre non permetta di conoscere come queste si sono distribuite sulle 

è possibile sapere quali siano, per esempio, le 

valore di verità e se si tratti delle medesime scelte corrette operate invece da 
chi frequenta l’istituto tecnico).
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Passiamo ora a considerare l’item b), dedicato alla sfera argomentativa. 
All’alunno è
“In uno stesso intervallo di tempo i due treni percorrono la stessa distanza”.

Sono state considerate esatte tutte le risposte che fanno riferimento a 
una delle seguenti osservazioni: nello stesso intervallo di tempo i due treni 

diverse le velocità dei treni).

Fonte: www.gestinv.it

Il campione nazionale si è quasi equamente distribuito tra risposte corret-

cultura dell’argomentazione è ancora un nodo cruciale sul quale puntare nel-
la scuola secondaria di secondo grado. Se si analizzano i risultati relativi ai 

-
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La percentuale di risposte corrette nei professionali è infatti molto bassa 
-

tivo è
risponde al quesito.

Seppure la nostra chiave di lettura sia più orientata ai risvolti didattici, 
alcuni parametri statistici più dettagliati ci permettono di fare le seguenti 

 –  

 – il dato denominato , cioè l’indice di adattamento che 
esprime quanto i dati rilevati su un singolo item siano aderenti al modello 
complessivo determinato attraverso i dati dell’intero test (valore pros-
simo a 1), ci conferma se l’item è

-
fetta sovrapposizione della curva relativa al modello teorico e di quella 

 – la correlazione del punto biseriale ( ) indica quanto l’item riesca a 

rappresenta la correlazione tra la probabilità di scegliere una data opzione 
e l’abilità complessiva del rispondente. In questo caso, risulta essere 0,44 

 – un’indicazione interessante deriva dai valori denominati  che 
rappresentano l’abilità media (nella stessa scala, cioè rapportati a 1) dei 
rispondenti sia per la risposta corretta (label 1) sia per gli errori (label 0) 

degli studenti che rispondono correttamente è abbastanza alta e questo 

mancante), le abilità medie degli studenti cambiano: per la statistica, chi 
non risponde è -
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-
ziandoli. 

Item-Rest Cor. 0,44

0 0 0,000 1,000
1 1 0,44 0,000 0,710
7 0 1,04 -0,04 0 -0,46

0 0,000

Fonte: www.gestinv.it

3. La sperimentazione: tecnologia e valutazione

La sperimentazione didattica che vogliamo prendere in considerazione 
per il nostro discorso ha coinvolto una classe seconda della scuola seconda-

tra di esse. L’obiettivo della sperimentazione era quello di sviluppare, sin da 

e ricerca di informazioni, in un contesto di modellizzazione del movimento. 
Abbiamo realizzato le attività in classe con l’ausilio di un software proget-

-
tro di Ricerca in Didattica della Matematica e delle Scienze di San Diego). 
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contemporaneo di due telecomandi di fronte a una barra sensore (i teleco-

soggetti muovono i telecomandi parallelamente l’uno all’altro. Nel caso più 

di un telecomando.

(a)

(b)

-
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ricerca didattica e per la progettazione di attività volte alla comprensione di 

estesi del corpo: i soggetti possono camminare, stare fermi o in generale mo-

interazione (nulla vieta che i movimenti siano prodotti da un solo soggetto 
che muove in simultanea i due telecomandi). Dall’altro lato, nella modalità 

tempo reale mentre avvengono i movimenti, favorendo non solo la modelliz-

termini di trasformazioni nel piano). 
Gli incontri laboratoriali in classe sono stati strutturati con una maggio-

ranza di momenti di discussione collettiva orchestrata da un ricercatore, a 
cui erano alternati momenti di lavoro di gruppo e individuale, in interazione 
con il software e/o mediante schede scritte progettate dai ricercatori con il 
supporto dell’insegnante della classe. Come anticipato, le attività si sono 
focalizzate su famiglie di funzioni lineari, in particolare sulle diverse con-

coppia di rette che si intersecano, con pendenze di segno opposto o con pen-
denze dello stesso segno). Questo ci ha permesso di incentrare la costruzione 
di senso attorno all’idea di incrocio (che di nuovo è un elemento che fonde 

piuttosto interessante per la corrispondenza tra l’incontrarsi nel movimento 

Prendiamo in particolare come riferimento una delle schede che gli stu-

-

-
tilinei aventi pendenze entrambe positive (che implicano il “superarsi” nel 
movimento, situazione anch’essa di incontro, seppur meno comune rispetto 
al caso in cui “ci si incontra”, associato generalmente a rette con pendenza 
di segno diverso, eventualmente opposto). Richiama molto il quesito D4 da 

-
tazione, che abbiamo inserito un quesito con una situazione davvero simile, 
come andiamo a discutere nel seguito.
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-

-

-

domanda aperta in cui si chiede di spiegare in che modo sia possibile “vedere 
-

Seppur si tratta di uno studio di caso, in cui il nostro campione è formato 
da 27 alunni, sono possibili alcune osservazioni compatibili con quanto già 
discusso per la domanda D4: non si osserva alcuna omissione per la parte (i), 
ovvero tutti gli studenti hanno tentato di rispondere almeno a questa prima 
parte della domanda.

ISBN 9788835131045



57

studenti hanno risposto correttamente) e 1 (cioè la totalità degli studenti ha 
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A C E G H
S1 F F F F V F V F
S2 F F V V V V F F
S3 F F F V V F V F
S4 F F V V V F F F

F F V F V V F F
S6 F F F F V F F F
S7 F F V V V F F F

F F V V V F F F
F F F V V F F F

S10 F F V V V F F F
S11 F F V V V F V F
S12 F F V F V F F F
S13 F F V V V F F F
S14 F F V V V F F F

F F V V V F F F
S16 F F F F V F F F
S17 V F F V V F F F

V F F F V V F F
F F V V V F F F

S20 F F V V V F F F
S21 F F V V V F F F
S22 F F V V F F F F
S23 F F F F V F F F
S24 F F F F V F F F

F V V V V F F F
S26 F F V F V F F F
S27 F F V V V F F F

risposta cui è
risposte per cui è

del verbo “incontrarsi” che si riferisce alla situazione reale sperimentata in 
classe dagli studenti in riferimento al fatto che il punto di intersezione di due 
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nello spazio di interazione (l’idea della sosta è qui volutamente fuorviante). 
In generale, la seconda parte concernente l’istante di tempo  risulta di più 
facile lettura per gli studenti. Per quanto riguarda invece i punti C e D, en-

ha risposto non correttamente, ma possiamo invece analizzare le motivazioni 
prodotte da coloro che hanno risposto correttamente. La parte (ii) era infatti 
strettamente vincolata alla parte (i) della domanda, quindi si osservano situa-

Questa seconda parte è -
-

e G in risposta alla parte (ii) della domanda. 
Abbiamo già osservato che i punti C e D sono risultati quelli di più dif-

localmente la pendenza delle due rette (nell’istante iniziale, quindi a livello 
locale oppure a livello globale, ovvero rispetto all’andamento complessivo 

sulle diverse relazioni in gioco nel contesto dato.
Per esempio, lo studente S2, che risponde correttamente ai due quesiti e 

-
centra sullo spazio percorso nello stesso intervallo di tempo e scrive: “I treni 
hanno velocità diverse perché quando si incontrano a p, sono giunte sullo 
stesso livello e B che partiva da zero sicuramente avrà fatto più strada di A 
che partiva da due”. S3 invece, assegna sul piano cartesiano il colore verde 
alla retta con pendenza minore e intercetta minore e il colore blu all’altra 
retta e argomenta così in relazione alla risposta D: “I treni viaggiano uno a 
velocità doppia dell’altra, è vero perché la linea blu percorre all’inizio già 
due quadratini, mentre la linea verde ne percorre solo uno”. Possiamo osser-
vare come anche S3 si concentra su un confronto locale delle due pendenze 
della retta, ma prendendo come riferimento la griglia e non riferendosi alla 

aspetti di fusione, in particolare S2 si riferisce al livello raggiunto dai due tre-
ni, che in realtà è un’altezza per le due linee, mentre S3 parla di una linea che 
“percorre” un quadratino, ovvero che si muove, probabilmente immaginan-
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due treni “hanno velocità diverse perché arrivano a P insieme, ma uno in quel 
tempo ha percorso il doppio della distanza dell’altro”, di fatto fornendo già 

di confrontare lo spazio percorso dai due treni nello stesso intervallo di tem-

scrive (in riferimento al punto C): “è vero perché le due linee sono inclinate 
in maniera diversa. La linea 1 [contrassegnata nel piano cartesiano, retta con 

corretta quindi, pur contenendo alcuni elementi interessanti. Per esempio, 
S11 scrive “sì perché anche se sono a velocità diverse vanno nella stessa di-
rezione e incontrando il punto hanno percorso una stessa distanza”. L’argo-
mentazione analizza e interpreta su molti fronti la situazione modellizzata, 

-

che pure sappiamo essere un particolare ostacolo cognitivo per gli studenti, 
anche di grado maggiore. S1 e S3 argomentano in modo simile, adducendo 
nella spiegazione all’arrivo in uno stesso punto, probabilmente anche qui 
confondendo il punto di intersezione fra le due linee (quindi il “raggiunge-

percorsa dai due treni nel segmento temporale cui si fa (implicitamente) 
menzione nel testo dell’item.

-
trecciati aspetti valutativi, osservazioni sul campo, analisi di argomentazioni, 

molteplici e confermano una linea di ricerca relativa all’importanza di una 
-
-

di movimento, anche messi in luce dalla lente valutativa, ci hanno permesso 
di comprendere più in profondità quanto sia importante lavorare ad ampio 

anche il corpo tutto in modo da mettere in movimento i processi di pensiero 
in Matematica, in contesti di insegnamento e apprendimento della disciplina 
che si possano rivelare ricchi, seppur complessi. Le idee di movimento, di 

-
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derazione profonda di quello che è pensiero matematico e di ciò che caratte-
rizza la pratica matematica nella sua essenza, intensità e creazione assieme 

Arzarello -
ogy: the role of dynamic representations”, -

, 31, 1, pp. 20-30.
-

pret data”, in S.P. Lajoie ( ), 

-

graphs”, 

, 
10, pp. 117-160.

-
tion concept”, 

Ferrara F., Ferrari G. (2016), “La matematica del tempo e del movimento: funzioni, 

), 
-

Teaching of Algebra and Calculus”, in A. Gutierrez, P. Boero ( ), 

, Sense Publishers, Rotterdam/Tapei, pp. 237-273. 

-
-

-
tion of data”, in S.P. Lajoie ( ), 
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di Enrico Pietropoli, Patrizia Sommi

A partire dai dati INVALSI restituiti alle scuole, vengono proposte atti-
vità per l’insegnamento di alcuni argomenti relativi alla statistica bivariata 
in classi di secondo biennio di scuola secondaria di secondo grado: tabelle 
a doppia entrata, diagrammi a dispersione, dipendenza e indipendenza tra 
caratteri, funzione interpolante lineare, regressione lineare e correlazione. 
Partendo dall’analisi delle tabelle riportanti la numerosità degli studenti per 
livello di apprendimento in Italiano e in Matematica, si introduce il metodo 
del chi-quadro per lo studio della dipendenza delle prestazioni degli studenti 

di classe medi e i punteggi medi nelle prove INVALSI, si giunge all’indi-

correlazione.
-

de quantità di dati reali cui poter applicare le tecniche di lettura, di interpre-

tecniche studiate sono molto vicini alla vita reale degli studenti, stimolando 
il loro coinvolgimento rispetto a temi riguardanti la vita scolastica. Con-
seguentemente, si sviluppa un maggiore senso civico degli studenti favo-
rendo la formazione di cittadini attivi e consapevoli. Si determina inoltre 
una maggiore penetrazione dei risultati INVALSI all’interno della comunità 
scolastica.

-
-
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-

1. Introduzione

È possibile utilizzare i dati INVALSI all’interno della didattica?
Consideriamo i seguenti dati di fatto: a) la Statistica bivariata rientra nei 

-
gono restituiti alle scuole.

Esaminiamo questi due aspetti.

a) La Statistica bivariata rientra nei . Infatti, il DM n. 211 del 

-
condo biennio, nell’ambito Dati e previsioni, «saprà far uso delle distribu-
zioni doppie condizionate e marginali, dei concetti di deviazione standard, 

16/1/2012, “Adozione delle Linee guida per il passaggio al nuovo ordina-
mento degli istituti tecnici” (MIUR, 2012a) e “Adozione delle Linee guida 
per il passaggio al nuovo ordinamento degli istituti professionali” (MIUR, 
2012b) prevedono per tutti i settori degli istituti tecnici e per tutti i settori 
degli istituti professionali, relativamente alla Matematica, che lo studente 
apprenda i concetti di dipendenza, regressione e correlazione nel secondo 
biennio di studi. Anche nel piano m@t.abel dell’INDIRE che, ispirandosi 
al modello costruttivista dell’apprendimento, ha come principale implica-
zione la necessità di coinvolgere l’allievo nel processo di costruzione della 
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sono inserite due attività: «Cosa dicono… le rette» e «Sono tanti, giovani 
e bravi… saran poi promossi?», riguardanti la regressione, le distribuzioni 
statistiche rispetto a due caratteri, il confronto fra distribuzioni condizionate 
e marginali (INDIRE, 2013).

b) I dati INVALSI vengono restituiti a tutte le scuole di ogni ordine e 
grado. In particolare in questo lavoro ci interessa la restituzione alle scuole 
secondarie di secondo grado che se ne possono servire per un’autovalutazio-
ne e la stesura di un conseguente piano di miglioramento. Esiste un percorso 
che colleghi i due aspetti a) e b) in modo tale che ognuno dei due venga 
valorizzato?

I dati INVALSI costituiscono una miniera a cui poter attingere, in parti-
colare per quanto riguarda le distribuzioni doppie, e servirsene per l’insegna-
mento dei concetti di dipendenza, di correlazione e di regressione.

Nelle prossime pagine presentiamo un possibile uso dei dati INVALSI 
nell’insegnamento della Statistica bivariata, descrivendo delle attività da rea-
lizzare in classe, discutendo i risultati che dagli stessi dati possono essere 

dati utilizzati sono quelli relativi agli istituti di insegnamento degli autori: i 
licei “Eugenio Montale” e “Primo Levi” di Roma.

Ci siamo serviti dei dati delle prove svoltesi a maggio 2017 ma, ipotiz-
zando di proporre l’attività in futuro, si potranno utilizzare ogni anno i dati 
delle prove che gli studenti avranno svolto nel mese di maggio dell’anno 
scolastico appena concluso.

2. Attività in classe

L’attività che descriviamo è proponibile in un terzo anno di scuola secon-
daria di secondo grado, prevedendo che durante il primo biennio gli studenti 

-
cedente la prova INVALSI. Si pongono alle classi due quesiti:
1) i livelli di apprendimento nelle prove di Italiano e Matematica INVALSI 

sono collegati? (  nelle prove INVALSI tra prestazione in Ma-

2) esiste una relazione tra voto scolastico e punteggio nella prova INVALSI? 
(  tra voto medio delle classi in Matematica/Italiano e pun-
teggio medio delle classi nelle prove INVALSI di Matematica/Italiano).
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L’attività che descriviamo si pone l’obiettivo di dare una risposta mate-
matica ai precedenti quesiti con lo strumento della Statistica.

2.1. Dipendenza

Il primo concetto con cui gli studenti devono familiarizzare è quello di ta-
bella a doppia entrata per distribuzioni statistiche congiunte: tramite esempi, 
presi eventualmente anche dai libri di testo, devono essere in grado di leg-

utilizzare le tabelle riportanti le numerosità degli studenti del proprio istituto 
distribuiti per livelli di apprendimento1 nelle due discipline Matematica e Ita-
liano relative a un anno scolastico precedente (2016). Tali tabelle rientrano 
nel l’insieme di dati che INVALSI restituisce alle scuole, relativamente alle 
prove sostenute dagli studenti di grado 10 (secondo anno di scuola seconda-
ria di secondo grado). Quelle che seguono sono le due tabelle rispettivamen-
te per il liceo “Montale” e per il liceo “Levi”. 

-

Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2 0 0

Numero studenti 
livello 3 17 1 0

Numero studenti 3 2

Fonte: INVALSI (2016)

1 -
nita attraverso i percentili. Successivamente, con l’introduzione delle prove CBT, con “livel-
lo” ci si riferisce alla misura con la quale uno studente è in grado di applicare le competenze, 

-
nisce, oltre a una descrizione sintetica per ciascuna delle discipline oggetto della rilevazione, 
anche una descrizione analitica di ciascun livello, declinata secondo gli ambiti o parti della 

ISBN 9788835131045



67

-

Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2 24 6

Numero studenti 
livello 3
Numero studenti 6 23

Fonte: INVALSI (2016)

Si possono sfruttare tali tabelle come spunto per mostrare rappresentazio-
-

tronico è

-
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-

A questo punto introduciamo i concetti di distribuzione condizionata e di 
distribuzione marginale. Queste ultime le possiamo costruire dalle tabelle 1 
e 2 rispettivamente per il liceo “Montale” e il liceo “Levi”. Mostreremo ora 
il procedimento seguito con la costruzione delle relative tabelle, unicamente 
per il liceo “Levi”.

Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2 24 6

Numero studenti 
livello 3
Numero studenti 6 23 34

Totale 22 47 107
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La tabella 3 è ottenuta facilmente dalla tabella 2 aggiungendo a questa 
una riga e una colonna riportanti le somme rispettivamente per colonna e 
per riga.

Si passa successivamente a parlare di dipendenza o indipendenza tra i due 
caratteri rappresentati in tabella, attraverso il modello di assoluta indipen-
denza e il test del chi-quadro. 

In classe, sempre con le tabelle relative per esempio al 2016, viene esami-
nata e descritta la tabella (teorica) dell’assoluta indipendenza, corrispondente 
al l’ipotesi nulla (in cui ogni frequenza congiunta si ottiene moltiplicando il 
totale della sua riga per il totale della sua colonna e dividendo poi il prodotto 
per il totale delle osservazioni). A titolo di esempio, il contenuto della prima 
cella numerica si ottiene da: 

107

Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2
Numero studenti 
livello 3 12,43 7,20

Numero studenti 12,07 34

Totale 22,00 47,00 107

rilevata e corrispondente frequenza assoluta teorica). A titolo di esempio, il 
contenuto della prima cella è
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Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2
Numero studenti 
livello 3 -3,43 2,63

Numero studenti -7,07

Questa parte si conclude illustrando come calcolare l’indice chi-quadro 
2 (somma dei rapporti tra il quadrato di ogni contingenza e la relativa fre-

quenza teorica) e il chi-quadro normalizzato C (o indice di contingenza di 
Cramér), non dipendente dal numero delle osservazioni. Tali scelte sono sug-

esempio Bergamini, Barozzi e Trifone (2016) o Maraschini e Palma (2002).
Si ottiene, per il liceo “Levi”:

 – 2 2 2 2 2

 – C 2

dove  è il totale delle osservazioni (numero di studenti) e  il valore minimo 
tra il numero di righe e il numero di colonne.

Per completezza riportiamo i valori che si ottengono per il liceo “Monta-
2 C = 0,14.

La costruzione delle tabelle di assoluta indipendenza conduce contestual-
mente a questioni sugli arrotondamenti. Se, per esempio, si decidesse di co-
struire tabelle con solo numeri interi, i risultati varierebbero.

Si osservi come, per entrambe le scuole, gli indici normalizzati siano 
-
. 

Questa stessa osservazione riportata in classe permette già di rispondere alla 
prima delle domande poste agli studenti all’inizio dell’attività.

Terminata la descrizione del metodo del chi-quadro, è il momento di 
fornire agli studenti le tabelle riguardanti gli stessi studenti. Inizia quindi 

-
voreranno.
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-

Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2 2 4

Numero studenti 
livello 3 10

Numero studenti 20 33

Fonte: INVALSI (2017)

-

Prova di Italiano

Numero studenti 
livello 1-2
Numero studenti 
livello 3 11 12 20

Numero studenti 7

Fonte: INVALSI (2017)

Agli studenti si richiede di compiere gli stessi passi descritti in preceden-
za, servendosi eventualmente di un foglio elettronico, per completare l’ana-
lisi della dipendenza mediante il test del chi-quadro.

 – liceo “Montale”: 2 C
 – liceo “Levi”: 2 C = 0,04.

Come si può osservare, le conclusioni sono sostanzialmente le stesse for-
mulate per l’anno 2016.

2.2. Regressione e correlazione

di due caratteri quantitativi. Le coppie di dati possono essere infatti riportate 
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in un piano cartesiano ottenendo il diagramma di dispersione o nuvola di 
punti.

Ci si può servire, ancora una volta, dei dati restituiti da INVALSI relativi 
a un anno scolastico precedente: utilizziamo come diagramma di dispersione 

relativamente alla Matematica. Si osservi che per ricavare i dati numerici 
necessari per introdurre successivamente i concetti di regressione e di cor-
relazione è

Passando il mouse sui punti, si ricavano i dati per le tabelle successive.

Fonte: INVALSI (2016)
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20,71

6,40
6,06 41,11

6,03
6,30
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Dopo aver introdotto il concetto di funzione interpolante lineare (con il 
metodo dei minimi quadrati) che permette di rappresentare il legame tra i due 
caratteri, si determinano le seguenti rette di regressione:
a) 
b) 
dove a
minimi quadrati ovvero: 

a = , 

le variabili X e Y assumono. 
Analogamente  è  su  ottenuto così:

 = .

del foglio elettronico, completando le tabelle dei dati con colonne e righe 
come segue (ci limitiamo a mostrare la tabella per il liceo “Montale”).

20,71

6,40
6,06 41,11

112,27
2

y
2 

Le due medie in prima e seconda colonna della tabella 10 contengono le 
-

a e  si utilizzano le somme che si trovano nella quinta, sesta e set-
a e  per i due istituti sono i seguenti:

 – liceo “Montale”: a
 – liceo “Levi”: a

È quindi possibile scrivere le equazioni delle due rette di regressione.
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-
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È da evidenziare che le medie indicate nelle colonne sesta e settima indi-
cano rispettivamente le due varianze delle distribuzioni X e Y, denotate con 

2   e y
2   .

X e Y esista un legame 

una variabile dipende dall’altra. Per introdurre il concetto di correlazione si può 
X e di Y  e osservare che corrispon-

de alla media della quinta colonna della tabella 10. Si possono utilizzare inoltre 
r.

Il calcolo di r
covarianza e il prodotto delle due deviazioni standard  e y, o come radice 

-
mente positivi o negativi.

Si fa notare agli studenti che il foglio elettronico consente automatica-
-

di regressione di Y su X, mostrando l’equazione della retta stessa. Inoltre, 

r, direttamente 
dalla tabella dei dati.

È

0 < r -
zione lineare perfetta diretta se r = 1, perfetta inversa se r = -1 e assenza di 
correlazione lineare se r = 0.

Relativamente agli esempi presentati, si ricava:
 – 2016 – liceo “Montale”: Matematica r
 – 2016 – liceo “Levi”: Matematica r = -0,34021.

In entrambi i casi, dunque, siamo alla presenza di una debole correlazione 
. Questa stessa osservazione riportata in classe permette di rispondere 

alla seconda delle domande poste agli studenti all’inizio dell’attività.
Analogamente a quanto descritto in 2.1, si forniscono agli studenti le ta-

belle riguardanti gli studenti stessi sia per l’Italiano sia per la Matematica. 
Ancora una volta, ci serviamo dei dati relativi alle prove svoltesi a maggio 
2017. Si ha in questa fase la possibilità di evidenziare la coppia di valori 
(voto di classe e punteggio INVALSI) relativa alla classe stessa in cui si sta 
svolgendo l’attività qui proposta.
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Bravais-Pearson che si ottengono per entrambe le scuole:
 – 2017 – liceo “Montale”: Italiano r = 0,63 Matematica r
 – 2017 – liceo “Levi”: Italiano r = 0,31 Matematica r

Nel 2017, dunque, osserviamo una debole correlazione diretta in entram-
bi i licei.

3. Conclusioni

Con quest’attività riteniamo di aver mostrato una possibile strada per ri-

modo per insegnare la Statistica bivariata tramite l’uso dei dati INVALSI.
Rispetto ai quesiti posti all’inizio delle attività nelle classi, si è cercato di 

fornire, tramite la Statistica, degli strumenti oggettivi per dare una risposta.
L’uso dei dati INVALSI ha permesso di partire da un’esperienza vissuta 

in prima persona dagli studenti per risolvere un problema reale.
Così facendo si cerca di far rientrare i risultati delle prove INVALSI nel 

vissuto quotidiano della didattica in modo che gli studenti non si sentano 
solo oggetti di un’indagine statistica ma si riapproprino del risultato di tale 
indagine per proseguire il percorso di studi. Contestualmente, si tenta di av-
vicinare le attività INVALSI agli studenti, rendendoli partecipi del lavoro che 
viene svolto e delle motivazioni dello stesso. Una maggiore partecipazione 

accoglimento, determinando maggiori consapevolezza e coinvolgimento. Il 
senso civico degli studenti dovrebbe uscire accresciuto dall’attività, contri-
buendo alla formazione di cittadini attivi e consapevoli.

all’interno della comunità scolastica. Infatti, è vero che il presidente del Con-
siglio di Istituto può accedere alla tabella della distribuzione degli studenti 

metterà a studiare la dipendenza o meno fra il conseguimento dei risultati in 
Matematica e quelli in Italiano. 

Nel corso dell’attività gli studenti entrano in contatto con concetti e stru-
menti matematici quali: tabelle a doppia entrata, stereogrammi, frequenze 
marginali, condizionate, teoriche, indici 2 e C
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peer education

di Claudia Testa, Ada Sargenti, Stefania Comerci

L’esperienza oggetto della comunicazione abbina due aspetti che sono 
-

segnamento della Matematica”: quello dell’analisi di item INVALSI e quello 
appunto della 
ricaduta nell’attivare una rete di collaborazione tra docenti di scuola secon-
daria di primo e secondo grado nel territorio.

Gli item INVALSI sono stati infatti per i docenti l’occasione per esplici-
tare, analizzare e condividere ostacoli, errori e misconcezioni degli studenti 
che si sedimentano nel corso degli anni e impediscono una corretta acquisi-
zione dei concetti da apprendere successivamente.

-

1. Introduzione

Da tre anni l’Associazione La Casa degli Insegnanti di Torino ha avviato 
-
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-
monte come corso di formazione rivolto a docenti di diversi livelli scolastici 
(primaria e secondaria di primo e secondo grado) e, per la scuola secondaria, 
di vari indirizzi (licei, istituti tecnici e professionali) con lo scopo di ripensa-
re, mediante l’utilizzo degli item e dei dati INVALSI, la didattica disciplinare 
della Matematica attraverso il confronto tra docenti e formatori. 

Il laboratorio è nato come una provocazione rispetto ad atteggiamenti 
diversi dei docenti rispetto alle prove INVALSI: da un lato ostracismo, dal-
l’altro addestramento alle prove e comunque un loro mancato utilizzo per 

di questi materiali e l’analisi dei risultati potesse essere un punto importante 
-

guenza sulla didattica. 
Per questo è stata avviata una ricerca-azione che ha portato a una serie 

esigenze delle classi i cui docenti partecipavano al Laboratorio. Per esempio, 

nell’apprendimento della geometria, è stato ipotizzato un percorso che coin-
volgesse maggiormente gli studenti nell’attività in classe, si sono messe in-
sieme due classi che lavorassero su proposte di lavoro presentate dai docenti. 
In altri casi è stata privilegiata l’analisi del linguaggio, con esercizi volti a 
favorire il passaggio da quello naturale a quello simbolico della Matematica 
e viceversa. In altri ancora l’attenzione è stata posta sugli errori: in questo 
caso gli studenti erano invitati a spiegare verbalmente o per iscritto il loro 

a le 
varie esperienze comunque le proposte di  stanno crescendo 
in numero e qualità.

Da segnalare un -
sentate molte occasioni in cui il software di geometria dinamica GeoGebra 
ha avuto il ruolo di mediatore e facilitatore nell’acquisizione dei concetti.

2. Orientamento e peer education

Il progetto per orientamento è stato realizzato con il contributo di un liceo 

del territorio. La proposta, della docente del liceo responsabile del progetto, 
è partita dall’analisi di quesiti INVALSI di diversi livelli scolari dalla prima-
ria al primo biennio della secondaria di II grado e dall’analisi dei traguardi 
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e degli obiettivi di apprendimento al termine della scuola primaria e della 

di apprendimento del primo biennio della scuola superiore.
-

ze medie di un comune della provincia di Torino. Un gruppo di studenti del 

del progetto, hanno tenuto una lezione in modalità  nelle classi 
della secondaria di primo grado recandosi, nelle classi terze accompagnati 
dalla loro docente. Gli studenti hanno portato un’attività che, a partire da que-

I vettori di comunicazione tra i due livelli scolari sono stati dunque i 
quesiti scelti.

Focus dell’attività è stata l’attenzione sul passaggio dalla scuola seconda-
ria di primo grado a quella di secondo grado. Tra gli ambiti: Numeri, Spazio e 

è
In quest’ottica dovendo orientare i ragazzi delle medie ci si è chiesto con 

che linguaggio si debba parlare loro e qual sia la possibilità di discussione 
comune tra il docente della secondaria di II grado e quello di I grado. Le indi-
cazioni nazionali nei quesiti INVALSI sono state il contatto cercato. Attraverso 
materiale povero e il software GeoGebra i quesiti e i problemi associati sono 
diventati non solo belli e accattivanti, ma anche strumento per evidenziare e 
rappresentare, in diverse forme, conoscenze matematiche essenziali per en-
trambi i livelli, utilizzando le competenze matematiche degli studenti del liceo.

È -

trovano molti simili. 
L’analisi di diversi quesiti INVALSI di più livelli scolari con il supporto 

percorso scolastico devono essere raggiunte, essendo essenziali, siano già 
state introdotte negli anni precedenti della scuola secondaria di I grado: esse 
saranno poi sviluppate negli anni successivi. Questo necessita che le basi 
poste siano solide. 

Nel rispondere a quesiti INVALSI gli studenti mettono in gioco cono-
scenze e competenze che sfruttano per lo più aspetti statici della Matema-

nel l’item ecc. Con GeoGebra si ha un valore aggiunto perché la dinamicità 
permette non solo di risolvere il quesito, ma anche ampliare l’analisi a un più 
ampio spettro di casi simili. 
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Utilizzando per esempio uno slider, strumento di GeoGebra, si possono 
-

riabili e parametri. 

3. Un esempio di peer education

totale e volume in un solido siano indipendenti, quindi non è sempre vero che 
al l’aumentare dell’uno aumenta anche l’altro o viceversa. 

Si è partiti dal quesito INVALSI illustrato in 1 e dalle risposte date a 
livello nazionale.

A Uguale a quello del cubo
B Maggiore di quella del cubo
C Minore di quella del cubo
D Non si può sapere perché non si conosce la misura dello spigolo

Per costruire la lezione, con gli studenti del liceo si sono analizzate tutte 
le possibili risposte dei ragazzi delle medie e si è cercato di legare queste 
risposte a ostacoli nell’apprendimento della Matematica. Come in una scena 
di teatro i ragazzi hanno rappresentato la classe di scuola media e alcuni di 

sul l’argomento. 
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Dall’analisi a priori e dai risultati nazionali ha prevalso la risposta C che 

è così interiorizzato da far convergere 
gli studenti sulla risposta corretta. La risposta D è stata meno scelta e rappre-
senta l’impossibilità di fare un ragionamento in quanto non ho la misura. La 
risposta B che sembra assurda viene comunque presa in considerazione, seb-
bene in un numero bassissimo di casi. La cosa può essere spiegata dal fatto 

che quindi emergendo dà l’idea dell’aggiunta, di qualcosa in più.
Preparando la lezione, gli studenti si sono interrogati su come far emer-

gere la risposta corretta. In particolare è
cui, usando uno slider e facendo ruotare il solido, hanno trovato una strategia 
che ha aiutato la comprensione. Infatti gli studenti della scuola media hanno 
capito che non serve la misura per rispondere. Importante è stato anche far 
manipolare del materiale povero, come cubetti di legno che sono stati costru-
iti da un genitore e da un fratello di allievi del liceo. 

Ma è proprio dalla risposta B quella meno utilizzata che è nata l’idea di 

perché? Che relazione avremmo con il volume?

voluto attribuire al nuovo cubo. Il problema è stato costruito con gli studenti 
del liceo che hanno avuto un ruolo attivo in tutto il suo sviluppo. Anche 
qui la riproduzione del cubo con GeoGebra e la possibilità di costruirlo con 
materiale povero hanno dato un notevole valore aggiunto. Gli slider hanno 
permesso di osservare nello spazio il diverso comportamento dei pezzi persi 

ISBN 9788835131045



del posto che occupa il cubetto che si toglie. Infatti le facce esposte quando 
il cubetto è

L’uso di GeoGebra consente di muovere il cubo e di visualizzare chiara-
mente la situazione descritta.

-
de nei suoi 27 cubetti. Gli studenti delle medie lo devono ricostruire con lo 

-
pendenza dei due concetti. 

Il problema è stato strutturato in uno  e presentato dagli stu-
denti del liceo.

-
tuazioni. Sono state individuate tre fasi. In una prima fase gli alunni al loro 
posto hanno avuto una scheda e con l’aiuto dei tutor hanno risolto il quesito 
INVALSI. È stato fondamentale questo momento perché è qui che sono stati 
messi in luce tutti gli errori, incomprensioni e anche le risposte corrette. I 
ragazzi tutor sono stati istruiti a non dare la risposta corretta subito, ma ad 
aiutare i ragazzi delle medie a risolvere il quesito con domande, non confer-
mando subito anche le risposte esatte, ma facendo motivare le risposte stesse 
e chiedendo il parere agli altri compagni. Quando sono state date più risposte 
con le loro motivazioni si è
volte per i tutor non è stato facile ottenere le risposte dagli alunni con relative 
spiegazioni, ma tutti hanno sempre lavorato con grande impegno e responsa-
bilità. È
il lavoro fatto in classe (questo può considerarsi un riconoscimento e una 
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rivalutazione del lavoro del docente!), ma anche come la responsabilità di 
spiegare a un proprio pari li renda desiderosi di studiare per essere preparati. 

In un secondo tempo è stato letto il nuovo problema e sono stati divisi i 
ragazzi delle medie in gruppi. Quindi si è dato inizio alla risoluzione con il 

è stato fornito in legno per ogni gruppo di 
quattro o cinque ragazzi della terza media al quale sono stati abbinati uno o 

è
GeoGebra. 

L’insegnante del liceo in queste fasi oltre a passare tra i gruppi si è con-
frontata con i colleghi della scuola media, con cui ha condiviso esperienze di 
errori e ostacoli su fondamentali nodi dell’apprendimento nei due livelli sco-
lari, ha discusso della visione tridimensionale e bidimensionale in geometria 
e il ruolo che da questo punto di vista può giocare GeoGebra. È un’occasione 
per superare la preoccupazione di mettersi in gioco, da entrambi le parti, e 
condividere esperienze che in fondo sono comuni.

4. Un ulteriore esempio

Un altro intervento, il duale nel piano rispetto a quello del paragrafo 3, è 
il lavoro svolto con il concetto di aree e perimetro (D’Amore e Fandiño Pi-

riportate sotto. 
Nell’item A gli studenti hanno subito evidenziato che i tre triangoli han-

la maggior parte di loro anche le aree erano diverse. Quindi la risposta più 
frequente è stata la D. A questo punto i tutor hanno cercato di capire le mo-
tivazioni degli studenti prima di dare la risposta corretta e dalle spiegazioni 
sono emerse le seguenti convinzioni:
 –
 – l’altezza dei due triangoli ottusangoli coincide con un lato (la indicano a 

parole EF nel triangolo EFB o ricalcandola alla LIM con il dito) quindi le 
aree sono diverse. 

-
-
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Nella seconda parte dell’item, il -
zione. Il problema più grande da superare è stato di nuovo quello dell’altez-
za, questa volta per un altro motivo. La maggior parte degli alunni sono par-
titi dalla formula 
al l’aspetto algebrico della stessa. Nell’applicazione della formula e nell’in-
terpretazione geometrica è mancato il riconoscimento di  come costante.

Solo qualche studente è riuscito ad arrivare alla soluzione nell’item .
GeoGebra è stato fondamentale in entrambe le parti del quesito (a e ). 

È
distanza tra due rette parallele (Gallo e Cantoni, 2016). Lo slider consente di 

il triangolo. Non così gli altri due lati. Ne consegue che l’area è un invariante 
mentre non lo è il perimetro. 
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Nel costruire il problema correlato per il lavoro nei gruppi si è utilizzata 
la possibile risposta A del primo item, cercando di far emergere come la re-
lazione tra concetto di area e perimetro non sia necessariamente governata 
da un’uguaglianza. L’idea era quella di accostare triangoli con stessa area, 
ma alcuni con uguale perimetro e altri no. Di seguito si riporta una parte del 
problema associato al quesito, che è stato chiamato dagli studenti “La coper-

a maglia?
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La ricerca della percentuale di coperta da tagliare per inserire le parti fatte 
a maglia è stata molto complicata per diversi motivi. Per alcuni la scelta è 
stato l’ambiente numerico. È
per determinare la percentuale ovvero 
passaggio tra frazione e percentuale attraverso frazioni equivalenti:

12/36 = 1/3 = 0,333 …

Inoltre molti studenti non hanno pensato a una risoluzione legata a un’in-
terpretazione geometrica: infatti si potevano individuare nella coperta i 12 

alle altre. Dal punto di vista didattico si può osservare che, pur essendo le 

rappresentazione geometrica, che supera i calcoli (D’Amore, 2000).

In ultimo il valore approssimato della frazione in oggetto ha costituito 
un ulteriore ostacolo per gli studenti che non sono riusciti a trasformare 

è 
stata quella infatti di non avere un numero con sole due cifre decimali, a cui 

-
rizzato il fatto che una percentuale può essere espressa anche con una parte 
decimale e in più può essere anche ottenuta da un’approssimazione del valo-
re della frazione (la presenza del numero periodico si è rivelato un ostacolo 
aggiuntivo).
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5. Conclusioni 

La scelta di realizzare anche questo anno esperienze di , 
strategia educativa che si basa sulla 

 (Pellai, Rinaldin e Tamborini, 2002) è stata 
motivante per gli studenti tutor che hanno acquisito una completa padro-
nanza dei contenuti e stimolante per coloro che hanno ricevuto la proposta 

totale degli studenti.

potevano emergere dalla risoluzione sono stati un elemento fondamentale 
per il progetto in quanto sono diventati, per i docenti, strumento per la cre-
azione di situazioni problema, risorse per aiutare gli studenti nel processo 
d’apprendimento.

-
li favorire interazione tra pari, positiva sia per i ragazzi delle medie sia per 
quelli del liceo che in questo modo hanno continuato a imparare insegnando 

è stato quello di 
favorire contatti diretti con insegnanti della stessa disciplina ma su livelli 

È stato molto importante durante gli incontri dei docenti giungere alla 
consapevolezza della convergenza tra indicazioni nazionali e obiettivi delle 
rilevazioni INVALSI.

I quesiti e i problemi hanno permesso di vedere la continuità tra i due 
livelli scolari, mediante l’analisi delle Indicazioni nazionali.

D’Amore B. (2000), “Lingua, Matematica e Didattica”, -

perimetro: convinzioni di insegnanti e studenti”, -

Gallo E., Cantoni M. (2016), , intervento seminario a To-

Pellai A., Rinaldin V., Tamborini B. (2002), 
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di Annamaria Romano, Giovanni Pucciarini

Il presente lavoro intende fornire i risultati di uno studio longitudinale rea-
lizzato, nel corso di un triennio, su uno stesso campione di bambini dall’ul-
timo anno di scuola dell’infanzia alla classe seconda della scuola primaria.

Scopo della ricerca è stato quello di dimostrare se le abilità numeriche 

considerate “predittive” della prestazione futura nell’ambito logico-matema-
è stato condotto uno studio per individuare una possibile cor-

relazione tra il possesso dei precursori della cognizione numerica, i livelli di 
apprendimento nella classe prima della scuola primaria e gli esiti della prova 
di Matematica INVALSI del grado 2.

La prima fase della ricerca è stata dedicata alla valutazione dei prerequi-
siti delle abilità di calcolo mediante l’uso di prove standardizzate. Successi-
vamente si è proceduto alla rilevazione dell’apprendimento delle abilità di 

-
strata, agli stessi alunni, al termine della classe seconda.

Tale lavoro ha richiesto precise procedure di rilevazione e analisi dei dati.
Adottare una prospettiva longitudinale ha consentito di analizzare, di 

un confronto con gli esiti della prova di Matematica di classe seconda da cui 
sono state tratte utili indicazioni per la progettazione didattica.

-
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-

-

1. Introduzione

Una ricerca è un processo complesso la cui ricostruzione deve integrare 
più tempi e più dimensioni, è un intreccio che deve essere reso in una forma 
lineare. Il presente lavoro rappresenta, difatti, il tentativo di ricostruire in 
forma lineare il percorso di ricerca realizzato confrontando i risultati in vari 
test di Matematica ottenuti da un campione non casuale di bambini dall’età 

-
re una possibile correlazione tra il possesso dei precursori della cognizione 
numerica al termine della scuola dell’infanzia, i livelli di apprendimento nel-
la classe prima della scuola primaria e gli esiti della prova di Matematica di 
classe seconda. 

La ricerca ha avuto carattere longitudinale ed è iniziata quando i soggetti 
del campione frequentavano l’ultimo anno della scuola dell’infanzia e si è 
concluso quando gli stessi soggetti frequentavano la classe seconda della 
scuola primaria del medesimo istituto. La disponibilità dei dati forniti dai test 
standardizzati somministrati all’inizio del percorso e degli esiti della prova 
di Matematica di classe seconda al suo termine, hanno permesso di poter 

vista didattico. L’analisi dei numerosi dati disponibili ha permesso di dare 

scuola e la misurazione standardizzata degli apprendimenti che ha condotto 
a una positiva conferma dell’ipotesi iniziale.
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2. Aspetti metodologici

2.1. Contesto

Il contesto nel quale è stato declinato il progetto di ricerca è l’istituto 
comprensivo “Perugia 6”.

Nato con dimensionamento nell’a.s. 2013/2014, ha rappresentato l’op-
portunità per realizzare una maggiore integrazione delle scuole del territorio 
e lo sviluppo di una reale continuità didattica e formativa tra scuole dell’in-
fanzia, primaria e secondaria di primo grado. L’istituto rappresenta, dunque, 
la formalizzazione di una scuola che cerca di realizzare un percorso forma-
tivo coerente, unitario, continuo e progressivo, poiché presenta un’articola-
zione interna centrata sui bisogni dell’alunno, che prevede la continuità tra i 
diversi gradi scolastici e consente di porre il discente al centro del processo 
di formazione. In questa realtà territoriale è presente, già da alcuni anni, un 

-
-

dionali dell’Italia. In un tale contesto sociale l’impegno che la scuola è chia-
mata a svolgere è proprio quello di promuovere l’educazione all’inclusione 
e alla cittadinanza, fornendo altresì gli strumenti culturali e le competenze 
necessarie per eliminare le discontinuità e realizzare un raccordo pedagogi-
co, curricolare e metodologico.

2.2. Campione

Il progetto di ricerca, in quanto concepito come studio longitudinale, ha 
visto come campione lo stesso gruppo di bambini monitorato a partire dal-

della scuola primaria. Esso è formato da 60 bambini appartenenti a 6 sezioni 
-

vo, nelle tre classi prime del plesso principale di scuola primaria dell’istituto. 

2.3. Strumenti

Per la realizzazione della ricerca ci si è avvalsi di diversi strumenti:
 – BIN 4-6: Batteria per la valutazione dell’intelligenza numerica in bambi-
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 –
 – esiti delle Prove nazionali di Matematica grado 2.

La BIN 4-6, Batteria per la valutazione dell’intelligenza numerica in bam-
bini dai 4 ai 6 anni (Lucangeli, Molin e Poli, 2012), rappresenta un valido 
strumento per valutare la conoscenza del bambino, per individuarne i punti 
di forza e gli eventuali punti di debolezza relativamente agli aspetti cognitivi 
e metacognitivi implicati nell’apprendimento della Matematica. La scelta è 
scaturita dall’esigenza di utilizzare uno strumento in grado di esaminare quei 
processi indicativi dell’avvio della competenza pre-matematica e che possa 
essere considerato anticipatore del futuro apprendimento. Nella sua versione 
attuale la batteria è composta da 11 prove relative a quattro aree processuali: 
semantica, di conteggio, lessicale e pre-sintattica, che rappresentano i pro-
cessi alla base della costruzione del concetto di numero e, quindi, dell’ap-

quanto rappresentano la precondizione di quelle che poi diventeranno le abi-
lità di calcolo e ragionamento aritmetico. Essi sono:
 – processi semantici che riguardano la rappresentazione mentale della 

 –
 – processi lessicali che fanno riferimento all’etichetta verbale ovvero alla 

 – processi pre-sintattici legati alla sintassi del numero ovvero le diverse 
relazioni di grandezza che si trovano all’interno dei numeri grandi o com-
posti da più cifre.

-
suali e domande di tipo metacognitivo che forniscono la base per una valu-
tazione qualitativa del livello di acquisizione raggiunto dal bambino nella 
conoscenza numerica. Le prove sono costituite da un “Protocollo per la som-
ministrazione” che fornisce le istruzioni dettagliate riguardo alla sequenza 

individuale” e un quadro di sintesi di tutte le informazioni.

Un altro elemento che abbiamo voluto utilizzare è stato il voto attribuito 
in Matematica dagli insegnanti al termine della classe prima della scuola 
primaria considerato come la sintesi dell’insieme delle osservazioni relative 
al percorso formativo dell’intero anno scolastico di ciascun alunno. 
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2.5. Risultati della prova di Matematica di classe seconda

Nello studio diacronico un ruolo importante è stato dato ai risultati delle 
Prove nazionali di Matematica 2017 del grado 2. Sono state prese in esame la 
tavola 1B relativa ai punteggi di Matematica di ciascuna classe e dell’istituto 
per conoscere quale fosse la situazione rilevata attraverso le Prove nazionali. 
Fondamentali per il nostro studio sono state le informazioni fornite dai Mi-

2.6. Durata della ricerca

L’intero progetto è stato realizzato nell’arco di un triennio a partire dal l’a.s. 

l’a.s. 2016-17, anno di frequenza della classe seconda della scuola primaria.

2.7. Azioni della ricerca

La realizzazione della presente ricerca ha richiesto lo svolgimento delle 
seguenti fasi:
1) 
2) 
3) 
4) tabulazione dei voti di Matematica al termine della classe prima di scuola 

6) 
7) conclusioni.

2.8. Formazione degli insegnanti

Punto di partenza del progetto è stata la partecipazione degli insegnanti 
-

za numerica e della validità di prove standardizzate utilizzabili con bambini 
dai 4 ai 6 anni. Nel corso della formazione è stata presentata, in maniera 
approfondita la Batteria per la valutazione dell’intelligenza numerica di cui 
sono state illustrate sia il protocollo di somministrazione sia le modalità di 
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attribuzione del punteggio utili per una valutazione qualitativa del livello 
raggiunto da ciascun bambino nella conoscenza numerica.

2.9. Somministrazione BIN

è proceduto alla somministrazione della BIN 
4-6 a ciascuno dei 60 bambini, della fascia di età compresa tra i 60 e i 72 
mesi, frequentanti l’ultimo anno di scuola dell’infanzia.

Le insegnanti, rispettando quanto previsto dal protocollo, hanno proce-
duto riservando una cura particolare anche alla creazione di un ambiente 

2.10. Tabulazione e analisi dei dati

è procedu-
to alla tabulazione dei risultati parziali relativi a ciascuna area di processo e 
a quello totale (tab. 1). 

SI1 16 17 34 12 PS
SI2 20 20 40 20 100 CCR
SI3 23 21 40 20 104 CCR
SI4 22 21 40 21 104 CCR

20 21 40 CCR
SI6 23 21 40 20 104 CCR
SI7 40 PS

23 21 40 20 104 CCR
20 31 10 PS

SI10 23 21 40 17 101 CCR
SI11 6 3 33 RI
SI12 16 12 RA
SI13 20 40 20 CCR

Per ogni bambino della scuola dell’infanzia (indicato con la sigla SI se-
guita da un numero progressivo) è stato indicato il punteggio ottenuto in 
ciascuna area di processo (semantica, di conteggio, lessicale e pre-sintattica) 

ISBN 9788835131045



96

e il livello raggiunto nell’intera prova. In questo modo è stato possibile in-
dividuare velocemente coloro che evidenziavano una situazione di criticità 
e, dunque, di richiesta di attenzione (RA) o addirittura una richiesta di in-
tevento immediato (RI), da coloro che invece raggiungevano un livello di 

completamente un livello ottimale (CCR).
-

-

risulta invece essere un punto di forza con un esito positivo della prova nel-

Esaminando il punteggio totale di ciascun bambino (tab. 2) emerge che il 

-

Criterio completamente raggiunto 41,7
27

Richiesta di attenzione 3
Richiesta di intervento immediato

2.11. Restituzione dei risultati ai docenti delle classi ponte

-
mune a cui hanno partecipato le docenti delle sezioni della scuola dell’infan-
zia coinvolte nel progetto e le insegnanti delle future classi prime. Tale in-
contro ha costituito per le insegnanti della scuola dell’infanzia un momento 

nel corso dell’anno scolastico. Per le docenti della scuola primaria è stata 
l’occasione per raccogliere dei dati oggettivi per una prima conoscenza dei 
futuri alunni, ma soprattutto per reperire delle informazioni per la progetta-

-

ISBN 9788835131045



97

I dati raccolti sono stati, altresì, utilizzati per fornire informazioni ag-
giuntive, in via sperimentale, per la formazione delle classi prime (A, , C) 

interna che tra di essi.

Al termine della classe prima di scuola primaria si è proceduto alla rac-
colta e tabulazione dei voti di Matematica per fasce di voto (tab. 3). 

30
6 3

Abbiamo, dunque, pensato di operare un primo confronto tra la fascia 

è proceduto nel tentativo di 
stabilire la seguente corrispondenza tra i livelli di prestazione della BIN e 
quattro fasce di voto:
 –
 –
 –
 –

aA

CCR
PS
PS
RA

10 RII
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a

CCR
CCR
PS
PS
RII 6

aC

CCR
PS

10 PS
10 RA

RII

I dati raccolti -
lati in modo da poter avere per ciascun alunno un quadro sinottico del voto 

è stata 
posta una freccia con la quale fornire un’immediata indicazione del risultato 
di tale confronto. Sono state predisposte, dunque, le seguenti tre tabelle, una 
per ciascuna delle tre classi campione.

L’analisi dei dati messi a confronto ha evidenziato una relazione positiva 
tra risultati BIN e voti in quanto è -
gli alunni ha mostrato un miglioramento del proprio livello di prestazione, il 

è

livello più alto della BIN 4-6 (CCR) ha mantenuto un voto di fascia alta, il 
-

lo così come quelli che si collocavano ai livelli più bassi (RA e RII).

2.13. Analisi dei risultati INVALSI

La restituzione dei dati INVALSI 2017 relativi alla prova di Matematica 
di classe seconda ha permesso di poter operare un confronto e trarre informa-
zioni utili. Sono state prese in esame solo alcune delle tavole restituite dal-
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Un valido contributo è stato fornito dai microdati che ci hanno consentito 

risultati di ciascuno studente nella prova di Matematica. A tal proposito sono 
stati messi a confronto la percentuale di risposte esatte di ciascun alunno 
nella BIN 4-6 e il punteggio di Matematica normalizzato.

Per ciascuna classe si è -
te di correlazione campionaria tra le due serie di dati, per conoscere in quale 
misura variano insieme e quindi conoscere la loro dipendenza. La situazione 
che ne emersa è la seguente:

 – classe 2a

 – classe 2a

 – classe 2a

In tutti e tre i casi la covarianza assume un valore positivo il quale indi-

“concorde”. 
Abbiamo di seguito calcolato anche l’indice di Pearson (r):

 – classe 2aA r
 – classe 2aB r
 – classe 2aC r = 0,76.

Il valore dell’indice per ciascuna classe campione si avvicina a 1 e ciò 
conferma che le due variabili considerate sono direttamente correlate.

emerso calcolando i vari indici.

aA
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a

aC

di risposte corrette date dallo stesso alunno di ciascuna classe alla prova di 
Matematica di classe seconda. Si nota una corrispondenza tra l’andamento 

2a evidenziano una performance inferiore al resto della classe in 
a e 

a .
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Di notevole interesse si è rivelato l’uso dei microdati anche per esaminare 
alcuni casi particolari (tab. 7). Abbiamo deciso di esaminare i dati relativi 
agli studenti che nella BIN 4-6 si erano collocati al livello ottimale di pre-
stazione (CCR) e che nel corso del primo anno di scuola primaria avevano 

Abbiamo scelto di prendere in esame solo alcuni i dati relativi al Punteggio 

dei requisiti sopra indicati.

A7 262,74
A10 231,13
A14 201,23
A16

A20 307,71
B1 231,13
B3
B6

273,74

B14
B16 262,74
B20 273,74
C1 307,71
C2 307,71
C6

C10
C11
C12
C13 224,72
C17
C20 307,71

-
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media nazionale.
A completamento del lavoro abbiamo voluto esaminare anche quei casi 

che manifestavano delle carenze e che nella BIN 4-6 evidenziavano una Ri-
Dall’analisi abbiamo 

-

A12
231,13

B17
C14

0,00

continua a manifestare carenze nelle abilità di Matematica.

3. Conclusioni

Il lavoro condotto nell’arco di un triennio ci ha permesso di “sperimentare” 
la capacità predittiva della BIN 4-6. La somministrazione della stessa ai bambi-

-

uno strumento in grado di fornire dei dati oggettivi che permettessero di indi-
viduare il possesso dei precursori delle abilità numeriche necessari per l’ap-
prendimento futuro. I test standardizzati utilizzati, infatti, hanno consentito di 
valutare una gamma di abilità, da quelle spaziali a quelle verbali, prima ancora 
di sintetizzare le prestazioni in un punteggio globale di -

-
viduare in maniera precoce i soggetti a rischio. Solo successivamente abbiamo 
pensato di utilizzare i dati raccolti per capire se fossero in grado di prevedere la 
prestazione futura e il grado di associazione tra precursori e abilità di calcolo.

Il confronto tra i livelli di prestazione dei bambini nella BIN 4-6 e le fasce 
-
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ziato una relazione positiva tra le due serie di dati, in particolar modo nelle 
performance ottimali. 

correlazione tra le prestazioni ottenute con la BIN 4-6 e i punteggi di Ma-
tematica forniti dall’INVALSI tramite i Microdati ha evidenziato, anche in 
questo caso, una correlazione positiva.

I positivi risultati della nostra ricerca costituiscono uno stimolo a con-
tinuare il lavoro iniziato approfondendo e sviluppandone alcuni aspetti al 

Butterworth B. (2011), 
INVALSI (2017), -

-

, testo 
-

TICA.pdf, data consultazione 26/1/2021.
Lucangeli D., Molin A., Poli S. (2012), -
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di Chiara Saletti, Fabio Brunelli

Gli autori, docenti in un istituto comprensivo di Firenze, prendono in esa-
me otto dei trentacinque quesiti del fascicolo INVALSI di Matematica pro-

Dopo un’analisi degli item, in rapporto con le Indicazioni nazionali, le 
usuali prassi didattiche e i libri di testo, riportano una lettura dei risultati di 
due classi quinte della scuola di appartenenza. All’inizio dell’anno scolastico 

classe seconda di una scuola secondaria di primo grado dello stesso quartiere 
e di pari livello scolastico con risultati non del tutto scontati.

di lavoro utili ai Dipartimenti di Matematica degli istituti comprensivi.

-

-
-

-
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1. Introduzione

Il contesto della nostra ricerca è l’istituto comprensivo “Masaccio” nato 

primaria: “Giotto” con annessa la scuola dell’infanzia, “Enriques-Capponi”, 
“Andrea del Sarto” e il plesso “Masaccio” di secondaria di primo grado. Il 
contesto socio-culturale da cui proviene la stragrande maggioranza dell’u-
tenza è di livello medio e medio-alto. Gli alunni che frequentano le scuole 
dell’istituto provengono principalmente dal quartiere. La popolazione sco-
lastica rispecchia, quindi, realtà diverse per condizioni personali, sociali e 
culturali e presenta, conseguentemente, bisogni e problematiche di diverso 
tipo. L’incidenza di studenti con cittadinanza non italiana è relativamente 

è svolta la prova di Matematica che ha riguardato 
le classi seconde e quinte della scuola primaria. Puntualmente si è sollevata 
qualche polemica: «Anche INVALSI ammette che il test non serve a nulla. 
Ma ormai i buoi sono scappati». «Prove INVALSI: cosa devono misurare? 
Non lo sanno neppure gli esperti», «Prova INVALSI Matematica quinta pri-
maria: fuori dal mondo! Lontana dalle problematiche degli alunni».

Insieme a seducenti proposte commerciali: 
, , 

.
Noi abbiamo ancora una volta scelto di prendere in mano i fascicoli, leg-

Da qui l’idea di uno studio qualitativo, per i numeri presi in considerazio-
ne, che fosse utile in primo luogo a noi e secondariamente a tutti i colleghi 
interessati.

Il confronto fra le due classi quinte primarie è motivato dal fatto che 

discussione collettiva, all’argomentazione e al problem solving, curando al 

B è stata condotta una didattica più tradizionale, nella preoccupazione di 
portare avanti un adeguato numero di contenuti disciplinari. 

Come nostra abitudine, abbiamo esteso la nostra attenzione a una classe di 

primo grado. L’esperienza ci suggerisce, infatti, che questi confronti risultano 
-

rizzati, davanti a situazioni problematiche, rinunciano, forse per pigrizia men-
tale, alle loro intuzioni, cercando di ricordare la regola giusta da applicare.
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Vorremmo poter fornire ai colleghi una metodologia che consenta un mi-
gliore utilizzo dei quesiti INVALSI, che non si riducano a mero strumento 
di valutazione di sistema, ma possano essere utilizzati come preziosa risorsa 
didattica, una volta adattati alle proprie classi.

La nostra ipotesi è che, dietro a una risposta corretta o scorretta di un 
allievo ci sia molto altro: processi cognitivi, ragionamenti e intuizioni, che 
solo con tempi più lunghi, risposte aperte e nostre interviste, possono venire 
alla luce.

2. Analisi dei quesiti e risultati di due classi quinte e di una classe 
seconda di una scuola secondaria di primo grado

-
prensivo sette classi quinte. Riguardo alla Matematica i loro risultati generali 

che per tre classi i dati non risultano presenti.
Ci siamo limitati all’esame di due classi quinte della nostra scuola che 

a a

aA è
la continuità di un docente che insegna Italiano e Matematica e che da anni 
lavora sul problem solving, ottenendo buoni risultati in gare matematiche 

aB è invece una classe più normale, di livello “medio-basso”. 
Per il nostro studio abbiamo scelto nove quesiti, quelli che ci apparivano 

più interessanti e che coprivano i quattro ambiti di contenuto. Nella tabella 
che segue abbiamo raccolto le sigle dei quesiti, facendo riferimento anche 

quesito abbiamo dato un soprannome.

Risolvere problemi D20 L’esagono

Argomentare D33 Divisibilità
D24 Dadi

Conoscere
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quesiti già presi in esame (nella tabella precedente sono evidenziati da un 
asterisco) in una classe seconda di una scuola secondaria di primo grado di 
Firenze. La classe era di livello medio e composta da 23 alunni.

Questi sono i risultati che abbiamo ottenuto nella classe seconda seconda-
ria di primo grado riuniti in una tabella.

a

1 Sì Sì Sì Sì Sì 10 7
2 No Sì Sì No Sì 6 6
3 Sì Sì Sì Sì Sì 10
4 – Sì Sì Sì – 6

No Sì – Sì Sì 6
6 No Sì Sì – Sì 6 6
7 No Sì Sì Sì – 6

– Sì Sì Sì Sì
No – – No Sì 2 6/7

10 Sì Sì – – – 4
11 No Sì Sì Sì Sì
12 No No No No No 0
13 No No No No No 0 6
14 Sì – Sì No Sì 6 7

No No Sì Sì Sì 6
16 No Sì – Sì Sì 6
17 Sì – – No Sì 4 –

No – No No Sì 2
No – Sì No Sì 4 6

20 Sì Sì Sì No No 6 6
21 No Sì Sì Sì Sì 7
22 Sì – Sì No Sì 6 7
23 No Sì – – Sì 4 6
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D27. La frazione

La dimensione del quesito è quella della conoscenza. L’ambito è quello 
numerico, in particolare il delicato passaggio da frazione a numero decimale. 

Per rispondere alla domanda l’allievo doveva passare dalla rappresenta-
zione linguistica di una frazione alla rappresentazione matematica del corri-
spondente numero decimale. 

Il passaggio non è banale. Nella nostra esperienza di insegnanti sono fre-
quentissimi gli errori del tipo: “1/2 è uguale a 1,2”. Questo tipo di errore 
si trascina, purtroppo, specialmente negli allievi di livello medio-basso, per 
tutto il triennio della scuola secondaria di primo grado e anche in quella di 
secondo grado.

Le Indicazioni nazionali chiedono esplicitamente, oltre che di saper leg-
gere e scrivere i vari tipi di numeri, anche di confrontarli, ordinarli e rappre-
sentarli sulla linea dei numeri. 

In entrambe le classi analizzate, l’item ha mietuto numerose vittime e le 
aA, mentre per la 

a aA i distrattori a e  raccol-
aB il distrattore a

Purtroppo, l’argomento “trasformazione di una frazione in numero deci-

una vera e propria competenza. È come se mancasse un’adeguata conoscen-
za della frazione e del numero decimale, e si acquisisse solo un’abilità mec-
canica nel passare dall’una rappresentazione all’altra.

Nella classe 2a della scuola secondaria di primo grado le risposte corrette 
-

putarsi al fatto che nell’usuale prassi didattica l’argomento “numeri decimali 
e frazioni” spesso è
avuto un intero anno scolastico per dimenticare ciò che avrebbero appreso 
nella scuola primaria.
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a

“La risposta è A perché i decimi stanno sempre dopo la virgola”.

è

nell’intervista ammette: “Non sono sicura, non so che operazione fare”.
Grazia, media del nove, confessa: “Avevo scritto che ottantasei decimi 

-
manda, ho capito che, essendo una frazione impropria, deve essere maggiore 
di uno, ma non so quale delle tre risposte, ci devo pensare”.

spiega: “Ho scelto questa risposta perché nei decimi prima c’è lo zero, dopo 
la virgola e poi il numero”.

D29. Il contenitore

La dimensione del quesito è quella dei problemi. L’ambito è quello nume-
rico e sono coinvolte anche misure di capacità. 
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-

rimandato alla scuola secondaria di primo grado. 
L’argomento rientra pienamente tra gli obiettivi di apprendimento da rag-

giungere al termine della classe quinta: “Utilizzare numeri decimali, frazioni 
e percentuali per descrivere situazioni quotidiane”.

a

aB registria-

-
tato in gruppo con la consegna di argomentare il procedimento seguito. Si 
potrebbe chiedere agli alunni di preparare un cartellone esplicativo compren-

problema.
Questa volta la classe della scuola secondaria ha risposto meglio: abbia-

a

Camilla: “Ho risposto 4 litri, perché 6/10 corrisponde a 6 interi colorati 

Giorgia ha la media dell’otto. Tuttavia, dopo avere rappresentato corretta-
mente la frazione 6/10, lascia in bianco la risposta del problema:
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-

applicare correttamente l’operatore 6/10.

Se pensiamo che la frazione come operatore (almeno sulle torte) è un ca-
vallo di battaglia della scuola primaria e del primo anno della scuola secon-
daria, dobbiamo proprio convenire che abbiamo ancora molto lavoro da fare.
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D33. Divisibilità

La dimensione del quesito è quella dell’Argomentare. L’ambito è quello 
numerico. 

Per rispondere correttamente alla domanda l’allievo doveva individuare i 

Le Indicazioni nazionali chiedono che l’alunno si muova con sicurezza 
nel calcolo scritto e mentale con i numeri naturali. 

nella dimensione dell’argomentazione. Riteniamo la cosa interessante. Nella 
tradizione dell’insegnamento della Matematica in Italia l’argomentare e il 
dimostrare trovano maggiore spazio in Geometria piuttosto che in Aritmetica 
e Algebra, dove abbiamo una netta prevalenza di calcolo meccanico. 

L’andamento delle risposte di entrambe le classi quinte analizzate si pre-
a

aB, che ha 

a aB.
Sotto a questo quesito c’è un concetto matematico importante: la tran-

sitività della relazione di divisibilità tra i numeri naturali. In questo senso 

successivo.
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D20. L’esagono

La dimensione del quesito è quella dei problemi. L’ambito è quello della 
Geometria. 

Per rispondere correttamente alla domanda l’allievo doveva determinare 

piano.
Tra gli obiettivi delle Indicazioni nazionali vi è quello di “determinare 

-
do le più comuni formule”.
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è collocato in posizione standard: con un lato 
parallelo al bordo basso del foglio. Anche i trapezi e il triangolo equilatero 
sono collocati in modo inusuale. Inoltre si parla di aree senza fornire numeri 

allievo abituato a un insegnamento tradizionale della Geometria.
Entrambe le quinte analizzate registrano una maggioranza di risposte cor-

è invece 

aB a lasciare in bianco 
quei quesiti che richiedono uno maggiore sforzo nella comprensione della 
consegna.

-
to secondario non istituzionalizzato: dare indicazioni didattiche ai docenti, 
“fare tendenza”, oseremo dire “fare formazione”. Questo quesito è un esem-
pio classico: la Geometria qui è “pura”, svincolata dai calcoli e dalle formu-
le, si basa sul “vedere – osservare – ragionare”. 

Questo tipo di Geometria non è una novità in Italia, anzi, il quesito sareb-
-

questo “stile italiano di fare Matematica”, basato sull’osservazione e sull’in-
tuizione, percorre tutto il Novecento, ma resta troppo spesso inascoltato dai 
libri di testo e dalla maggioranza degli insegnanti. 

Un’ultima osservazione: le due tassellazioni del quesito, stampate in di-
mensioni maggiori su cartoncino, potrebbero diventare un gioco tipo puzzle 
geometrico per bambini di età inferiore o semplicemente un modello di aiuto 
per risolvere il problema attraverso la manipolazione.
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D23. La grande T

La dimensione del quesito è quella dei problemi. L’ambito è quello della 
Geometria. 

Per rispondere correttamente alla domanda l’allievo doveva determinare 

Tra gli obiettivi delle Indicazioni nazionali vi è quello di “Determinare 
-

menti”.
Nel caso delle due quinte analizzate riscontriamo un andamento decisa-

a

ISBN 9788835131045



116

distrattore a  e al aB registriamo 
a

per il .
Per allievi di età più elevata il problema è facile: si tratta semplicemente 

possibili quella corretta è la terza. Il primo distrattore è
è

superiore, l’ultimo distrattore è
è regolare. Alcuni 

studiata, non sappiamo qual è la formula da applicare”. Nel quesito non sono 

complessive, dalle quali andavano ricavate le misure dei segmenti. Si poteva 
anche osservare che il perimetro era equivalente a quello del rettangolo di 
misure 12 cm per 16 cm.

La tradizione scolastica dell’insegnamento della Geometria è di applicare 

sono numeri più grandi, oppure decimali, o forniti in modo indiretto (la som-
ma della base e dell’altezza è…, è…).

Questo quesito alla scuola secondaria è -
sposte corrette.

Azzurra sembra qui occupata, più che dalla Geometria, da una sorta di 
gioco del “numerando”, dove cerca di ottenere uno dei numeri proposti come 
risultato aritmetico a partire dai dati numerici del problema.
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D12. Lava e sbianca

La dimensione del quesito è quella dei problemi. L’ambito è quello delle 
Relazioni e funzioni.

Per rispondere alla domanda l’allievo doveva fare il confronto tra i rap-

più conveniente. Per essere accettata come giusta la risposta doveva conte-
nere anche il procedimento seguito per ottenere la risposta.

Le Indicazioni chiedono: “Riesce a risolvere facili problemi in tutti gli 
ambiti di contenuto, mantenendo il controllo sia sul processo risolutivo, sia 
sui risultati. Descrive il procedimento seguito e riconosce strategie di solu-
zione diverse dalla propria”.

-

sono diverse. 
Le più semplici sono:
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 – dividere il prezzo di Lava Sbianca, 6 euro: 3 = 2 euro (mezzo litro di 
Lava Sbianca) che è

 – -
zo di un litro e mezzo di Bianco Pulito) che è maggiore di 6 euro (Lava 
Sbianca).
Le classi prese in esame evidenziano, ancora una volta, un andamento 

a

a

risposta alla domanda.
L’argomento “frazioni – rapporti – percentuali” purtroppo mette in crisi 

gli studenti italiani dalla scuola primaria all’università. Al di là delle torte, al 
di là degli esercizi sulle proporzioni, al di là di semplici percentuali, appena 
i quesiti delle prove standardizzate esterne diventano meno banali il nostro 
studente medio è

Gli insegnanti da parte loro non sono soddisfatti, ma non riescono a 
staccarsi dalle routine didattiche (torte e proporzioni). Speriamo che quesiti 
come questo richiamino l’importanza dello sviluppo di un corretto “pensiero 

a

richiedono il ragionamento proporzionale.
Al contrario abbiamo nel seguito il protocollo corretto di un alunno che 
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a

Le risposte corrette a questo quesito nella classe seconda della scuola 
-

aA. 

a
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Ci si poteva aspettare qualcosa di meglio, essendo l’età degli alunni mag-
giore di un anno e mezzo. Forse che i ripassi delle prime due settimane di 

Consideriamo la prova errata di Lucilla, alunna con la media del nove: 

è
il detersivo che costa meno è

Camilla argomenta in modo troppo debole e non accettabile: “Costa meno 

rispetto a il secondo”.

D17. Gli animali

La dimensione del quesito è quella dei problemi. 
L’ambito è quello delle Relazioni e funzioni, in particolare il delicato 

passaggio dall’Aritmetica all’Algebra. 
Per rispondere alla domanda l’allievo doveva in primo luogo interpretare 

-
vamente trovare il peso del cane, sfruttando le relazioni tra questo dato e gli 
altri forniti dal testo.

Il quesito ne ricorda altri dello stesso tipo riportati frequentemente nei 
giornalini di enigmistica.
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Questi quesiti possono essere modellizzati semplicemente da sistemi di 
equazioni di primo grado. Nel nostro caso il sistema poteva essere questo:

Confrontando le prime due relazioni si può ricavare che z è maggiore di 4 
rispetto a y e poiché la terza relazione ci dice che y e z insieme valgono 10, 
allora z deve essere 7 e y deve essere 3.

-
è il valore di 

In classe quinta primaria non è possibile pensare a una modellizzazione 
algebrica, tuttavia è possibile pensare a risoluzioni mediante tentativi e ra-
gionamenti vari.

Tutti gli alunni delle due classi quinte prese in esame hanno risposto all’i-
aA le risposte corrette sono 

palestra di calcoli: quasi sempre si chiede agli alunni di eseguire operazioni, 
calcolare espressioni, più di rado viene chiesto di trovare numeri conoscendo 
le relazioni che li legano tra loro. 

D’altra parte le Indicazioni chiedono da tempo: “Riesce a risolvere facili 
problemi in tutti gli ambiti di contenuto, mantenendo il controllo sia sul pro-
cesso risolutivo, sia sui risultati. Descrive il procedimento seguito e ricono-
sce strategie di soluzione diverse dalla propria”.

In questa tabella abbiamo raccolto tutti le risposte numeriche fornite dagli 
alunni della prima A.
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a

12
11
10

7
6

4
3
2
1

Risposte 
mancanti 6 7 10 11 12 13 14 16

Ci consola che solo un alunno abbia fornito la risposta poco realistica di 

Nella classe seconda della scuola secondaria di primo grado il quesito 

rispetto alla scuola primaria. Le risposte mancanti sono state tuttavia mag-
giori di quelle errate.

Camilla argomenta: “Ho provato a togliere 2 da 30, ma non andava bene. 
Allora ho tolto 3 dal peso della gallina e del maiale e veniva 27. Ho aggiunto 

Ecco il procedimento di Diana, che sembra procedere con dei tentativi un 

Con l’intervista abbiamo ricostruito il suo procedimento. Prima Diana 
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Non sembra giustamente soddisfatta e prova con la sottrazione:
 –
 –

 – -

 –

 –

D18. Palline

La dimensione del quesito è quella dell’argomentazione. L’ambito è quel-
lo relativo alla Statistica e probabilità. 

Per rispondere alla domanda l’allievo doveva produrre un’argomentazio-
ne valida in una situazione di equiprobabilità.
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L’argomento rientra pienamente tra gli obiettivi di apprendimento da rag-
giungere al termine della classe quinta: “In situazioni concrete, di una coppia 
di eventi intuire e cominciare ad argomentare qual è il più probabile, dando 

tratta di eventi ugualmente probabili”.
Le nostre due classi quinte hanno fatto registrare un andamento abbastan-

Il calcolo delle probabilità è stato introdotto nella scuola media italia-
-

rant’anni, continua a essere un argomento poco amato e poco trattato dalla 
maggior parte dei docenti. Non è questa la sede per analizzare le cause di 
questo fenomeno. Dobbiamo ammettere in ogni caso che la presenza di que-
siti di probabilità nei fascicoli INVALSI di tutti gli anni e di tutti i livelli 

Matematica, così importante per la formazione del cittadino di domani.
Ecco un protocollo errato dove l’allievo ha contato tutte le palline nere e 

tutte le palline bianche dei tre sacchetti.

a

ISBN 9788835131045



D24. Dadi

Anche per questo secondo quesito di probabilità la dimensione è quella 
dell’argomentazione. L’ambito è Dati e previsioni. 

Per rispondere alla domanda l’allievo doveva rispondere a due richieste:
a) 

b) per la seconda riconoscere che l’esito del lancio di un dado è indipendente 
dai lanci precedenti e produrre un’argomentazione valida in una situazio-
ne di equiprobabilità.
Anche questo quesito rientra tra gli obiettivi di apprendimento delle Indi-

cazioni: “In situazioni concrete, di una coppia di eventi intuire e cominciare ad 
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argomentare qual è
più semplici, oppure riconoscere se si tratta di eventi ugualmente probabili”.

Le nostre quinte hanno risposto al quesito in modo diverso e alquanto 
aA 

aB hanno risposto corretta-

a -

a

Il protagonista invisibile e incombente del quesito è la 
, della quale gli studenti italiani hanno un’idea intuitiva spesso erro-

nea. Se tutti sono d’accordo che la probabilità di avere testa lanciando una 

lancio della stessa moneta ove si siano registrate tre croci consecutive, la 
maggior parte degli studenti (e diversi adulti) rispondono erroneamente che 
la probabilità è maggiore di 1/2. 

Il quesito D24 ipotizza cinque uscite del numero 4 dopo 17 lanci di un 

è inutile continuare a gioca-
re e perché. Le risposte 
(ma forse proprio quelle di cui la scuola italiana ha più bisogno).

La seconda domanda chiede (con una certa malizia) quale numero tra 
i sei possibili ha la maggiore probabilità di uscita al diciottesimo lancio. 

probabilistico quella di ritenere più probabile l’uscita dei numeri in qualche 
modo “ritardatari” (o in certi casi anche i numeri usciti più di frequente). 
Intorno a queste misconcezioni girano purtroppo in Italia grosse cifre, molti 
giochi d’azzardo e anche discreti guadagni da parte dello Stato.

3. Conclusioni

indicherebbe che una didattica fondata sul problem solving e sulla valoriz-
zazione di procedimenti e argomentazione porti a lungo termine risultati 
migliori nelle prove oggettive esterne, in modo particolare a una maggiore 
comprensione dei testi e a una corrispondente riduzione delle mancate rispo-
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ste. 
Dall’analisi dei fascicoli delle due classi quinte si evidenzia infatti la ten-

aB, di lasciare in bianco le risposte relative a item, 
che, in realtà solo apparentemente, vengono considerati più complessi dallo 

-
tarsi di fronte a un quesito posto in modo diverso dal contesto quotidiano, o 
che richiede molta concentrazione e attenzione nella lettura, semplicemente 
perché lungo!

Il fatto che lo stesso docente curi l’insegnamento della Matematica e della 
lingua italiana sembra un altro fattore positivo.

I testi dei quesiti INVALSI si riconfermano materiali preziosi per il la-
voro degli insegnanti nelle classi: da utilizzare non tanto per la valutazione, 
quanto come spunti per attività laboratoriali in gruppo e punti di partenza per 
discussioni collettive.

Sul versante della valutazione si conferma l’importanza di esaminare i 
procedimenti degli allievi, le loro argomentazioni scritte, evitando in ogni 
caso di limitarsi alla registrazione dei risultati. Molto utili si confermano 

I risultati della scuola secondaria non sono a nostro parere soddisfacenti 
rispetto a quelli della scuola primaria. Sembra che la permanenza degli stu-
denti nella scuola non faccia crescere più di tanto le loro competenze mate-
matiche.

-
giormente ad ancorare i saperi disciplinari e sviluppare competenze a lungo 
termine. 

La nostra ultima conclusione riguarda i dipartimenti di Matematica (dove 
-

blaggio di “test d’ingresso” e di “prove di livello” per il miglioramento della 
scuola. Il suggerimento è quello di lavorare su pochi argomenti, scegliere 
materiali di qualità, sperimentarli nelle classi con diverse metodologie, ri-

I, Torino, testo disponibile al sito: http://www.apprendimentocoo-

primarie, Valutazione in matematica”, 
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, Pitagora, Bologna.
Garuti R. (2013), 

, testo disponibile al sito: http://www.provincia.bz.it/servizio-valutazio-

26/1/2021.
, 

, testo disponibile al sito: 

pdf, data di consultazione 26/1/2021.
MIUR (2012), “Indicazioni nazionali per il curricolo della scuola dell’infanzia e del 

primo ciclo di istruzione”, , numero speciale.
, testo 

pdf, data di consultazione 26/1/2021.
Tomasi L. (2017), , 

disponibile al sito: https://events.math.unipd.it/formazione-insegnanti-2017/sites/
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In questo lavoro poniamo l’attenzione sul possibile impatto delle nuove mo-

primo ciclo e sull’esame di Stato per quanto riguarda la Matematica. Dopo una 

insegnanti di Matematica e Scienze nelle regioni Lombardia e Liguria. 

-

1. Introduzione

Gli ultimi quadri di riferimento per la prova INVALSI di Matematica 
«a -

fetto di ricaduta che il complesso delle prove delle Rilevazioni nazionali ha 
sul l’intero sistema scolastico e sulle sue scelte didattiche». Scopo di questo 
lavoro è presentare l’idea complessiva e i primi passi di una ricerca in corso 
che esplora queste ricadute nell’ambito della Matematica, con particolare 
attenzione all’esame di Stato conclusivo del primo ciclo d’istruzione, all’in-
terno di un progetto di ricerca-azione rivolto agli insegnanti di Matematica e 
Scienze della scuola secondaria di primo grado.
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-

-
mo ciclo, ci hanno motivati a porre l’attenzione su questo possibile impatto 

-
ni, confronti vivaci – e anche molto vivaci! – tra i soggetti protagonisti, con 
un indotto di attività di formazione e di cambiamenti nella prassi didattica, 
sia di contenuto sia di metodo. 

Ci è
l’esperienza passata per metterla a confronto con quella del presente, racco-
gliendo innanzitutto le opinioni dei docenti di Matematica che hanno fatto 

-
-
-

borazione di buone pratiche per salvare gli elementi dell’esperienza passata 
riconosciuti come positivi (noi pensiamo che ve ne siano) e mettere i soggetti 
in grado di riconoscere le possibilità che il nuovo scenario può aprire, per 

Sono stati coinvolti docenti in servizio nelle scuole del territorio delle 
città metropolitane di Milano e di Genova o in altre province lombarde. L’i-

-

di attivare processi di reciproca crescita professionale. 
In questo articolo verranno presentati: il quadro normativo, gli interroga-

a partire dalle risposte degli insegnanti, che possono orientare i passi futuri 

e altri soggetti interessati a queste tematiche. 

2. Il quadro normativo

primo ciclo ed esami di stato (d.lgs. 62/2017) prevedono che dall’anno sco-

Stato: il sostenerle ne costituisce solo un indispensabile requisito d’accesso. 
A questa novità, che di per sé già pone molti interrogativi, si è aggiunta la 
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nuova modalità di somministrazione computer based (o CBT, -
) e l’anticipo al mese di aprile. 

Non essendo più la prova INVALSI parte integrante dell’esame di Stato, 

senza condizionarla direttamente.
Sul fronte del rinnovato esame di Stato conclusivo del primo ciclo di 

docenti della disciplina, deve attenersi nella stesura delle tracce. Per quanto 
riguarda la Matematica, gli obiettivi generali devono essere dispiegati nelle 

esercizi che possono essere proposti distinguendoli in: a) problemi articolati 

tracce scritte la commissione potrà «fare riferimento anche ai metodi di anali-
si, organizzazione e rappresentazione dei dati, caratteristici del pensiero com-

-
gli esercizi con la precisazione che «qualora vengano proposti più problemi o 
quesiti, le relative soluzioni non devono essere dipendenti l’una dal l’altra, per 
evitare che la loro progressione pregiudichi l’esecuzione della prova stessa».

Le “Indicazioni nazionali per il curricolo della scuola dell’infanzia e del 
primo ciclo d’istruzione” (2012) elencano undici traguardi di competenze, 
assieme a un elenco di quarantacinque obiettivi di apprendimento. Per como-

che è

 – T1: l’alunno si muove con sicurezza nel calcolo anche con i numeri ra-
zionali, ne padroneggia le diverse rappresentazioni e stima la grandezza 

 – T2: riconosce e denomina le forme del piano e dello spazio, le loro rap-

 – T3: analizza e interpreta rappresentazioni di dati per ricavarne misure di 

 – T4: riconosce e risolve problemi in contesti diversi valutando le informa-

 –

 – T6: confronta procedimenti diversi e produce formalizzazioni che gli 
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 – T7: produce argomentazioni in base alle conoscenze teoriche acquisite 
-

 – -
-

 – -

 – T10: nelle situazioni di incertezza (vita quotidiana, giochi, ...) si orienta 

 – -
-

tici appresi siano utili in molte situazioni per operare nella realtà.

3. Quadri teorici di riferimento

Il nostro progetto di ricerca, per quanto riguarda il lavoro collettivo tra 

quanto riguarda l’attività sociale di costruzione dell’artefatto Prova di stato al 

del l’attività è una «teoria psicologia e multidisciplinare con un’enfasi natura-

lenti prospettiche sulla pratica che legano gli individui e i sistemi sociali» 

Nel modello teorico, il cui schema è
l’esito è la prova di stato somministrata agli alunni di una data scuola, che 

-
tiva ministeriale (in particolare il DM 741/2017), quelle esplicite e indicative 
delle Indicazioni nazionali o dei Quadri di riferimento delle prove INVALSI 
di Matematica, quelle implicite imposte dalla comunità sotto forma di prassi.

Un importante punto di vista sulle scelte degli insegnanti è quello propo-
sto dai numerosi lavori di ricerca, a livello internazionale, sulle convinzioni 
degli insegnanti di Matematica (vedi in particolare Goldin , 2016) in 

-
mente un apprendimento di Matematica, cosa sia più importante prendere in 
considerazione se si presenta una tensione tra aspetti pedagogici-educativi 
in senso ampio e didattici, nel senso della didattica disciplinare (vedi, fra gli 

è necessario ri-
cordare anche i recenti studi sulla contrapposizione dialettica fra convinzioni 
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professate e pratica perché, come ricorda Leatham (2006): «dobbiamo avere 
interpretato scorrettamente le implicazioni di quei convincimenti, a meno 
che ci siano altri convincimenti che hanno preso la precedenza» (traduzione 
ed enfasi degli autori), dove l’ipotesi di alterità viene ribadita da Cross Fran-

ricordato che se non è in generale possibile separare convinzioni personali 
da convinzioni del gruppo sociale di riferimento, essendo queste il prodotto 

è possibile farlo nella pro-
duzione collettiva di un artefatto comunitario come è una prova d’esame per 
un intero istituto comprensivo.

Inoltre, è -
tivi, in particolare nel caso di valutazioni standardizzate. Uno strumento per 
farlo è

 e gli aspetti del .

4. Il quadro di riferimento delle prove INVALSI di Matematica

anno della scuola secondaria di primo grado non fa più parte dell’esame di 
è in linea con lo spirito e 
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2.1. Ricerca dei quesiti in coerenza con il nostro intento 
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2.2. Composizione del fascicolo

2.3. Scelta del campione
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2.4. Somministrazione fascicolo

2.5. Ipotesi di ricerca e quadro teorico

2.6. Analisi dei risultati ottenuti (confronto in verticale)
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Lo abbiamo poi correlato con un quesito uscito per il grado 6 (prima 

Lo stimolo era simile perché, per entrambi, si voleva vedere come si mo-
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da scegliere tra quattro alternative.

a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

Dall’analisi dei dati per il primo item (tab. 1) emerge che, nonostante 
che il quesito fosse per il grado 10, i risultati migliori si hanno per la quinta 
primaria e per la terza secondaria di I grado. Stupisce il risultato basso della 
prima secondaria di II grado, anche se comunque migliore rispetto al dato 
nazionale. Questo rientra in una misconcezione classica che mette in rela-

Pinilla e D’Amore, 2006).

a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

Anche per il secondo item (tab. 2) si rilevano risultati complessivamente 
migliori per il primo ciclo rispetto al secondo e migliori nella classe seconda 
della secondaria di I grado rispetto alla terza.

Un errore classico del primo item, soprattutto nella secondaria di II grado, 
è
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Tutte le classi, in linea con il campione nazionale, hanno avuto un risul-
tato migliore per il secondo item rispetto al primo. Questo è legato, secondo 
noi, principalmente alla tipologia di risposta richiesta.

Nel secondo item molti studenti sono ricorsi al conteggio dei quadratini 
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Una strategia che invece ha condotto all’errore è stata quella di confron-
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a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale
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Anche in questo caso, pur essendo diversa la tipologia di risposta (la pri-
-

I risultati rilevati per entrambi gli item (tabb. 3-4) rilevano una percentua-
le maggiore di risposte esatte nella scuola primaria rispetto alla secondaria 
di I grado. 

Per il primo item ciò è accaduto principalmente per il fatto che i ragazzi 
della primaria hanno contato i quadretti, o scomposto il poligono in più parti 

Invece quelli delle secondarie hanno “provato” a eseguire calcoli, in al-

ha suddiviso il poligono in un trapezio e un triangolo rettangolo, sbagliando 
il calcolo dell’area del triangolo.

è stato considerato erroneamente il poligono come 
trapezio e utilizzato conseguentemente la formula risolutiva.

studente abile e quella di studente competente, di cui parla Trinchero (2017).
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Per il secondo item invece l’aspetto premiante per gli studenti della prima-
ria è stato legato al fatto di essere stati abituati ad argomentare dalle loro in-
segnanti. Nei dati disaggregati delle singole scuole della secondaria di I grado 
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sapere dai vari insegnanti che non tutti fanno attività legate all’argomentazio-
ne sia scritta sia orale. In quelle dove tali attività vengono regolarmente svolte 

a

2a sec. I grado A (34 alunni)
2a

2a sec. I grado C (22 alunni)
2a sec. I grado D (61 alunni)
Campione nazionale

Gli studenti della primaria hanno trovato il lato del quadratino e poi lo 
hanno moltiplicato per calcolare il lato del quadrato e quindi anche il suo 

Un errore tipico è stato invece quello di confondere il perimetro con l’a-
rea. Quindi, dopo aver trovato la misura del lato del quadratino, hanno cal-

 Pinilla e D’Amore, 2006).
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Per il secondo gruppo di quesiti abbiamo scelto quelli che hanno dato i 

selezionato perché si prestava in modo particolare a essere risolto e analiz-
zato in verticale, sia per la somiglianza con il tangram, sia per l’analisi di 
parti di aree presentate come frazioni. In questo caso il contratto didattico 

modo diverso, i primi in modo più pratico, i secondi in modo più legato ai 
calcoli. 
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a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

Anche in questo caso il risultato è stato migliore nelle classi della pri-
maria rispetto alla secondaria di I grado, nonostante la tipologia di risposta 
multipla poteva aiutare a scegliere quella giusta.

Il secondo che abbiamo scelto è stato somministrato nel grado 10 nel 
è piaciuto soprattutto perché si partiva da 

aree di poligoni per arrivare a calcolare il perimetro di un altro poligono.
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a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

scuola primaria, ma, sorprendentemente, i loro risultati sono stati migliori 
rispetto a quelli della secondaria di II grado.

In questo caso sono stati pochi gli studenti che hanno confuso area e pe-
rimetro, mentre l’errore più comune è stato quello di scrivere come risposta 
21 anziché 22, dimenticando di considerare il piccolo segmento comune ai 
poligoni A e C.

Abbiamo poi selezionato un quesito composto da due item che è stato 

abbiamo scelto perché, a causa della particolarità della richiesta del secondo 

studenti nei vari gradi scolastici.
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a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale
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a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

-
le delle risposte corrette non aumenta in modo sensibile dal passaggio della 
primaria alla secondaria di secondo grado. In alcuni passaggi da un livello di 
scuola a quello successivo si è
risposte corrette.
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La maggior parte degli errori del secondo item è collegata però a una mi-

è

è piaciuto 

17 e tab. 10).

a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

Questo item è stato quello in cui abbiamo trovato le risposte più fantasio-

particolari.
Infatti, nonostante la parola rettangolo comparisse ben due volte nel testo 

della domanda, alcuni studenti della secondaria di II grado hanno rappresen-
tato dei rettangoli veramente particolari.
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Per questo item uno dei motivi ipotizzabili che può avere portato i ragazzi a 

L’ultimo item scelto è quello che ci ha stupito maggiormente per gli esiti 
che abbiamo rilevato nei diversi gradi. È un item uscito nel 2013 per il grado 

l’area ugualmente.
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a primaria
2a sec. I grado
3a sec. I grado
1a sec. II grado
2a sec. II grado
4a sec. II grado
Campione nazionale

-
pione della scuola primaria ha risposto correttamente, ma soprattutto per il 

Come si può osservare vi è stata una diminuzione sensibile di risposte cor-
rete nel passaggio terza secondaria di primo grado alla secondaria di secondo 
grado. Risultato teoricamente non atteso se si considera una progressione 
nell’apprendimento nel passaggio da un livello di scuole a quello successivo.
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2.7. Osservazione approfondita dei quesiti che hanno dato esiti inte-
ressanti e analisi di alcuni errori ripetuti

G10 del 2017), la maggior parte degli errori in tutti i gradi di scuola è stato 

2012), la scelta è
A è

ha dato un risultato errato ricorrente (22), che secondo noi è stato fatto per 
aver considerato il numero dei quadretti colorati senza considerare se fossero 
interamente colorati o solo in parte.

maggior parte degli errori “veniali” è stata quello di non considerare, o di-
menticare, un piccolo lato di dimensione 1 e quindi rispondere 20 anziché 21.

quanto riguarda il primo item, che è a risposta multipla, l’errore più frequen-
te è stato scegliere il “distrattore” A, che sosteneva che i tre triangoli hanno 
stessa area e stesso perimetro, considerando solo l’uguaglianza di base e al-
tezza, senza valutare gli altri lati dei triangoli.

Nel secondo item, gli studenti che hanno tracciato male il segmento hanno 
segnato il segmento perpendicolare da E ad AB, disegnando sostanzialmente 
un’altezza “verticale” senza però tenere conto della dimensione della base.

è stato quello che ci ha 
incuriosito maggiormente, soprattutto per il buon risultato in una delle classi 
della scuola primaria.

Abbiamo quindi chiesto alla maestra della classe quinta dove il risultato 
era stato particolarmente positivo come avessero fatto a risolvere corretta-
mente il quesito. La spiegazione data dai ragazzi è stata quella che si ri-

(Rimini).
Questo potrebbe essere uno dei classici esempi di “situazioni non didatti-
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-

In Matematica è sempre importante il principio del “se faccio imparo”, 

possono aiutare a interiorizzare meglio alcuni concetti.
In un’altra classe sempre della primaria avevano fatto un’attività labora-
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Altri bambini hanno detto che sono andati per esclusione, “togliendo il 4 

L’errore più comune tra i ragazzi più grandi è stato invece proprio la 
scelta del risultato “strano”, facendo bene il procedimento per il calcolo della 
misura del lato, ma poi confondendo, anche in questo caso, l’area con il peri-
metro. Qui forse ha giocato un ruolo particolare trovare tra i risultati proprio 

In questo caso è stato applicato correttamente il teorema di Pitagora, ma 
la risposta è stata sbagliata ugualmente.
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3. Conclusioni

Dall’analisi dei risultati si nota immediatamente che la percentuale di ri-
sposte corrette in molti casi non accresce all’aumentare del livello di scuola. 
Questo perché, come detto nella premessa, l’apprendimento degli studenti è 
spesso dovuto all’esecuzione di esercizi ripetitivi che non porta a un appren-

Abbiamo osservato anche che in alcuni casi, item che potevano essere 
risolti anche solo attraverso un semplice conteggio, come hanno fatto negli 

-
gionamenti e calcoli più complessi di quelli richiesti.

Un’altra considerazione che possiamo fare è che alcuni concetti possono 
essere assimilati meglio se lo studente fa esperienze che lo colpiscono, o co-

anche con attività di tipo laboratoriale.
Il laboratorio di matematica è particolare proprio perché non si realizzano 

-
cativi e duraturi negli studenti.

Da osservare inoltre che, in generale, gli item somministrati hanno otte-
nuto risultati migliori rispetto al campione nazionale. Questo, a nostro avvi-
so, perché la concentrazione con la quale vengono svolte le prove del “nostro 
fascicolo” è stata probabilmente maggiore rispetto a quella che gli studenti 
hanno solitamente durante la Prova nazionale.
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di Giorgio Bolondi, Clelia Cascella, Chiara Giberti

Questo lavoro è parte del progetto “Variazioni 2”, che ha permesso di 
studiare l’impatto di una variazione nella formulazione di un quesito di Ma-
tematica, sulle risposte degli studenti. Le analisi sono basate sulla sommini-

prova INVALSI. Le diverse forme del test contengono gli stessi quesiti: alcu-
ni di questi sono stati variati nella formulazione mentre una parte consistente 
di quesiti è inserita invariata in tutti i fascicoli in modo da permettere una 
procedura di ancoraggio dei risultati. In questo lavoro, presentiamo l’anali-
si di due quesiti, entrambi proposti a seguito di variazioni del contesto. Le 

studenti ma anche sulle strategie di soluzione che sembrano cambiare in fun-
zione della presenza/assenza di un contesto reale.

-

-

-
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1. Introduzione

una risposta corretta a un item e che ruolo essi hanno nell’attivazione di una 

Per rispondere a questa domanda nel progetto denominato “Variazioni 2”
(Bolondi, Cascella e Giberti, 2020), è stato condotto uno studio sperimen-

partire da una prova INVALSI somministrata a livello censuario nello stesso 

ulteriori prove, distribuite agli studenti, insieme a quella originale INVALSI, 
secondo un meccanismo di somministrazione a spirale che consente di som-
ministrare le quattro prove agli studenti in modo casuale, sia all’interno della 
stessa classe, sia tra classi diverse. Questo meccanismo di somministrazione 

relazione a due o più prove possono quindi essere considerate un’indicazione 

garantire la comparabilità diretta tra le risposte date dagli studenti alle pro-
ve, ciascuna di esse contiene un nucleo di item invarianti e comuni a tutte, 
utilizzati per ancorare ed equalizzare i test su una sola metrica, uguale per 
tutte le prove, attraverso la quale esprimere lungo lo stesso tratto latente le 

-

è stato proposto in ciascuno dei quattro fascicoli variando un solo elemento 
della formulazione da un fascicolo all’altro. 

è -

3) dei dati numerici (per es. diversi registri semiotici o diversi valori numeri-

In questo articolo, la metodologia e i risultati del progetto “Variazioni 

dagli studenti ma anche sulle strategie di soluzione messe in atto in funzione 
della presenza/assenza di un contesto reale. Questo studio, sebbene certa-
mente necessiti di un approfondimento qualitativo (per es., interviste dirette 

variazione in termini di performance e fornisce un ricco set di informazioni 
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circa gli errori e le strategie risolutive più frequenti. 

2. Quadro teorico

2.1. Variazioni nella formulazione di un quesito matematico

-

domanda fa parte di una prova standardizzata, il  deve essere 

correttamente ha raggiunto la conoscenza/competenza per la cui valutazione 
l’item è stato costruito. Restano però diverse componenti che condizionano 
la risoluzione di un quesito e che esulano dal : prima fra tut-
ti la formulazione. Se un quesito risulta complesso come formulazione, lo 

errata per questo motivo.
Le ricerche sul tema della formulazione di un quesito in Matematica e 

 (problemi verbali) sono nu-
merose nel campo della didattica: per esempio, una recente review della 
letteratura di queste ricerche nel campo dell’aritmetica è stata proposta da 
Daroczy 

La letteratura del settore non si è occupata solo di variazioni nella for-
mulazione nel caso di 
della comprensione del testo e della maggiore o minore reperibilità delle 
informazioni è fondamentale nella risoluzione di un qualsiasi problema. Si 
può pensare che anche piccole variazioni del modo in cui un problema viene 

andando a incidere anche sulle strategie risolutive adottate (D’Amore, 2014). 
-

zione usando il termine variabili redazionali, termine ripreso poi da Colette 

di immagini.

confrontare due diverse formulazioni di uno stesso quesito: non è possibile, 
infatti, chiedere a uno studente di rispondere a due versioni di una stessa 
domanda senza che la risposta alla seconda versione somministrata sia in-
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-
blematica insorge particolarmente in ricerche in cui una o più versioni dello 

-
not , 2007) e, in alcuni casi, viene parzialmente risolta cambiando l’or-

la seconda (De Corte 
riscontrato in diverse ricerche, consiste nel somministrare le diverse versioni 

comparabilità dei risultati, oppure svolgendo ricerche qualitative basate su 
interviste e analisi di protocolli (e.g. Spanos 

-
senza/assenza di un contesto reale in cui viene posto il problema matematico. 

stesso sulle risposte degli studenti è già stata ampiamente studiata nella ricer-
ca in didattica della Matematica.

in un contesto familiare per gli studenti può essere di grande aiuto per la 

-

funzioni che la presenza di un contesto potrebbe avere sul processo risolu-
tivo degli studenti. In particolare, il contesto potrebbe: migliorare l’accessi-
bilità ai problemi, contribuire alla trasparenza e all’elasticità dei problemi, e 
suggerire strategie risolutive agli studenti.

Anche nelle valutazioni standardizzate il contesto in cui viene proposto 
un quesito risulta molto importante e la vicinanza/lontananza del contesto 
dalle esperienze reali dello studente devono essere tenute fortemente in con-

contesto nei quesiti matematici è fondamentale, e viene esplicitato anche 
: «Mathematical 
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literacy is an individual’s capacity to formulate, employ and interpret mathe-

Questo articolo propone l’analisi di due quesiti tratti dalle prove INVALSI 
è stato proposto agli studenti in varie forme, a se-

-
nuto matematico e il . Attraverso la metodologia utilizzata (Bo-
londi, Cascella e Giberti, 2020) è

degli studenti. Inoltre, l’analisi quantitativa dei dati e lo studio dei 
 delle domande nelle diverse forme, permettono di fare delle ipotesi anche 

sul diverso approccio degli studenti nell’approccio a un problema in contesto 
o senza contesto e capire se questo porta a diverse strategie risolutive.

3. Metodo: il progetto “Variazioni 2”

Il progetto “Variazioni 2” si propone di studiare variazioni nella formu-
lazione di alcuni quesiti superando le limitazioni descritte precedentemente 
attraverso una metodologia basata sull’ e l’ancoraggio 
di diverse prove. 

Per studiare l’impatto di determinate variazioni nella formulazione di un 
item, nel progetto “Variazioni 2”, si è scelto di partire da un test di Matema-
tica che INVALSI ha somministrato nel 2011 agli studenti della 3a secondaria 
di I grado. A partire da questa prova, sono stati sviluppati tre ulteriori test, 
contenenti una parte di domande invariate rispetto al test originale, che costi-
tuiscono il (CT), e altri quesiti inseriti nei diversi fascicoli in forme 

-
. 

Le tre forme realizzate sono state somministrate insieme alla versione ori-
ginale del 2011, con un meccanismo a spirale, a un campione probabilistico 
di 2000 studenti della 3a classe della secondaria di I grado. La somministra-
zione a spirale è -
tassero la prova nella stessa situazione, condizione questa necessaria «per 

-
frontabili da un gruppo di esaminandi a un altro e che gli esaminandi siano 

Inoltre, sebbene gli studenti che hanno risposto alle diverse versioni di 
un item non siano gli stessi, le loro risposte alle diverse versioni possono 
essere comunque considerate confrontabili grazie alla presenza dei quesiti 
che formano il . Il  è costituito da un corposo set di item 
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inseriti in ciascuno dei quattro fascicoli, invariati nella forma, nel contenuto 
e nella posizione all’interno di ciascuna delle prove, rappresentativo sia in 
termini di contenuto che di funzionalità psicometrica dell’intera prova (Ko-

 (CT) questo insieme di 
quesiti, composto da due sub-set di item, di cui uno somministrato all’inizio 
della prova e l’altro composto da item dislocati all’interno del fascicolo, nel-
la stessa posizione in ciascuna delle quattro forme. 

La necessità di ancorare le prove deriva dalla consapevolezza che anche 
piccole variazioni nella formulazione di un item cambiano l’item stesso e 
quindi possono alterarne la funzionalità (per es., Boninsegna 

è sempre impossibile essere 
certi, , dell’equivalenza in termini di abilità dei sotto-gruppi di stu-

tra le medie (o tra qualsiasi altro parametro di interesse teso a investigare 

Abbiamo quindi inserito un nucleo di item invarianti e abbiamo equalizza-

( ) è «una procedura statistica usata per aggiustare i punteggi ottenuti 
su prove diverse in modo che le forme possano essere utilizzate intercambia-
bilmente» (Kolen e Brennan, 2004, p. 2). 

Per l’analisi degli item, oltre a presentare le misure di  calcolate 
con ConQuest 4.0, abbiamo confrontato la curva caratteristica (plottata da 
RUMM2030) di ogni item in ciascuna delle quattro versioni e interpretato 
gli scostamenti tra la spezzata empirica (data dall’insieme degli 

, cioè delle risposte date dagli studenti al test) con la curva teorica cal-
colata dal modello (che, per ciascun item, stima la probabilità di una risposta 

-
londi e Cascella, 2017).

In particolare, abbiamo confrontato, le quattro versioni di ciascun item, 
attraverso alcuni indici calcolati da ConQuest. 

Ci riferiamo in particolare a:
1) l’indice di discriminatività, attraverso cui viene valutata la capacità dei 

della quantità di proprietà da questi posseduta, cioè in funzione della loro 
abilità. Per la valutazione dell’indice di discrimazione (Id), si considera-
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2) 
i punteggi ottenuti dai soggetti a un item e il punteggio totale dei rispon-

3) la percentuale di risposte corrette registrate per ciascuna opzione di ri-

4) l’indice di , ossia il weighted MNSQ, che restituisce una misura della 
bontà di adattamento di ciascun item al modello. Esso mostra quindi la 
quantità di casualità della misura o, detto in altri termini, la quantità di 
distorsione del sistema di misurazione. Il suo valore atteso è unitario ma 
la grandezza e la direzione di ogni spostamento fornisce comune impor-
tanti indicazioni circa la funzionalità di ciascun item (Bolondi e Cascella, 
2017): valori inferiori a 1 indicano infatti osservazioni troppo predicibili 

invece scarsa predicibilità, dovuta spesso alla presenza di un rumore non 
modellato che compromette l’adattamento dei dati al modello.
Il contributo di RUMM2030 è, invece, prevalentemente legato agli out-

1) la curva caratteristica (ICC) di ciascun item che fornisce una stima della 
probabilità di dare una risposta corretta a ciascun item in funzione dell’a-
bilità relativa dello studente (ossia della sua abilità calcolata sull’intero 

di suddividere il campione totale di studenti in gruppi di abilità simile e di 
indicarli intorno alla curva caratteristica dell’item (sulla quale giacciono 
le stime della probabilità di una risposta corretta per ciascun livello di 
abilità) e alla spezzata empirica (sulla quale giacciono invece i punteggi 
osservati). L’insieme di tutte le ICC forma la TCC, ossia la funzione in-

2) i distractor plot che mostrano, per gli item a risposta multipla, l’andamen-
to di ciascun distrattore in funzione del livello di abilità dei rispondenti.

4. Quesiti analizzati

Domanda D6

Il primo quesito analizzato in questo lavoro è tratto dalla prova INVALSI 
a

sperimentazione del progetto “Variazioni 2” è a secon-
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daria di primo grado), ci si aspetta che risulti più semplice rispetto ai risultati 
del  INVALSI.

-
a

 espli-
citato nelle guide alla lettura è «Ricavare un lato del rettangolo dopo averne 

à 
di misura tra il testo e le possibili risposte (anche se la equivalenza di per sé 
è molto semplice 1 m = 100 cm) e quindi tener conto del fatto che un rettan-
golo ha lati opposti uguali.

-
di che i lati opposti del rettangolo sono uguali e che ciascuno viene sommato 
due volte per ottenere il perimetro. 

Nel -
-

sta D e sbaglia quindi eseguendo direttamente una sottrazione tra i due dati 
presenti nel problema. Questa risposta può essere data da studenti che non 

a concentrarsi principalmente sui dati numerici, sulla domanda e sulle cosid-
dette 
di risolvere il problema, piuttosto che sulla comprensione vera del problema 

Gli altri due distrattori risultano meno attrattivi e vengono scelti entrambi 

del rettangolo mentre la risposta C è probabilmente scelta dagli studenti che 
sottraggono correttamente due volte il lato conosciuto dal perimetro, ma poi 
non dividono per due il risultato.
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a

A (correct)
B
C
D
Missing

a

è 
molto particolare: si ha una netta sottostima degli studenti più deboli e una 

D presenta un particolare andamento prima crescente e poi decrescente, ri-
sultando particolarmente attrattivo per gli studenti con livelli di abilità medi. 
In precedenti studi si è mostrato che andamenti così particolari relativi a uno 

-
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potrebbero scegliere il distrattore D (sottrazione tra i due dati del testo) proprio 
perché eccessivamente legati a pratiche didattiche che spingono a analizzare 
il testo dei problemi in base a elementi chiave e a focalizzarsi sull’operazione 
risolutiva, piuttosto che a comprendere realmente la situazione problematica e 
le relazioni tra le informazioni (non solo numeriche) fornite nel testo.

L’obiettivo principale è -
isca sul processo di risoluzione e sulla tendenza degli studenti a rispondere 

è indagato se una diversa tipologia 
di risposta (risposta aperta) possa migliorare il funzionamento psicometri-
co dell’item. La domanda è stata quindi cambiata attraverso una variazio-
ne incrociata di contesto e tipologia di risposta (Risposta Multipla/Risposta 
Univoca). Il contesto è stato variato eliminando il riferimento al reale e tra-
sformando il quesito in un problema puramente geometrico, mantenendo il 

dell’item si è agito sul testo stesso, mantenendo come contesto quello della 

Le forme in cui si presenta la domanda sono quindi 4:
 –
 –
 – F3: variazione contesto (contesto geometrico) e tipologia risposta (Rispo-

 – F4: variazione testo (non si parla più di cornice ma solo di bordo ma si 
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legata al cambiamento di contesto. Nel paragrafo risultati saranno quindi 
principalmente confrontate la versione originale della domanda (fascicolo 
F1) con quella fornita in contesto puramente geometrico (fascicolo F2).

Domanda D16

-
a

La domanda D16 è tratta dalla prova INVALSI di Matematica sommini-

della prova originale è il medesimo della sperimentazione “Variazioni 2” e ci 
si aspetta quindi che i risultati siano maggiormente confrontabili.

Questo quesito è
del contesto sulla risoluzione del problema matematico: il contesto, che risulta 
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negativamente sull’approccio degli studenti al quesito. Inoltre, anche in termi-

Questa ipotesi è supportata soprattutto dal fatto che nei risultati del 

percentuale maggiore anche degli studenti che hanno risposto in modo sba-
è quasi 

main study
a -

Correct
20

Missing 7.223

main study
a

Risulta interessante notare che, in realtà, il contesto non è necessario nella 

-

del quesito, queste potrebbero essere superate dagli studenti concentrandosi 
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Dall’analisi dei risultati del 
generalmente accettabile, anche se il modello tende a sovrastimare gli stu-
denti con livelli di abilità bassi e sottostimare gli studenti con livelli di abilità 
alti. L’item discrimina molto bene e le risposte mancanti superano le risposte 
sbagliate principalmente per i livelli di abilità bassi e medi.

è scelto di inserire questo quesito eliminando com-
pletamente il contesto reale e mantenendo esclusivamente le informazioni 

è stato necessario inserire una 

Inoltre, per evitare possibili ambiguità dovute al fatto che, escludendo il con-
testo, non aveva più senso considerare il segmento centrale in alto, in due 
versioni questo segmento è stato eliminato.
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Il quesito è quindi stato inserito nei fascicoli in 4 diverse forme: 

F2: versione con eliminazione del contesto (e per evitare ambiguità eli-

F3: mantenuto il contesto (e per evitare ambiguità eliminato l’ultimo seg-

F4: eliminato il contesto (ma mantenuto il segmento centrale).

5. Risultati

Domanda D6

L’item D6 presenta caratteristiche diverse nelle quattro formulazioni, sia 

nella formulazione proposta in F1 e in F2 e, invece, leggermente peggiore 
in F3 e F4, fascicoli nei quali l’item, a risposta aperta univoca, mostra un 
comportamento più marcatamente over-discriminante (tab. 3).

Per questo item è stata provata una doppia combinazione: due item a ri-
sposta multipla, di cui uno in contesto (fascicolo F1) e uno non in contesto 
(F2), e due item a risposta aperta univoca, di cui uno in contesto (F4) e uno 
non in contesto (F3).

Dal confronto, emerge chiaramente che le formulazioni con quattro op-
zioni di risposta sono più semplici rispetto a quelle aperte univoche per le 
quali si registra, invece, un più alto tasso di risposte mancanti. Inoltre, in linea 

domanda perché il processo di matematizzazione che porta alla soluzione del 
problema si articola in due fasi:  ed 

In questa ottica, si osserva in particolare che tra le due versioni a risposta 
multipla risulta più semplice quella presente in F2 probabilmente proprio 

D) in entrambe le versioni, consiste nel non considerare i lati come doppi e 

il contesto aiuti a considerare la situazione nel suo complesso e a compiere 
meno questo tipo di errore, mentre accade esattamente il contrario: il secon-
do quesito risulta più semplice in quanto il distrattore D è meno attrattivo, in 

tra le domande di tipo , quelle contestualizzate, risultano più 
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Tra le domande aperte (F3 e F4), non emerge lo stesso miglioramento ma 
questo potrebbe essere dovuto al formato della domanda cui si associa un 
elevato numero di risposte mancanti.

-

1 1,00 61,24 0,43 0,34
2 0,00 -0,14 -0,33 0,73
3 0,00 -0,11 -0,27 0,62
4 0,00 -0,32 -0,43

0,00 0,72 -0,13 -1,06 0,17

0.95

1 1,00 64,71 0,42 0,17
2 0,00 -3,07(,002) 0,72
3 0,00 -3,66(,000) 0,70
4 0,00 14,71 -0,20 -4,21(,000) 0,71

0 0,00
1 1,00 13,77(,000) 0,43

0,00 -0,34 -7,30(,000) -1,03 0,63

0 0,00 -0,44
1 1,00 14,77(,000)

0,00 7,61 -0,27 1,03
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Domanda D16

L’item D16 è stato formulato in tutti i fascicoli come un item a risposta 

degli item. Se si confrontano le domande con la medesima immagine (F1 con 
F4 e F2 con F3) si osserva che nelle due varianti senza contesto, l’item risulta 
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0 0,00
1 1,00 46,41 12,36(.000)

0,00 22,73 -0,34 -7,40(.000) -0,44 0,74

0 0,00 -0,23 -0,30
1 1,00 42,40 0,40

0,00 -0,21 -4,26(,000) -0,43

0 0,00 -0,34
1 1,00 0,47 10,64(,000)

0,00 23,36 -0,24 -0,46

0 0,00 -0,20
1 1,00 0,40 0,36

0,00 -0,26 1,00

Le versioni non contestualizzate (F2 e F4), come già nelle altre doman-
de, risultano più facili, rispetto alle omologhe in contesto reale (confronto 
F1 con F4 e F3 con F2). Tra le contestualizzate, risulta molto più facile la 
versione 
contestualizzate (F4 rispetto a F2).
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Anche la funzionalità (buona in tutti i casi) risulta leggermente migliore 
è più facile, 

-
è minore di 1, mentre in 

è maggiore di 1, in entrambi i casi.
Nell’originale INVALSI (corrispondente a F1) la domanda aveva avuto 

di 1. Inoltre, pare opportuno osservare che, ancora una volta, il comporta-
mento osservato nel  coincide perfettamente con quello osservato 
in “Variazioni 2”, a conferma della buona rappresentatività del campione e 
del l’inferibilità dei risultati alla popolazione.

Nello studio di questo item, sembra emergere che le domande non con-
 essere spie-

gato dal fatto che il processo del  è distinto dall’ : una 
domanda in cui si toglie la componente del formulating risulta più pulita nei 
suoi risultati.

6. Conclusioni

In questo articolo sono state presentate le analisi di due quesiti inseriti 
nel progetto “Variazioni 2” con lo scopo di comprendere l’impatto di una 
variazione del contesto sulle risposte degli studenti. Questo tema è già stato 
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-
strato come, un contesto familiare per gli studenti possa aiutare, ma in gene-
rale la presenza di un contesto possa anche rendere il quesito più complesso.

I risultati delle analisi presentate in questo lavoro mostrano come il conte-
sto, specialmente se complesso e lontano dall’esperienza degli studenti come 

-
denti e soprattutto portare a una percentuale maggiore di mancate risposte. 
Chiaramente questi risultati possono variare in quanto strettamente legati an-

matematici all’interno di un contesto concreto. Si è osservato inoltre che per 
entrambi i quesiti le variazioni di contesto hanno portato anche a una varia-

La metodologia utilizzata infatti permette non solo di capire se il contesto 
-

riazione di contesto e, per esempio nel caso dell’item D6, di analizzare in che 
modo cambino le risposte degli studenti e per quali livelli di abilità. In questo 
caso, infatti, l’uso dei  ha permesso di evidenziare che, avendo 

diventa notevolmente meno attrattivo per gli studenti con livelli di abilità bassi.

, 
Carrocci, Roma.
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di Federica Ferretti, Alessandro Gambini, Sabrina Tiralongo 

L’errore dello studente è considerato uno degli elementi fondamentali nel 
è 

stato approfondito sia dal punto di vista epistemologico (Enriques) che didat-
è fondamentale avere degli strumenti 

per interpretare gli errori dei singoli allievi, collegandoli ai fenomeni genera-

e di interpretazione molto precise. La grande mole di dati messa a disposizio-
ne dall’INVALSI per quanto riguarda le prove di valutazione standardizzata 
nazionali permette di supportare quantitativamente questi risultati.

Il contributo è focalizzato sull’analisi di alcune tipologie di errori ricor-
renti, presenti nelle risposte date dagli studenti nelle prove INVALSI di Ma-

state individuati cluster di domande, prevalentemente a risposta chiusa, in 
cui le scelte dei distrattori mettono in evidenza macrofenomeni di compor-

riconosciuti a livello internazionale. I dati relativi alle prove degli anni pre-
-

ca presentiamo anche collegamenti “in verticale” rispetto al grado scolastico 
di questi cluster, mettendo in evidenza questi fenomeni con comportamenti 
analoghi di studenti in altri gradi scolastici (in modo da avere una prima in-
formazione sull’evoluzione del fenomeno).

Il passaggio al , con la correzione centralizzata 

date alle domande aperte. La ricerca analizzerà quindi anche le domande rila-
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-
-

-
-

-

-

-

-

1. Introduzione

L’  dello studente è considerato uno degli elementi fondamentali nel 
è 

stato approfondito sia dal punto di vista epistemologico (D’Amore, 2007) sia 

Per l’insegnante è fondamentale avere degli strumenti per interpretare gli 
errori dei singoli allievi in modo tale da poterli collegare a fenomeni generali 

disposizione dalle prove INVALSI permette di supportare quantitativamente 
questi risultati.
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Il presente contributo è focalizzato sull’analisi di alcune tipologie di erro-
ri ricorrenti, emersi nelle risposte fornite dagli studenti nelle prove INVALSI 
di Matematica del grado 10. 

-
ster di domande, prevalentemente a risposta chiusa, in cui le scelte delle 
varie opzioni mettono in evidenza macrofenomeni di comportamento in-
terpretabili con costrutti della didattica della Matematica condivisi a livel-

-

di massima, la portata di questi fenomeni. Fino all’a.s. 2016/2017 le valuta-
zioni standardizzate INVALSI sono state somministrate in modalità cartacea, 

si sono svolte in modalità  (CBT). Il passaggio al 
CBT ha comportato tutta una serie di cambiamenti, sia dal punto di vista 
contenutistico sia dal punto di vista tecnico e tra questi cambiamenti un fatto 
rilevante è stata la correzione centralizzata dei test a livello nazionale. Con 
la correzione centralizzata è possibile avere un’analisi delle risposte aperte 
fornite dagli studenti di tutta Italia fornite durante la prova censuaria sul ter-
ritorio nazionale ( ). 

Focus della ricerca in oggetto sono le risposte aperte rilasciate dall’INVALSI 
della prova INVALSI di Matematica del 
della scuola secondaria di secondo grado (grado 10), svolto a livello nazionale 

-

Matematica. 

2. Quadro teorico della ricerca condotta

Di seguito verranno richiamati e approfonditi alcuni dei principali co-
strutti teorici di didattica della Matematica che hanno permesso di inqua-
drare la ricerca e, successivamente, di interpretare gli errori più ricorrenti 
individuati nelle risposte dagli studenti.
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2.1. Il contratto didattico

Uno dei costrutti che più ha fornito una chiave di lettura dei fenomeni evi-
denziati è il contratto didattico. Il concetto di contratto didattico nasce da studi 

docenti e studenti, il contratto didattico pone al centro le aspettative, spesso 
implicite, che la situazione didattica e le convenzioni pongono al docente e 
allo studente durante attività matematiche. 

In una situazione d’insegnamento l’accesso a un compito si fa attraverso un’in-
terpretazione delle domande poste, delle informazioni fornite, degli obblighi imposti 
che sono costanti nel modo di insegnare del maestro. Queste abitudini del maestro 
attese dall’allievo e i comportamenti dell’allievo attesi dal docente costituiscono il 

Spesso queste “attese” sono del tutto implicite, non sono dovute ad ac-
cordi espliciti, imposti dalla scuola o dagli insegnanti o concordati con gli 
allievi, ma alla concezione della scuola, della Matematica, alla ripetizione 
di modalità. Lo studio dei vari fenomeni di comportamento degli allievi da 

-
teresse, all’ignoranza o all’età immatura, sono invece stati chiariti. 

Uno degli studi più noti è quello che prende il nome di “età del capitano” 

la seguente consegna ad alcuni studenti della scuola primaria: “In una nave ci 
sono 26 pecore e 10 capre. Quanti anni ha il capitano della nave?”.

presenti nel testo con qualche operazione come addizione o sottrazione. Nel 
corso degli anni, in diversi Paesi sono state utilizzate versioni di questo pro-
blema “adattato” in base al contesto e al livello scolastico. Nella maggior 
parte dei casi è stato osservato un comportamento degli studenti analogo 

atteggiamenti degli studenti sono governati dalla convinzione secondo cui i 
dati numerici nel testo di un problema in Matematica devono essere utiliz-
zati nei calcoli e che la risposta corretta debba necessariamente derivare da 
questi calcoli. 
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Con l’espressione  si indica oggi la condotta di 
un allievo che calcola la risposta di un problema utilizzando una parte o la 
totalità dei numeri che sono forniti nell’enunciato, quando questo problema 

-
de conto dell’assurdità del problema posto, necessita di farsi carico personale 
di una rottura del contratto didattico, per poter rispondere che il problema 
non si può risolvere. Questa nuova situazione, infatti, contrasta con tutte le 

campo nelle situazioni didattiche.
Durante la soluzione di un problema a volte succede che gli studenti non 

cerchino di dare un senso alla consegna e si rivela spesso una mancanza di 
controllo critico della situazione, lacune molto probabilmente dovute alla 

senso” e che “si possa risolvere”. In questa situazione gli studenti spesso 
rispondono “non quello che pensano”, ma quello che “pensano che l’inse-
gnante si aspetti che loro rispondano”. 

E il contratto didattico è un costrutto teorico inventato proprio per inter-
pretare questo e ad altri fenomeni derivanti dal rapporto tra allievo, docente 
e Matematica. Si tratta infatti di un costrutto teorico particolarmente utile 
per descrivere i rapporti, riguardanti le prestazioni matematiche, che inevi-
tabilmente (anche se spesso in modo inconsapevole) si creano in classe tra 
insegnante e allievi per il fatto che l’insegnante ha il compito “istituzionale” 

-
nalizzate, e gli allievi devono (più o meno di buon grado) adeguarsi a quello 
che l’insegnante pretende.

In dettaglio, il contratto didattico permette di interpretare vari fenomeni 
che riguardano le prestazioni matematiche degli allievi e, più in generale, 
l’insegnamento-apprendimento della Matematica, come per esempio:
 –
 – il tentativo, nella risoluzione di un problema, di ricordare degli schemi 

 – il tentativo, molto meno frequente del precedente, di costruire un ragio-
namento risolutivo originale dove basterebbe applicare una formula op-

 – l’adozione sistematica di forme di organizzazione della risoluzione di un 
problema (per esempio accompagnandola con una sequenza di disegni che 
rappresentano i diversi “passaggi”) suggerite (e che funzionano) in casi 
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 –
da quelle che gli allievi pensano siano le prestazioni richieste dall’inse-

 –
e allievi che si manifestano nel passaggio a un nuovo livello scolastico 
(dalle elementari alle medie, dalle medie alle superiori) o nel cambio di 
insegnante di Matematica all’interno di uno stesso ciclo scolastico.
La problematica del contratto didattico è particolarmente rilevante per la 

ricerca in oggetto in quanto la natura delle prestazioni matematiche è molto 
-

gettare, esplorare ecc.), e quindi la scelta del comportamento più adatto in 
ogni circostanza è assai impegnativa, con il rischio inevitabile che l’allievo 
(soprattutto l’allievo meno sicuro di sé) si interroghi non su “cosa conviene 
fare” ma su “cosa l’insegnante si aspetta che lui faccia”.

L’importanza del contratto didattico nell’insegnamento-apprendimento 
della Matematica suggerisce che è bene che gli insegnanti si chiedano (nel 
momento in cui propongono un’attività da svolgere) cosa i loro allievi pos-
sono aspettarsi di dover fare, e soprattutto prestino attenzione ai comporta-
menti dei loro allievi per individuare la possibile prevalenza di atteggiamenti 
del tipo “cosa devo fare per soddisfare l’insegnante”, a prescindere dal con-
tenuto e dalla logica interna della prestazione richiesta. È anche bene che 
l’in segnante imposti con la massima chiarezza il rapporto contrattuale con i 
propri allievi, anche attraverso discussioni su cosa gli allievi si aspettano di 
dover fare nelle diverse circostanze e attraverso chiarimenti sulla varietà di 

-
care, esplorare ecc.).

Fondamentale per l’apprendimento degli studenti è infatti la -
, il processo di responsabilizzazione da parte dell’allievo che “rompe” il 

contratto didattico e impegna la sua responsabilità nell’attività cognitiva in 
gioco, accettandone le conseguenze (Bolondi e Fandiño Pinilla, 2012). 

Uno dei motivi del non innescarsi della devoluzione è una clausola del 
contratto didattico, detta la . Questa clausola è 
spiegata dalle parole di Bruno D’Amore: 

Lo con i 
quali deve  a quel punto scatta, appunto, la clausola di delega forma-
le: non tocca più allo studente ragionare e controllare. Sia che faccia i calcoli 
a mano, tanto più se fa uso della calcolatrice, si instaura quella clausola che... 
disimpegna le facoltà razionali, critiche, di controllo: l’impegno dello studente 
è ancora alla macchina, lavorare per lui. 
Il compito successivo dello studente sarà quello di trascrivere il risultato, qualsiasi 
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cosa sia e non importa D’A-
more, 2002, ).

Come vedremo in seguito, alcuni degli errori più ricorrenti degli studenti 
oggetto della presente ricerca sono inquadrabili con alcune caratteristiche 

2.2. Errori e ostacoli che si frappongono all’apprendimento

I motivi del non innescarsi della devoluzione possono essere diversi, 
come per esempio la mancanza delle conoscenze, di sicurezza delle proce-
dure e lacune nella capacità di lettura e nell’interpretazione di situazioni pro-
blematiche. 

Tra gli studi che sono stati compiuti per cercare di trovare una spiega-

problemi di Matematica vi è la teoria degli ostacoli di Brousseau (Brosseau, 

Un ostacolo è un’idea che, al momento della formazione di un concetto, è stata 
-

la fallimentare quando si tenta di applicarla a un problema nuovo. Visto il successo 
ottenuto (anzi: a maggior ragione a causa di questo), si tende a conservare l’idea già 

Un ostacolo può essere considerato una conoscenza che gli studenti pos-
siedono, oppure una conoscenza legata ad altre conoscenze precedenti che 
però sono spesso poco corrette, imprecise e provvisorie, oppure una cono-
scenza precedente che ha avuto successo, ma che ora è inadatta. Un ostacolo, 
dal punto di vista dello studente, ha una valenza negativa in quanto si produ-
ce quando egli ritiene di poter applicare in un dato contesto concettuale un 
certo modello che poi risulta essere inadeguato. 

-
tezze dell’allievo, poiché mette in dubbio il suo modello che egli tenta di 
considerare come universale o assoluto. Anche per un insegnante l’ostacolo 

-
coltà” nell’apprendimento della materia, mentre per un ricercatore in didat-
tica esso ha valenza positiva in quanto viene considerato come condizione 
necessaria per la costruzione della conoscenza dell’allievo.
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Nel corso del tempo lo studente può aver assunto un concetto ed esserse-

ed esperienze ripetute. Ma può capitare che tale immagine si rilevi inade-
guata, prima o poi, rispetto a un’altra dello stesso concetto, per esempio pro-
posta dall’insegnante stesso o da altri, e non attesa, in contrasto cioè con la 
precedente. 

-

quando la nuova immagine amplia i limiti di applicabilità del concetto, o ne 
dà una versione più comprensiva. 

Dare agli errori solo connotazioni negative e non interpretarli come se-
gnali di malessere cognitivo, appunto, è troppo semplicistico e banale: non si 

di dare gli strumenti necessari per l’elaborazione critica. Sta al docente, ren-
dersi conto che quelle che lo studente crede essere concezioni corrette, sono 
in realtà delle misconcezioni. 

Come riportato in D’Amore -
sariamente solo frutto di ignoranza, ma potrebbe invece essere il risultato di 
una conoscenza precedente, una conoscenza che ha avuto successo, che ha 
prodotto risultati positivi, ma che non tiene alla prova di fatti più contingenti 

Dunque, non si tratta sempre di errore di origine sconosciuta, impreve-

ricerca in didattica della Matematica a rivalutare in modo molto diverso dalla 
prassi usuale l’errore e il suo ruolo.

Come scriveva il matematico Federico Enriques ne 

Il maestro sa che la comprensione degli errori dei suoi allievi è la cosa più impor-

vorrebbe giudicare. E degli errori propriamente detti, che talora sono in rapporto con 
manchevolezze delle singole menti, ma nei casi più caratteristici si presentano come 

-
tivo: sono esperienze didattiche che egli persegue, incoraggiando l’allievo a scoprire 

a correggersi. Tante specie di errori possibili sono altrettante occasioni di apprendere.

Quella che Enriques chiama  va al di là della semplice osser-
vazione dell’errore: è il risultato di un processo di , fondamen-
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di sostituire la risposta scorretta con una risposta corretta, ma cerchi invece di 
promuovere la comprensione degli allievi (Bussotti, 2012). Per avere un’in-

-

3. Il ciclo della matematizzazione

Il quadro di riferimento internazionale delle valutazioni standardizzate 

come «la capacità di una persona di formulare, utilizzare e interpretare la Ma-
tematica in svariati contesti. Tale competenza comprende la capacità di ragio-
nare in modo matematico e di utilizzare concetti, procedure, dati e strumenti di 
carattere matematico per descrivere, spiegare e prevedere fenomeni. Aiuta gli 
individui a riconoscere il ruolo che la Matematica gioca nel mondo, a operare 
valutazioni e a prendere decisioni fondate che consentano loro di essere citta-

Nel Quadro di riferimento vengono indicate due direzioni lungo le quali 
i quesiti INVALSI sono costruiti, e in base alle quali i risultati sono organiz-
zati e interpretati:
 – i , ovvero in quale ambito è posta la domanda (Nu-

 – i  che l’allievo deve attivare per rispondere alla doman-
da (Risolvere problemi, Conoscere, Argomentare).

del l’attuale quadro di riferimento e indica le relazioni esistenti tra essi. 
Il ciclo della matematizzazione comprende due processi di -

e 
quello di , e un processo di matematizzazione verticale che viene 

.
I tre verbi, formulare, utilizzare e interpretare si riferiscono ai processi 

in cui sono impegnati i ragazzi quando sono chiamati a risolvere problemi. 
In particolare, nella fase del lo studente parte da una situazione 
così come si presenta nel contesto reale e la trasforma in una forma trattabile 
utilizzando un modello matematico (per esempio un’equazione, una funzio-

 la Matematica lo studente la-
vora sul modello matematico utilizzando ragionamenti matematici, concetti 
e procedure, esegue calcoli, manipola espressioni algebriche, equazioni o 
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altri modelli. Nella fase dell’
matematiche che ha trovato e interpreta i risultati nel contesto del problema. 
Per fare ciò deve saper valutare le soluzioni e le argomentazioni ed essere in 
grado di determinare se i risultati sono ragionevoli in quel contesto. Come 
vedremo dall’analisi seguente, le domande analizzate in questa ricerca si 
“posizionano” nelle diverse fasi del ciclo della matematizzazione e eviden-

4. Analisi di quesiti INVALSI

Il Servizio Nazionale di Valutazione dell’INVALSI è -
mente, per il livello 10, da una valutazione degli apprendimenti su supporto 
cartaceo (PP) a una somministrata su supporto informatico (CBT). Ciò ha 
permesso di raccogliere, in maniera centralizzata, una mole di dati imponen-
te, con protocolli dettagliati e già digitalizzati.

Per lo sviluppo di questa ricerca sono stati selezionati 3 quesiti a risposta 
aperta di grado 10 del 
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Le ipotesi interpretative delle risposte errate più frequenti saranno suc-
è infatti 

in corso d’opera una ricerca qualitativa volta a indagare i processi, quindi 
le cause, degli errori più frequenti. Le tre domande analizzate nella nostra 

-
è quella di Risolvere problemi 

e Argomentare.

Ambito1: Numeri.
Dimensione: Risolvere problemi.
Traguardo: Riconosce e risolve problemi in contesti diversi valutando le 

informazioni possedute, le loro relazioni con ciò che si vuole determinare e 
la coerenza e plausibilità del procedimento risolutivo e dei risultati trovati.

Scopo della domanda: risolvere un problema di primo grado.
Per rispondere a questa domanda l’allievo/a deve individuare e utilizzare 

conoscenze di base (frazioni, percentuali) oppure un’equazione che consenta 
di risolvere il problema collegando fra loro le informazioni presenti nel testo 
e la loro rappresentazione (in particolare interpretando la frase “la metà del 
denaro rimanente”).

Risposta corretta: 50.

1 Per brevità espositiva, per ogni domanda, esplicitiamo le principali caratteristiche anche 
in riferimento al Quadro di riferimento INVALSI.
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Numero di studenti del campione

Risposte errate più frequenti (vedi tab. 1).

2.342 200
670 100

40
60

Per risolvere il quesito in oggetto ci sono due possibili strategie, ognuna 

 –
 – partire dal risultato e ripercorrere all’indietro la storia. 

l’equazione mentre altri l’hanno impostata correttamente ma hanno poi sba-

nel primo caso l’errore si posiziona nel “formulare” mentre nel secondo caso 
è

anche esplicitato il procedimento risolutivo ma nella maggior parte dei casi 
durante la correzione sono stati registrati solo prodotti, da cui i processi sono 
stati ipotizzati/dedotti.

Esaminiamo nel dettaglio le risposte errate più frequenti:
 –

rispondono 200. 
Questa risposta è stata la più frequente. Analizzando la risposta possiamo 
ipotizzare che gli studenti siano partiti dall’unico dato numerico in loro 

In questa risposta c’è un evidente comportamento riconducibile al con-

deve utilizzare (in qualche modo) esattamente i numeri del problema, 
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senza preoccuparsi troppo del ruolo che questi hanno all’interno del pro-

 – -
spondono 100.
Analizzando la risposta possiamo ipotizzare che in questo caso gli stu-

 – -
spondono 40.
Analizzando la risposta possiamo ipotizzare che in questo caso gli stu-
denti abbiano moltiplicato 20 per 2.
Questa risposta (come tutte quelle che portano a un risultato basso, infe-
riore a 40) è ovviamente assurda, perché 40 erano evidentemente gli euro 
dopo la prima spesa, quindi uscendo di casa Anna ne aveva sicuramente 

-
to, viene detto  ed è una clausola del contratto didattico 

 – -
spondono 60.
Analizzando la risposta possiamo ipotizzare che in questo caso gli stu-

 – -

Cerchiamo di interpretare questo risultato. Dopo i due acquisti, ad Anna 
sono rimasti 20 €. In tabaccheria ne ha speso la metà, quindi ne aveva 40 

Si tratta di un classico errore di concettualizzazione che si può tradurre in 
“Faccio la parte di un tutto, ma sbaglio a scegliere il tutto”.

-
-
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Ambito: Dati e previsioni.
Dimensione: Risolvere problemi.
Traguardo: Esprime valutazioni e stime di probabilità in situazioni ca-

ratterizzate da incertezza. Esprime stime di probabilità di eventi composti a 
partire dalla conoscenza delle probabilità di eventi elementari.

Scopo della domanda: Calcolare una probabilità a partire dai dati ri-
cavabili da un diagramma ad albero o dalla descrizione di una situazione 

Risposta corretta: 20.
Numero di studenti del campione: 16.422.

Numero di risposte mancanti: 616.
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Risposte errate più frequenti (vedi tab. 2).

2.344 10
1.316 40
712

60
467

per la risoluzione li possiamo solo dedurre/ipotizzare. Esaminiamo nel detta-
glio le risposte errate più frequenti:
 –

rispondono 10. 
Questa risposta errata è stata la più ricorrente. Possiamo ipotizzare che gli 
studenti, utilizzando i dati del diagramma ad albero, abbiano calcolato la 
percentuale richiesta in questo modo: 

essendo 1.000 il totale degli individui della popolazione e 100 i pazienti 

Questi studenti dimenticano di riconsiderare lo spazio degli eventi. Non 
comprendono che la popolazione a cui far riferimento per rispondere alla 
domanda è

 – -
spondono 40. In questo caso gli studenti utilizzano in modo errato l’infor-
mazione contenuta nel testo e scrivono come risposta il dato fornito nel 
testo che rappresenta invece la probabilità che un paziente non vaccinato 

 – -

Analizzando la risposta possiamo ipotizzare che gli studenti, utilizzando 
i dati del diagramma ad albero, abbiano calcolato la percentuale richiesta 
in questo modo: 
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Calcolano così la probabilità che un individuo preso a caso dall’insieme 
-

mettono questo errore dimostrano di non comprendere che la domanda 
è un problema di probabilità condizionata e che lo spazio degli eventi va 

 – -
spondono 10. 
Possiamo ipotizzare che gli studenti, utilizzando i dati del diagramma ad 
albero, abbiano calcolato la percentuale richiesta in questo modo: 

 – 467 -

Possiamo ipotizzare che gli studenti, utilizzando i dati del diagramma ad 
albero, abbiano calcolato la percentuale richiesta in questo modo: 

In questa domanda si deve calcolare la probabilità di un evento in una 
situazione di probabilità condizionata, che richiede di individuare e ricon-
siderare lo spazio degli eventi in cui si opera. Se l’allievo/a leggesse con 

-

degli eventi. 

la percentuale di risposte errate) probabilmente perché la maggior parte de-
gli studenti cerca di ottenere la risposta riconsiderando i dati riportati sul 
diagramma ad albero e non riconosce che la popolazione a cui deve far rife-
rimento è

esplicitamente nel testo, e che ovviamente poteva anche essere ricavata dal 
diagramma ad albero. La clausola del contratto didattico, nota come -

 (Bolondi e Fandiño Pinilla, 2012)  fa sì che 
molti studenti non si accontentino di osservare che l’informazione è conte-
nuta nel testo, ma ritengano di dover eseguire operazioni (in questo caso sul 
diagramma). 

Questa strategia naturalmente comporta la possibilità di errori. 
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Ambito
Dimensione: Argomentare.
Traguardo: Produce argomentazioni esplicitando la tesi, utilizzando cono-

scenze e forme argomentative pertinenti alla tesi oggetto di argomentazione.
Scopo della domanda -

fermazione data, utilizzando conoscenze relative agli angoli e ai triangoli.
Risposta corretta: “Giulia ha ragione perché …
Accettabili tutte le risposte che utilizzino contemporaneamente le due se-

guenti informazioni: 
 – gli angoli DEC e BEA hanno stessa ampiezza perché sono angoli opposti 

 –

Numero di studenti del campione

Come si può osservare, è abbondantemente superiore la percentuale di 
studenti che sbagliano rispetto a quelli che rispondono correttamente.

si chiede allo studente di  un’argomentazione.
La domanda, in particolare, richiede di produrre una dimostrazione che 

coinvolge alcune conoscenze di geometria euclidea: la somma degli angoli 
interni di un triangolo e la congruenza degli angoli opposti al vertice. In que-
sta domanda, quindi, non solo si richiede la conoscenza di fatti geometrici 
fondamentali, ma anche di produrre e articolare una dimostrazione esplici-
tando i diversi passi argomentativi.

In fase di correzione è stato comunque deciso di considerare accettabili 
le risposte in cui si utilizza come implicito il fatto che la somma degli angoli 

-
gruenti.

Nei protocolli seguenti, sono mostrate alcune delle risposte errate più 
frequenti (vedi tab. 3).
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Si perché
Si perché
Si perché
Si perché
Si perché 64-3=61
Si perché ABE è 61
Si perché
Si perché È un angolo acuto
Si perché Giulia ha ragione perchè i due triangoli sono uguali
Si perché L’angolo A è di 33 gradi
Si perché Gli angoli opposti al vertice hanno la stessa ampiezza, quindi l’angolo in B 

deve essere per forza 61°
Si perché
Si perché Gli angoli sono tutti uguali
Si perché Il triangolo è rettangolo
Si perché
No perchè
No perché
No perché Gli angoli sono diversi
No perché I due triangoli sono uguali
No perché
No perché L’ampiezza è di 64°
No perché
No perché

Dall’analisi delle risposte possiamo osservare che diversi allievi ometto-
no di utilizzare o esplicitare entrambe le conoscenze coinvolte nella dimo-
strazione.

Di fronte a domande aperte articolate ci poniamo, allora, una domanda: 
quand’è che un’argomentazione è da considerarsi corretta e completa? 

Durante il percorso scolastico, questo è un punto che evolve continuamen-
te. Nel ventaglio amplissimo di risposte (circa 11.200 risposte diverse) che 
gli studenti hanno dato, si vede che loro decidono quali elementi esplicitare e 
quali sottintendere, quali ripetere e quali no: probabilmente, queste scelte di-
pendono da fattori “contrattuali” stabiliti all’interno delle loro classi. Questo 
rende particolarmente delicata la correzione omogenea di queste domande.
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5. Conclusioni e implicazioni didattiche

Come abbiamo visto nel presente contributo, dalla correzione dei quesi-
ti INVALSI emergono vari macrofenomeni a livello nazionale, inquadrabili 
con alcuni costrutti di didattica della Matematica. Con la correzione cen-
tralizzata è stato possibile analizzare tutte le riposte fornite alle domande 
aperte da parte degli studenti italiani. Questa enorme mole di dati consente di 
analizzare in profondità i processi e non solo i prodotti, permettendo così di 

La maggior parte degli errori messi in luce dalla correzione centralizzata non 
sono strettamente collegati ai contenuti in gioco ma dipendono da clausole e 

logico-argomentative. Da sempre, i risultati delle valutazioni standardizza-

è possibile analizzare in 
modo profondo le risposte, permettendo di ottenere informazioni decisive in 
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Stefano Babini insegna Matematica e Fisica presso il liceo artistico stata-
le “Paolo Toschi” di Parma. Appassionato di problem solving, comunicazio-
ne didattica e nuove tecnologie applicate alla didattica. Si occupa di processi 
di apprendimento e valutazione in vari contesti formativi e di sistema. Fa 
parte del gruppo di ricerca in Didattica della Matematica “Divertical-Math”. 
Collabora da anni con l’INVALSI.

Alice Barana ha conseguito il dottorato in Matematica Pura e Applicata 
ed è assegnista di ricerca in Didattica della Matematica presso il Diparti-
mento di Biotecnologie Molecolari e Scienze per la Salute dell’Università di 
Torino. È anche docente di Matematica nella scuola secondaria di secondo 
grado. In particolare studia l’utilizzo di ambienti digitali di apprendimento 
integrati con ambienti di calcolo evoluto e con sistemi di valutazione auto-
matica per lo sviluppo di competenze matematiche e di problem solving.

Giorgio Bolondi, matematico, Ph.D. in Geometria algebrica, si interessa 
di come la conoscenza Matematica passa di generazione in generazione e da 

attività di ricerca è focalizzata sulla valutazione degli apprendimenti e sullo 
sviluppo professionale degli insegnanti di Matematica.

Laura Branchetti è ricercatrice a tempo determinato di Didattica della 
Matematica e Matematiche complementari all’Università di Parma e mem-
bro di gruppi di ricerca di Bologna in Didattica della Matematica e Didattica 
della Fisica. Da anni si occupa di formazione degli insegnanti, ha collaborato 
con INVALSI e ha condotto ricerche a partire dai dati INVALSI in varie 
occasioni, in collaborazione con colleghi di didattica della Matematica e di-
dattica dell’Italiano. 

ISBN 9788835131045



Fabio Brunelli, laureato in Matematica, ha insegnato Matematica e 
Scienze in una scuola secondaria di I grado. Ha collaborato con INDIRE 
come autore di materiali, come esperto nel progetto MPI-INVALSI. Nel lu-
glio 2016 ha partecipato alla Scuola Autori INVALSI. Tiene corsi di forma-
zione in istituti comprensivi.

Clelia Cascella, dottore di ricerca in Metodologia delle Scienze sociali 
e in Business administration, è ricercatrice in Statistica sociale e psicome-
tria all’INVALSI. Ha principalmente lavorato con modelli IRT e di statistica 

sul rendimento degli studenti, con particolare attenzione alla Matematica.

Stefania Comerci, insegnante di ruolo di Matematica e Fisica nella scuo-
la secondaria di II grado. Ha conseguito il diploma di specializzazione all’in-

Francesca Ferrara è professoressa associata in Didattica della Matema-
tica presso il Dipartimento di Matematica “G. Peano” dell’Università degli 
Studi di Torino. Si occupa di progetti di ricerca didattica, di formazione do-
centi e di terza missione, è autrice di numerosi capitoli di libro e articoli su 

Società Europea di Ricerca in Didattica della Matematica. 

Giulia Ferrari ha ottenuto un PhD in Matematica con una tesi di ricer-
ca in Didattica della Matematica e svolge attività di ricerca all’Università 
degli Studi di Torino. La sua ricerca si focalizza sul ruolo del movimento 
e delle tecnologie nell’attività matematica. Collabora in progetti di ricerca, 
di formazione docenti e di terza missione ed è autrice di articoli su riviste 
del settore. 

Federica Ferretti è ricercatrice di Didattica della Matematica presso il 
Dipartimento di Matematica e Informatica dell’Università di Ferrara. I suoi 
principali interessi di ricerca sono il contratto didattico in tutti i livelli sco-
lastici, la valutazione formativa e l’uso formativo delle valutazioni standar-
dizzate. Si occupa da diversi anni di formazione insegnanti di matematica di 
tutti i livelli scolastici.

Alessandro Gambini, PhD in Matematica con tesi in Teoria analitica dei 
numeri, svolge da anni attività di formazione e divulgazione nel campo della 
Matematica. È professore associato presso Sapienza Università di Roma e 
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si occupa di valutazioni standardizzate e dell’utilizzo delle geometrie non-
euclidee in ambito didattico.

Paola Gario è stata professore ordinario di Matematiche complementari 
al l’Università di Milano dove ha tenuto corsi di Matematiche elementari dal 
punto di vista superiore, corsi di Didattica della Matematica, in particolare 
della Geometria, e corsi di Storia della Matematica orientati alle applicazioni 
nel l’ambito dell’insegnamento secondario. Da anni si occupa di formazione 
iniziale degli insegnanti di Matematica della scuola secondaria di primo e di 
II grado. Le sue ricerche sono orientate alla Storia della Matematica italiana 
tra otto e novecento.

Chiara Giberti, PhD in didattica della Matematica, è ricercatrice in 
Didattica della Matematica presso l’Università di Bergamo. Collabora con 
INVALSI e si interessa dell’interpretazione dei risultati delle prove stan-

aspettativa nella scuola secondaria di I grado, si occupa di formazione inse-
gnanti e collabora con il centro per l’innovazione in campo educativo Future 
Education Modena.

Ivan Graziani insegna Matematica e Scienze. Formatore in Didattica 
della Matematica. Appassionato di ICT, problem solving e comunicazione 
didattica. Fa parte del Gruppo di Ricerca e Sperimentazione in Didattica del-

Marina Marchisio è professore ordinario di Matematiche Complemen-
tari presso il Dipartimento di Biotecnologie Molecolari e Scienze per la Sa-
lute del l’Università di Torino, si occupa di apprendimento della Matematica 

-
tive. È la Delegata del Rettore per lo sviluppo e la promozione delle strate-
gie di Digital Education dell’Ateneo. Membro del gruppo di lavoro Problem 
Posing and Solving del MUR, gestisce numerosi progetti di ricerca e didat-
tica. Ha tenuto conferenze, organizzato convegni, autrice di oltre 100 lavori 

Enrico Pietropoli, organista e docente di Matematica e Fisica, esperto 
nel l’ambito delle indagini nazionali e internazionali sugli apprendimenti de-
gli studenti, formatore di docenti, tutor m@t.abel, referente per la valutazio-
ne, somministratore delle prove di ancoraggio, tutor coordinatore TFA, già 
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docente in sezioni ospedaliere e docente nel potenziamento della didattica 
della Matematica, docente per “Sapienza” nella preparazione ai test di am-
missione ai corsi dell’area biomedica. 

Stefania Pozio, laurea in Geologia e PhD in Pedagogia sperimentale, è 
responsabile delle prove INVALSI nazionali di Matematica. È primo ricer-
catore presso INVALSI e la sua principale attività di ricerca è lo studio degli 
errori che gli studenti fanno alle domande di Matematica delle indagini na-
zionali e internazionali.

Giovanni Pucciarini, è docente di scuola secondaria di I grado presso 
l’istituto comprensivo “Perugia 6”. È collaboratore del Dirigente scolastico. 

INVALSI.

Ottavio G. Rizzo è ricercatore di Geometria all’Università di Milano. 

della sezione milanese della Mathesis.

Annamaria Romano è docente di scuola primaria presso l’istituto com-
prensivo “Perugia 6”. Svolge la Funzione strumentale dell’area della Valu-
tazione ed Autovalutazione di istituto. È tutor dei tirocinanti della Facoltà di 
Scienze della formazione primaria dell’Università di Perugia. Nella scuola 
di appartenenza è formatore degli insegnanti e promuove sperimentazioni.

Chiara Saletti
primaria presso l’istituto comprensivo “Masaccio” di Firenze e autrice di 
testi scolastici. Inserita nell’elenco ordinario INVALSI degli Esperti SNV 
e ValuE, si occupa di valutazione a livello provinciale e regionale, con for-
mazione acquisita presso l’INVALSI e il Politecnico di Milano. Collabora 
come autrice e consulente per  (editore Giunti) sui temi 
della valutazione.

Ada Sargenti è responsabile Stanza della Matematica-Associazione La 
Casa degli Insegnanti. Docente ruolo di Matematica in IIS, formatrice PNI, 
supervisore e docente a contratto SIS Piemonte. Membro Nucleo di Ricerca 
Didattica CNR-Dip. Matematica-Politecnico Torino. Nel campo della Didat-
tica della Matematica con le tecnologie: sperimentazioni, formazione docen-
ti, pubblicazioni testi e articoli.
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Ketty Savioli è docente di scuola primaria presso l’istituto comprensivo 

degli Studi di Torino. Collabora con INVALSI, TIMSS per il quarto anno 
della scuola primaria e in altri progetti per la valutazione e il miglioramento 
del sistema scolastico. È membro della CIIM, Commissione Italiana per l’In-
segnamento della Matematica.

Patrizia Sommi è docente di Matematica nella scuola secondaria dal 

sui metodi della valutazione scolastica. Ha seguito corsi sulla didattica per 
competenze e sull’uso delle nuove tecnologie.

Claudia Testa è insegnante di ruolo di Matematica nella scuola superio-
re. Supervisore SIS Piemonte e docente a contratto, indirizzo FIM. Forma-
tore. Autore di libri di testo. Membro di gruppi di ricerca in didattica della 
Matematica e relatore a convegni nazionali e internazionali. Autore prove 
INVALSI.

Sabrina Tiralongo è laureata in Matematica con tesi in Didattica del-
la Matematica. Si occupa di divulgazione della Matematica, di attività con 
studenti e di formazione insegnanti. Collabora con l’INVALSI per quanto 
riguarda la costruzione delle prove di Matematica per la scuola secondaria 
di I grado.
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La competenza matematica, intesa come la “capacità di svi-
luppare e mettere in atto il pensiero matematico per trovare le 
soluzioni a vari problemi in situazioni quotidiane” (MIUR, 2012), 
è considerata come una delle abilità chiave per la realizzazione 
personale, la cittadinanza attiva, l’inclusione sociale e l’educazio-
ne permanente, sia in ambito nazionale che internazionale. Data 
la sua rilevanza nel processo di formazione di ogni individuo, il 
processo di insegnamento/apprendimento della Matematica è da 
sempre al centro di studi, ricerche e sperimentazioni volte non 
solo a evidenziare le buone pratiche messe in atto nelle scuole, 
ma anche a individuare eventuali criticità e possibili percorsi di 
miglioramento.

Il presente volume è incentrato proprio su questo ambito di 
studi e, nel raccogliere alcune ricerche di approfondimento pre-
sentate alla III edizione del Seminario “I dati INVALSI: uno stru-
mento per la ricerca” (Bari 26-28 ottobre 2018), intende mostra-
re come i dati prodotti dall’Istituto possano fornire un potente 
strumento per interrogarsi sui processi di apprendimento della 
Matematica e per migliorare l’attività didattica in classe, facendo 
anche emergere la produttività della collaborazione fra ricerca-
tori e insegnanti. 

Patrizia Falzetti è Responsabile del Servizio Statistico dell’INVALSI, 
che gestisce l’acquisizione, l’analisi e la restituzione dei dati riguar-
danti le rilevazioni nazionali e internazionali sugli apprendimenti alle 
singole istituzioni scolastiche, agli stakeholders e alla comunità scien-
tifica.
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