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Introduction

La théorie des groupes quantiques est jeune, dynamique, et trouve
sans cesse de nouvelles relations avec d’autres domaines : théorie quan-
tique des champs, invariants de nceuds et de tresses, fonctions spéciales,
représentations de groupes finis, ... On comprend aisément que les peres
fondateurs et leurs successeurs directs aient préféré aller rapidement de
Pavant plutdt que de s’astreindre & écrire en détail des démonstrations
souvent fastidieuses, mais pas toujours faciles a reconstituer. Cet ouvrage
ambitionne de remédier a cet état de fait, mais en restant dans un cadre
restreint; le chapitre V est consacré a une étude des groupes quantiques
Un(sI(N+1,k)) vus comme des déformations formelles de U(sl(N+1, k)),
¢’est-a-~dire du point de vue de Drinfeld, pour lesquels

1) on démontre que la définition usuelle par générateurs et relations
conduit effectivement & une déformation formelle de U(s{(N + 1,k)) (la
démonstration est essentiellement équivalente a la construction d’une
base & la Poincaré-Birkhoff-Witt),

2) on donne une présentation de leurs duaux restreints ou “algebres
de coordonnées sur U, (sI(N + 1, &))",

3) on écrit la “R-matrice universelle” dans le cas ot N = 1, mais
sans en faire la théorie. Le chapitre VI est d’un style un peu différent des
précédents; il est consacré a des travaux plus récents sur les déformations
d’espaces homogenes, que 'on a systématiquement replacés dans le cadre
des “algeébres de coordonnées sur Uy, (sI(N+1,k))”. Par contre il a semblé
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utile de présenter de fagon relativement extensive un assez grand nombre
de préliminaires, comme :

e le “lemme diamant” (§1.2), dont on fait par la suite un usage systé-
matique pour construire des bases d’algebres définies par générateurs et
relations;

e duaux restreints des algébres (§1.3), algebres de fonctions représenta-
tives sur les groupes discrets ou de Lie, et leurs présentations dans le cas
des groupes classiques (§11.2);

e algebres de Hopf (§11.1) et divers résultats de dualité entre ces algebres
et les groupes (§11.3), destinés & motiver certaines notions relatives aux
groupes quantiques, introduites ou non dans la suite de cet ouvrage;

e diverses structures de Poisson sur les algebres, cogebres et bigebres
(§I1.5) qui apparaitront au chapitre III comme dérivées de déforma-
tions formelles; les structures ainsi obtenues sont couramment appelées
“limites classiques” de ces déformations formelles; I'un des problemes
centraux de la théorie consiste & “quantifier” une structure de Poisson
donnée, c’est-a-dire & construire des déformations formelles ’admettant
comme dérivée;

e dans le cas d’une algebre enveloppante, on obtient, par restriction &
l’algébre de Lie, la notion de bigebre de Lie (§11.5);

e équations de Yang-Baxter quantique et classique (§§11.2, IL.5, I11.3);

e déformations formelles d’algébres associatives, trivialité des déforma-
tions formelles des algebres enveloppantes d’algebres de Lie semi-simples,
bijection entre représentations de l’algebre déformée et de ’algebre don-
née (n° I11.2.5), déformations formelles d’algebres de Hopf et leurs duaux
restreints (n° I11.3.5).

Parmi les sujets d’étude qui auraient pu étre abordés mais ne P'ont
pas été, citons 'adaptation au cas des déformations formelles des notions
d’involution et de norme sur une algebre, qui pourrait conduire a I’étude
des “formes réelles” des groupes quantiques ainsi qu’a ’assertion “le dual
restreint de U,(g) est un groupe quantique compact”. Le probléeme de
la “fixation” ou “spécialisation” du parameétre n’a pas été abordé, sauf
dans deux cas particulierement simples : ’algebre enveloppante de 'alge-
bre de Lie de Heisenberg, et le plan quantique de Manin; pourtant un
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certain nombre de résultats (par exemple la bijection entre les repré-
sentations de l’algébre déformée et de ’algeébre donnée) s’énoncent de la
méme facon dans les situations “déformation formelle” et “a parametre
fixé avec valeur générique du parametre”, et il serait intéressant de dé-
duire les seconds des premiers. Remarquons aussi que nous n’avons pas
abordé 'étude des quasi-algebres de Hopf et autres quasi-structures.

Le lecteur aura compris que le point de vue adopté ici est essentielle-
ment algébrique : les déformations formelles des algébres de fonctions
sur un groupe de Lie G n’apparaissent que par dualité a partir des dé-
formations formelles de I’algebre enveloppante : en particulier on ne fait
pas une étude systématique d’objets géométriques comme les variétés
de Poisson, les groupes de Lie-Poisson (voir cependant le §11.5.6), les x-
produits, etc. Le lecteur désireux d’approfondir ses connaissances pourra
consulter, parmi d’autres, les ouvrages [11] et [39].

Je tiens & remercier tout spécialement N. Andruskiewitsch, P. Cartier,
B. Enriquez, D. Gurevich, Y. Kosmann-Schwarzbach, C. Moreno, M. Ros-
so0, avec qui j'ai eu des conversations éclairantes en écrivant ce livre, ainsi
que C. Kassel qui m’a permis de consulter son ouvrage Quantum Groups
en cours de rédaction.






Chapitre I
Algeébres, présentations,
duaux restreints

1. Notations générales

Sauf mention expresse du contraire, la lettre k désignera un corps
commutatif et les k-algébres associatives a unité seront appelées “alge-
bres”. Les notations suivantes resteront valables lorsque k sera un anneau
commutatif & unité.

Si V et W sont des k-modules, on écrira généralement Hom(V, W),
EndV, V*, VW au lieu de Homg(V, W), End; V, Homg(V, k), V@, W.
On note ®V 'algébre tensorielle de V sur &; le produit dans cette algébre
sera noté tantot ab, tantdt a®b. Lorsque 'on aura deux applications liné-
aires f; : V; — W;, 4 = 1,2, on écrira parfois fi x f; au lieu de f1® f, pour
éviter toute confusion avec les produits tensoriels de représentations.

Si X est un ensemble, on note (X) le semi-groupe libre engendré
par X et par I’élément neutre 1; ses éléments sont appelés mondmes;
si V désigne le k-module libre de base X, (X) est une base de @V, ce
dernier espace étant aussi noté k (X) et appelé algebre associative libre
construite sur X; k (X)) est donc aussi I'ensemble des polynomes non com-
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mutatifs par rapport aux éléments de X, tandis que k[X] est I’ensemble
des polynoémes commutatifs.

Enfin M(n, k) désigne Palgebre des matrices a n lignes et n colonnes
a coefficients dans k.

2. Présentations d’algebres

Dans tout le §1.2, la lettre k& désigne un anneau commutatif a unité.

2.1. Définition

On se donne un ensemble X et des éléments de £k (X)) :

D =01+ 35 Mg+ 3 Ay + -

.Y

ol z,y,. .. parcourent X, 7 un certain ensemble [ et A AP A0 e k.
L’algebre quotient de & (X)) par 'idéal bilatére engendré par ces éléments
est appelée algébre définie par 'ensemble de générateurs X et les relations
€0 =,

2.2. Le lemme diamant

On se donne un ensemble X ; un systéme de réductions pour X est une
famille S = (&;, ¢;)icr, I ensemble quelconque, d’éléments de (X) x & (X).

A tout 1 € I et tous a,b € (X), on associe la réduction 14y : opé-
rateur k-linéaire dans k (X) transformant a;b en a¢;b et laissant fixes
les autres éléments de la base (X).

Un mondme est dit srréductible s'il ne contient aucun &;, c’est-a-dire
s'il n’est pas de la forme a&;b, i € I, a,b € (X).

Une ambiguité de recouvrement est un quintuplet (i, j,a,b,c) tel que
i,7 €I, a,b,ce (X)—{1}, & = ab, & = bc; elle est dite résoluble s'il
existe des produits de réductions 7’ et r” vérifiant 7'(¢;c) = r"(ad;).
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Une ambiguité d’inclusion est un quintuplet (z, ,a,b,c) tel que 4,5 €
I, i#j,a,bce (X)), & =b, & = abe; elle est dite résoluble 8’1l existe
des produits de réductions 7’ et r” vérifiant 7'(agic) = r"(¢;).

Le systeme de réductions S est dit confluent si toutes les ambiguités
sont résolubles.

Théoréme

On suppose vérifiées les deux conditions suivantes :

a) S est confluent,

b) il existe sur I'ensemble (X) une relation d’ordre (partiel) de monoi-
de, vérifiant la condition de chaine descendante, et telle que pour tout
i, ¢; soit une combinaison linéaire de monémes strictement inférieurs a
&i-

Alors

(i) Les monémes irréductibles forment une base de k(X) modulo
lidéal bilatére engendré par les éléments &, — ¢;,1 € I.

(ii) Soit ¢ un élément de k (X ) ; toute suite ({,) obtenue par réductions
successives a partir de ( est stationnaire; son dernier élément est une
combinaison linéaire de mondémes irréductibles et est indépendant de la
suite de réductions choisie.

Démonstration
Voir [5].

Remarque

Voici un moyen pratique de s’assurer que la condition b) est vérifiée.
Ecrivons chaque ¢; comme une combinaison linéaire ¢; = 3", Ai o, 70 OU
A € k et 14 € (X). Soit n un entier > 0; munissons N" de I'ordre
lexicographique, i.e. on a (my,...,my) < (p1,...,Pn) si et seulement si
my < p; ou my = p; et my < Pa, etc. Supposons construite une applica-
tion F = (Fy,..., F,) de (X) dans N™ vérifiant la condition suivante :

b’) si 0 et ¢ sont des éléments de (X) et si { se déduit de § par
remplacement d’un §; par un 7,4, alors F({) est strictement inférieur a
F(6).
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Alors la condition b) est vérifiée en définissant la relation d’ordre
§ > ¢ comme suit : il existe une suite 6 = 6, ..., 0, = ( telle que chaque
6y, se déduise de f_, par remplacement d’un & par un 7; 4.

Une application F' vérifiant la condition b’) sera dite adaptée au
systeme de réductions.

2.3. Exemple

Supposons X totalement ordonné et prenons comme systeme de ré-
ductions S I’ensemble des éléments (yz,zy) ot z < y; S est évidemment
confluent ; prenons pour application F' : (X) — N le nombre d’inversions,
i.e. 8l zy---z, est un monéme, F(xy---x,) est le nombre de couples
3,7 = 1,...,r vérifiant 7 < j et x; < z;; il est immédiat que F est
adaptée. Le lemme diamant montre que 1’algébre obtenue admet pour
base les monomes de la forme 27" x5 --- avec z; € X et 23 < 29 < - -+
ce n’est autre que k[X]; on I'appelle algébre symétrigue du k-module libre
V ayant pour base X et on la note aussi S;V ou SV. Résultat analogue
pour lalgebre extérieure AV, mais ici m; = 1.

2.4. Exemple

Notons g une algébre de Lie de dimension finie ou non sur £ qui est
un k-module libre; prenons pour X une base (eg, €2, ...) de g; notons 'yﬁj
les constantes de structure, définies par

le:, €] = Z ’yf,jek.
k
Prenons pour systeme de réductions S ’ensemble des couples de la forme
(eie4, ej€; + Z’y{fjek) ou 1> j.
k

Démontrons d’abord que S est confluent. On a a considérer les ambiguités
de recouvrement e;ejex avec 1 > j > k, mais pas d’ambiguités d’inclu-
sion. Réduisant e;e;e, des deux fagons possibles, i.e. en commencant par
ei(ejex) ou par (e;e;)ex, on obtient deux expressions dont la différence
est

Y S A+ VY + VTR
g m



§ 2. Présentations d’algébres 5

et cecl est nul en vertu de 'identité de Jacobi.

Ensuite on peut définir F : (X) — N2 par
F1(8) = degré total de 8, F3(f) = nombre d’inversions de 6;

pour tout produit e;e; avec ¢ > j, les n; , de la remarque ci-dessus sont
e;e; et certains éléments de X ; F' est donc adaptée.

L’algebre obtenue est appelée algébre enveloppante de g et notée U(g);

elle admet donc pour base les monémes de la forme ef*' ey - - - (théoréme

de Poincaré-Birkhoff-Witt).

2.5. Exemple

L’ensemble X est formé de trois éléments a,b,c; S est formé des
trois couples suivants : (ba,ab — Ab), (ca,ac + Ac), (cb,bc — P(a)) ou
A € k et P(a) € k[a]; il est facile de voir que S est confluent : il y a
une seule ambiguité de recouvrement (et pas d’ambiguité d’inclusion), &
savoir (cb)a = c(ba); or (cb)a se réduit successivement en bca — P(a) - a,
bac + Abc — P(a) - a, abc — P(a) - a, et d’autre part c(ba) se réduit suc-
cessivement en cab — Acb, ach, abc — a - P(a). Les divers n;, sont les
suivants :

e pour l'élément & = ba : ab et b,
e pour & =ca :acet ¢,
e pour & = c¢b : bc et certaines puissances de a.
Définissons F : (X) — N3 par
Fi(8) = degré total de 6 par rapport a b et ¢
F»(8) = degré total de 6

F3(6) = nombre d’inversions de 6;

F est adaptée. L’algebre obtenue admet donc pour base les monémes
a™b"c® ou m,m,p € N; lorsque A est non nul et que P(a) = pa avec
w7 0, c’est Palgebre enveloppante U(sl(2, k)); le cas général nous servira
au §IV.1.1 pour définir le groupe quantique Uy(sl(2, k)) par générateurs
et relations.
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2.6. Exemple

L’ensemble X est formé de quatre éléments a,b,c,d; S est formé des
couples suivants : (ba, gab), (ca, gac), (cb, bc), (db, ¢bd), (dc, ged), (be, gad—
q1), (da,q*ad — (¢* — 1)1) ol g est un élément inversible fixé de k. On
vérifie que S est confluent; les éléments 7, , correspondant aux divers
& sont les suivants : pour ba : ab; pour ca : ac; pour c¢b : bc; pour
db : bd; pour dc : cd; pour be : ad et 1; pour da : ad et 1. Définissons
F : (X) — N® comme & 'exemple précédent; F' est adaptée. L’algebre
obtenue admet donc pour base les monomes a™b"d? et a™c"dP; elle nous
servira au §IV.3.4 dans Pétude du dual restreint du groupe quantique

Un(s1(2,k)).

3. Dual restreint d’une algébre

Dans la suite du chapitre I, la lettre k£ désigne un corps commutatif.

3.1. Coefficients, formes linéaires représentatives

On appelle antireprésentation d’une algébre A toute représentation
de algébre opposée A”?; A admet une représentation et une antirepré-
sentation naturelles dans A*, dites réguliéres, définies respectivement par

(a,0) — wa et (a,9) = o avec pu(b) = p(ba) et 4(b) = p(ab).

Soit (V,7) une représentation ou antireprésentation de A, v € V|
§ € V*; on définit le coefficient ®F , € A* par

g,v(a’) = <€v W(a) ) 'U) :

Si V est de dimension finie et si (e;) est une base de V et (ef) la base
duale, le coefficient ®F. . sera noté ®7; ou encore m;;. Les coefficients
des représentations de dimension finie sont aussi appelés formes linéaires
représentatives, et forment un sous-espace vectoriel de A* noté A° et

appelé dual restreint de A.
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Proposition 3.2
Pour un élément ¢ de A* les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) pe A°
(ii) ¢ est un coeflicient d’une antireprésentation de dimension finie

(iii) les formes linéaires ,¢ forment un sous-espace vectoriel de dimension
finie

(iv) les formes linéaires ¢, forment un sous-espace vectoriel de dimension
finie

(v) Ker ¢ contient un idéal a gauche de codimension finie

(vi) Ker ¢ contient un idéal a droite de codimension finie.

Démonstration
On a (i) < (ii) parce que (§,7(a) - v) = (! (a) - £, v).

On a (i) = (iv) parce que (®f,)a = Df (4, €t (iv) = (i) parce que,
pour tout ¢ € A*, ¢ = <I>’1\,(p ol A désigne la représentation réguliére de
A dans A*.

Pour (iv) = (vi), prendre I = Nye4 Ker p,.

Démontrons (vi) = (iv); supposons que Ker¢ contient un idéal a
droite I de codimension finie; soit (as1,...,®,) une base de A modulo
I; notons Aq,..., A, les fonctions coordonnées sur cette base; alors, pour

tout a € A, on a
n

Pa = Z@(aia) - g

i=1
Les autres implications se démontrent de facon analogue.

3.3. Exemple

Prenons pour A Dalgebre k[X] des polynémes a une indéterminée,
d’éléments notés a = ¥, a, X" ; identifions A* & kN par la dualité (p, a) =
S, @nan. Alors o appartient & A? si et seulement s’il existe un entier r > 0
et des éléments A9, u® € A* i =1,... 7 vérifiant vy, = S04 )\I(f) ufj).
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[La condition est trivialement suffisante; pour voir qu’elle est néces-
saire, on note (/L(l), ceey ,u(r)) une base de 'espace des ¢, et on écrit, pour
tout a € A4, g, = N1y AO(a) - u® ]

Si k est algébriquement clos, les conditions ci-dessus sont encore
équivalentes & la suivante : ¢ est combinaison linéaire d’éléments ¢ de la
forme

¢n — Zp:/\q (n> Oén_“q
q=0 q

ot p € N, o € k, A\; € k; en effet, d’aprés le théoreme des “formes
réduites” de Jordan, toute représentation de dimension finie de k[.X] est
somme directe de représentations de la forme

a 1 0 - 0

0 o 1 - 0
X -

0 06 0 o

4. Algebres de fonctions représentatives
sur les groupes

4.1. Définitions

Soient G un groupe, (V,7) une représentation de dimension finie de
G sur k, v un élément de V, £ un élément de V*; on définit le coefficient
f, comme étant la fonction sur G & valeurs dans & :

g,u(g) - (&aﬂ-(g) : U> .

Ces fonctions sont aussi appelées fonctions représentatives; leur ensemble
sera noté R(G). L'existence de sommes directes et produits tensoriels de
représentations entraine immédiatement que R(g) est une algebre (com-
mutative) pour le produit ordinaire des fonctions.
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Notons kG Palgebre du groupe G sur k; c’est I’espace vectoriel ayant
pour base des éléments notés €4, ¢ € G; la multiplication (produst de
convolution) y est donnée par

Egg = Eg¢'
ol encore, en considérant les éléments de kG comme des fonctions sur G,

(ab)(g) = >_ a(g')alg")-
9'9"=g
Les représentations de kG correspondent bijectivement & celles de G,
donc (kG)° s’identifie & R(G); nous verrons plus loin (§11.2.3) pourquoi
(kG)? est une algebre.

Si G est un groupe topologique et si k = C, on note Reon(G) la sous-
algebre de R(G) formée des coeflicients des représentations de dimension
finie continues; ¢’est une algebre involutive, c’est-a-dire stable par passage
a la fonction complexe conjuguée.

4.2. Cas des groupes de Lie complexes (k = C)

Si G est un groupe de Lie complexe, on note Ry (G) la sous-algebre
de Reont(G) formée des coefficients des représentations de dimension finie
holomorphes.

Proposition

Si G est un groupe de Lie complexe semi-simple et connexe, et si p est
une représentation holomorphe de dimension finie fidele, ses coefficients
pi; engendrent l'algébre Rya(G).

Démonstration

a) Notons K un sous-groupe compact maximal de G; on sait (cf. [43],
§3.1.1) qu’en associant & toute représentation holomorphe de dimension
finie de G sa restriction & K, on obtient une bijection entre représenta-
tions holomorphes de dimension finie de G et représentations continues
de dimension finie de K ; il en résulte que les algebres Ry (G) et Reont (K)
sont isomorphes. Notant 7 la restriction de p & K, il suffit donc de prouver
que les coefficients 7;; engendrent Reont (K).
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b) Le théoreme de Stone-Weierstrass montre d’abord que la sous-alge-
bre engendrée par les 7;; et les Tj; est partout dense dans Reont(K); les
Ti; sont les coefficients de la représentation 7 conjuguée de 7 ; comme 7
est unitarisable, T est équivalente & la contragrédiente 7¢ de 7 : 7°(g) =
tr(g)~!; comme K est semi-simple et connexe, m(g) est de déterminant
1 et les coefficients matriciels de ‘7(g)~! sont des polyndmes par rapport
aux 7;;. Ceci montre que la sous-algebre engendrée par les 7;; est partout
dense dans Reont(K).

¢) Pour démontrer la proposition, il suffit de prouver que toute repré-
sentation continue de dimension finie de K est contenue dans une puis-
sance tensorielle de 7. Supposons le contraire; il existe alors une représen-
tation irréductible 7 qui n’est contenue dans aucune puissance tensorielle
de 7; en vertu des relations d’orthogonalité (cf. [34], §1V.2.4), les coeffi-
clents de 7 sont orthogonaux & tous les 7;;, et ceci contredit b).

4.3. Présentation de I’algébre Ry, (SL(n,C))

Notons p la représentation naturelle de G = SL(n,C) dans C"; la
proposition précédente montre que Ryo(G) est 'algébre engendrée par
les coefficients p;;. Notons C[(X;;)] 'algebre des polynoémes sur C par
rapport aux n? indéterminées X;;; en associant & tout élément P de
C[(X;;)] V'élément P((pi;)) de Ruoi(G), on obtient un morphisme surjectif
F: Cl(Xy)] — Rua(G).

Notons enfin D 'élément “déterminant” de C[(Xj;)] :

D=3 (-1OX, 0y Xusm)
SESH

ou I(s) désigne le nombre d’inversions de la permutation s.

Proposition
Le noyau de F est I'idéal de C[(X;;)] engendré par I’élément D — 1.

Démonstration

11 est clair que Vidéal I engendré par D — 1 est inclus dans Ker F'. Dé-
montrons ’inclusion inverse. Soit P un élément de Ker F'; cela signifie que
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P((z;;)) est nul pour toute matrice (x;;) de déterminant 1, donc que P
s’annule sur la sous-variété de C™ définie par l'idéal I ; le Nullstellensatz
de Hilbert (cf. [33], §X.2) affirme alors qu'une certaine puissance de P
appartient a I, ¢.e. est divisible par D — 1, et on doit déduire de 1a que P
lui-méme est divisible par D — 1. Comme tout polynéme est un produit
de polyndmes irréductibles (cf. [33], § V.6), il suffit de montrer que D —1
est irréductible.

Supposons donc D — 1 = P(Q) et démontrons que P ou @ est scalaire.
On peut écrire
C[(XZJ)] - A[Xll’ cees Xln]

ou A est l'algebre des polyndmes par rapport aux variables Xj;, ¢ # 1;
sous cette forme, D est un polynéme homogene de degré 1 a coefficients
dans A. Notons Py et @, éléments de A, les termes de degré 0 de P
et (7; la relation Py()y = —1 entraine que Fy et (Jy sont des scalaires o
et §. Le facteur X, apparait avec le degré 1 dans P ou @, disons par
exemple dans P, mais non dans Q; si un facteur Xy; apparaissait dans
Q, le facteur X171 .X,; apparaitrait dans PQ), ce qui n’est pas le cas. Donc

Q=Q=7
4.4. Remarque

Nous donnerons plus loin (§11.2.5) des présentations des algebres Ry
pour les autres groupes simples complexes classiques.






Chapitre 11
Algebres de Hopf

Pour une étude plus complete des algebres de Hopf, on pourra con-
sulter le livre [1].
1. Définitions et premiers exemples

1.1. Retour sur les algébres

Désignant toujours par k& un corps commutatif, on va donner de di-
verses notions relatives aux k-algébres une formulation nouvelle et utile
dans la suite.

a) Une algebre (non nécessairement associative) est un couple (A4, u)
ou A est un espace vectoriel et p une application linéaire A ® A — A;

b) A est associative si 'on a

po(p@ida) =po(lda®@p): AQA®A— 4

c) A est commutative si oo = p oll ¢ désigne 'automorphisme de
A® A défini par 0(a ®b) =b® a;
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d) la donnée d’un élément unité pour A équivaut a celle d’une appli-
cation linéaire i : k — A vérifiant

pla®i(A) =p(i(A)®a)=2xa VAek, a€A

Par ailleurs on munit A ® A d’une structure d’algebre en posant
(a1 ® ap) - (b1 ® by) = a1by ® agby;
en d’autres termes, l'application p’ relative & A ® A est donnée par
po=(p®p) ooy
oll 093 est I'automorphisme de A ® A ® A ® A défini par
023(01 ®ay ® by ® by) = a1 ® by ® az ® by.

Sauf mention expresse du contraire, nous considérerons uniquement des
algebres associatives a unité.

1.2. Cogebres

On obtient les notions relatives aux cogebres en renversant le sens des
fleches dans les définitions ci-dessus :

a) Une cogébre est un couple (A4, A) ou A est un espace vectoriel et
A une application linéaire A — A ® A appelée comultiplication; il sera
commode d’écrire

Ala) = a;@af
B
malgré la non-unicité d’une telle décomposition;;

b) A est coassoctative si l'on a

(A®idg)oA=(1d ®A)o A A ARA® A

c) A est cocommutative si 0 o A = A, c’est-a-dire si A envoie A dans
I’ensemble des tenseurs symétriques;
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d) une cotinité est un élément € de A* vérifiant
doe(a) -af =) e(a)-aj=a VaeA
i
Sauf mention expresse du contraire, nous considérerons uniquement des

cogebres coassociatives & coiinité. On laisse au lecteur le soin de définir
les morphismes de cogébres.

Exemple

Si (A, 1) est une algebre, 'espace vectoriel dual A* n’est pas en géné-
ral une cogebre pour 'opération duale de p, car celle-ci envoie A* dans
I'espace (A ® A)* qui contient strictement A* @ A* (sauf bien entendu si
A est de dimension finie). Par contre le dual restreint A° de A est une
cogebre parce que, avec les notations du §1.3.1, on a

‘w(®F) = D BT, ® O j;
k
nous noterons A° cette comultiplication de A°.

Prenons en particulier A = M(n, k) et identifions A° = A* & A au
moyen de la forme bilinéaire

(a,b) = Tr('a-b) = 3 _ aisbij;
4.J
A devient une cogebre avec la comultiplication A° définie par
A%ei) = Y e ® ex;
k

oli les e;; sont les unités matricielles de A; cette cogebre admet la coiinité
€% = Tr, mais n’est pas une bigébre au sens du § suivant.

1.3. Bigeébres

Une bigébre est un espace vectoriel muni d’une structure d’algebre et
d’une structure de cogeébre compatibles en ce sens que A et ¢ doivent
étre des morphismes d’algebres; la premiere condition signifie que

Aop=(pu®u)ooao(A®A)
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la seconde s’énonce en disant que € est une augmentation de A. Le lecteur
s'assurera sans peine qu’il revient au méme d’imposer que u et ¢ soient
des morphismes de cogebres.

Les bigebres sont donc des quintuplets (A4, 4,3, A, €).

Exemple

Fixons un entier n et notons k[(X;)] lalgebre des polynomes par
rapport aux X;;, ¢,7 =1,...,n. Alors k[(Xj;)] est une bigebre & coiinité
pour des opérations A et £ caractérisées par

AXy) =3 X ® Xij,e(Xij) = b5
k
mais cette bigébre n’admet pas d’antipode an sens du §suivant.

1.4. Antipodes
Définition

Une antipode d’une bigebre (A, u,7, A, ¢) est une application linéaire
S de A dans elle-méme vérifiant

po(S®ida)oA=po(ida®S)oA=jioce

1.€.

> S(a))-af => aj-S(af) =e(a)l Vae A

2

Lemme
Il existe au plus une antipode, et elle vérifie la relation S(ab) =
S(b)S(a), autrement dit est un antiendomorphisme d’algébres.

Démonstration

a) Etant donné une algebre (A, i, ¢) et une cogebre (C, A, ¢), on définit
une opération binaire % sur espace vectoriel Hom,(C, A) par

uxv=po(u®uv)oA,;
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il est immédiat que Homg(C, A) devient ainsi une algebre associative avec
élément unité ¢ o €. En outre, lorsque A = C, un élément S de Endg(A)
est une antipode si et seulement si

S*xidy =idg*xS=1o0c¢.

Ceci prouve 'unicité.

b) Pour démontrer la seconde assertion, on va démontrer ’égalité des
deux applications f et g de A ® A dans A définies par

fla®b)=S(b)S(a), gla®b)=S5(ad).
D’apres a) il suffit de vérifier que
gxpu=pxf=ioe¢
ce qui est facile.

Remarque

L’antipode, si elle existe, n’est pas nécessairement bijective; mais on
peut démontrer qu’elle lest (et qu’elle est méme de carré 1) si A est
commutative ou cocommutative (cf. [1], theorem 2.1.4).

1.5. Algebres de Hopf

On appelle algebre de Hopf toute bigebre munie d’une antipode; c’est
donc un sextuplet (A, u,4, A, g, 5).

Lemme (quotients d’algebres de Hopf)
Soit (A, u,i, A, e, S) une algébre de Hopf, I un idéal bilatére de I’alge-
bre A vérifiant les conditions

AN CARI+I®A, ST)cl, e)=0.

Les applications A, S, € passent au quotient de sorte que A/I devient une
algebre de Hopf.
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Démonstration

I suffit de remarquer que U'on a

AT@ AT = (AR A)/(ARI+18 A).

1.6. Exemple

Le corps k est une algebre de Hopf commutative et cocommutative
pour les opération suivantes :

Al =181, e=8=1d.

1.7. Exemple

Si X est un ensemble, il existe sur k (X) une unique structure d’alge-
bre de Hopf (évidemment cocommutative) vérifiant

Alz)=z®1+1Qz, S)=-z, ez)=0 VrelX

Elle est donnée par

n
A(xl...xn)zz Z xil...xip®le“‘xjn—p

=01 < <ip

(ol J1,...,Jn—p sont les indices distincts de tous les i; et rangés dans
lordre croissant) et

S(xy -+ y) = (=1)"zp - - - 21.

On vérifie immédiatement que 'idéal bilatere I de k (X) engendré par
les éléments de la forme zy — yx avec z,y € X satisfait aux conditions
du lemme II.1.5, de sorte que l'algebre symétrique k[X] construite sur
X est une algébre de Hopf (commutative et cocommutative). Identifiant
k[X]® k[X] & k[X U X] ou U désigne la réunion disjointe, on peut écrire

A(P)(x1, T2, 341, Y2y ---) = P(a1 + 91,22 + 42, -+ ) Y P € k[X].



§ 2. Représentations et duaux restreints des algébres de Hopf 19

1.8. Exemple

Soit G un groupe (discret), kG son algebre de groupe (cf. §1.4.1); kG
est une algebre de Hopf cocommutative pour les opérations suivantes :

Ala) = ) alg) e,®Q¢,

geG

1.9. Exemple

Soit g une algebre de Lie sur k, U(g) son algebre enveloppante (cf.
§1.2.4); le lemme I1.1.5 montre que /(g) est une algébre de Hopf cocom-
mutative pour les opérations caractérisées par

AX)=X®1+1®X, ¢X)=0 SX)=-X

pour tout X € g; € et S sont appelés respectivement augmentation
canonique et antiautomorphisme principal de U(g).

2. Représentations et duaux restreints
des algebres de Hopf

2.1. Opérations sur les représentations des algébres
de Hopf

2.1.1. Premieres propriétés

Remarquons d’abord que, si A est une algebre, la seule opération que
I’on puisse faire en toute généralité sur ses représentations est celle de
somme directe. Par contre, si A est une algebre de Hopf, on peut définir
les produits tensoriels et les représentations contragrédientes de la fagon
suivante :

e si (V,m) et (W,p) sont deux représentations, on définit la repré-
sentation produit tensoriel m ® p dans V @ W par

(m @ p)(a) = >_m(a;) ®@7(af),

i
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en bref 1 ® p=(m X p)o A,

e si (V,7) est une représentation, on définit la représentation con-
tragrédiente m¢ dans V* par

7(a) = '7(S(a)).

On dispose aussi d’une représentation triviale de dimension 1, a savoir €.

Le produit tensoriel posséde une propriété d’associativité :
(r@p®r=18(p®0)

qui résulte de la coassociativité de A.

Soit (V, 7) une représentation ; on définit par récurrence ses puissances
tensorielles :
®m+lﬂ. =7T® (®m7r)
et on a
@™ = (@) @ (®"T);
notons ®= la somme directe des ®”7; on a la relation suivante entre @
et la structure d’algebre de @V :

(@m)(a) -z @y = (®7)(a;) - 2) ® ((®7)(a7) - v);

1

on en déduit sans peine que, si W est un sous-espace vectoriel de ®?V,
stable par ®?w, I'idéal bilatere de ®V engendré par W est stable par ®r.

Remarque

Plus généralement, on définit la notion d’action m d’une bigebre A sur
une algebre B par la relation

7(a) o g = i o (7 @ 7)(a).

2.1.2. Commutativité des produits tensoriels et R-matrices

Etant donnés deux k-espaces vectoriels V et W, nous noterons oy w
et nous appellerons volte 'isomorphisme V@ W — W ® V transformant
tout tenseur de la forme v ® w en w & v.
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Supposons maintenant que V' et W portent des représentations 7 et p
d’une algebre de Hopf A; il est faux en général que oy w entrelace 7 ® p
et p @ m [c’est néanmoins vrai si A est cocommutative, car alors tout
élément A(a) est somme de tenseurs de la forme z ® y + y ® z|. Mais
supposons qu’il existe un élément K de A ® A inversible et vérifiant la
relation

(IL.1) R-A(a) - R =044(Ala)) Va€A4;

alors 'application composée oy w o (7 x p)(R) est un isomorphisme V' ®
W — W ® V qui entrelace 7 @ p et p® 7; on la notera Cyy .

Supposons de plus que R vérifie les relations

(112) (A@ldA)(R) = R13R23
(I1.3) (ida ® A)R) = RisRis

ol les R, ; sont définis comme suit : on écrit R = -, R, ® R{ et on pose
i

(114) CU,V@W = (ldv ® OU,W) o] (CU,V ® ldw>
(115) CU®V,W = (CU,W ® idv) o] (idU ® vaw)

Les éléments R satisfaisant les trois relations ci-dessus sont appelés R-
matrices universelles; ils satisfont aussi la relation suivante, dite équation
de Yang-Bazter quantique :

R12 R13R23 = R23 R13R12

[pour le vérifier, on peut poser T' = R™! et appliquer successivement les
formules (3), (1), (3) & T12T137%3).
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Une algebre de Hopf munie d’une R-matrice universelle est dite quasi-
triangulaire; elle est dite triangulaire si de plus o4 4(R) - R=1Q 1.

Les relations (I1.4) et (II.5) sont utilisées pour construire des in-
variants de tresses, lesquels ne sont intéressants que si ’on n’a pas iden-
tiquement

oywoowy =1

et donc pas
UA,A(R)-R:1®1.

L’un des principaux objets de la théorie des groupes quantiques est de
construire des R-matrices universelles; nous en indiquerons une au §I1V 4,

2.2. Dual restreint d’une algébre de Hopf

Remarquons tout d’abord que, si A est une cogebre, ’espace vectoriel
dual A* est une algebre pour les opérations duales des opérations A et
€; par contre, si A est une algebre, nous avons vu au §11.1.2 que A* n’est
en général pas une cogebre pour 'opération duale de p.

Théoréeme

Si (A, u,i,A,€,S5) est une algebre de Hopf, son dual restreint A® est
une algébre de Hopf pour les opérations duales de celles de A; nous les
noterons pu° = A oga0, etc.

Démonstration

On va, faire une partie des vérifications, laissant les autres au lecteur.

a) !A envoie A’ ® A® dans A° parce que, avec les notations du §1.3.1,
on a

T T
tA(q)g,u ® @Z,w) = ‘D§®Tl;,v®w-

b) tu envoie A° dans A° ® A% parce que l'on a

‘u(miy) =D mik ® .
k
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c)tS envoie A dans lui-méme parce que
tS((Dz,v) = 3,5-

On remarquera que 1’élément unité de A° n’est autre que .
q

2.3. Exemple : cas de A = kG

Soit G un groupe (discret), kG son algebre de groupe (cf. §1.4.1 et
I1.1.8) ; identifions (kG)° & R(G); il est facile de voir que la multiplication
10 n’est autre que la multiplication ordinaire des fonctions sur G, et que
A £0, 5% sont donnés respectivement par

Ao(f)(gl,éh) = f(9192)

(on a identifié les éléments de R(G) ® R(G) a des fonctions sur G x G)

2.4. Duaux restreints des algébres enveloppantes

On suppose ici que k = C.

2.4.1. (Généralités

Soit g une algebre de Lie complexe de dimension finie, U(g) son alge-
bre enveloppante (cf. §1.2.4 et I1.1.9), G le groupe de Lie connexe et sim-
plement connexe correspondant; rappelons (cf. [43], Appendice 2.4) que
U(g) s’identifie & ’ensemble des distributions sur & ayant pour support
I’élément neutre e, le produit dans U(g) devenant le produit de convo-
lution des distributions; plus précisément, & tout X € g correspond la

d
distribution f — Ei‘ f(exptX), et le produit de convolution de deux

e
distributions u et v est la distribution associant & toute fonction test f
la valeur de u ® v sur la fonction (g1, g2) — f(9192)-
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Par ailleurs, G étant connexe et simplement connexe, les représenta-
tions de dimension finie de U(g) correspondent bijectivement aux repré-
sentations holomorphes de dimension finie de G (cf. [34], § XI.1.4). Ceci
étant, il est facile de vérifier que U(g)? s'identifie & Ry (G) et que les
opérations p°, A, £° S° sont données par les mémes formules qu’au
§11.2.3. En particulier nous avons démontré ce qui suit :

Proposition 2.4.2
L’algébre U(g)° est isomorphe 4 I'ensemble Ryo(G) muni de la mul-
tiplication ordinaire des fonctions.

Corollaire 2.4.3

Prenons g = sl(n, C) et notons p; ; les coeflicients de la représentation
de U(g) provenant de la représentation naturelle de g. L’algébre U(g)°
est définie par les générateurs p; ; et les relations

> (=D o150y pasy —1=0

SESH
Pij Pre— Pre Pij =0,
Cela résulte de 1.4.3.

2.4.4. Remarque

Le corollaire ci-dessus reste vrai si on remplace le corps C par un
corps algébriquement clos de caractéristique nulle; on a en effet, pour les
représentations de dimension finie de 1’algébre de Lie sl(n, k) (resp. du
groupe de Lie SL(n, k)), une classification tout & fait analogue a celle du
cas ol k = C : voir par exemple [8], § VIIL.7 (resp. [26], ch. XI).

2.4.5. Remarque

Posons G = SL(n,C); on a vu au §1.4.3 que Ry (G) est isomorphe
4 lalgebre quotient de C[(X;;)] par l'idéal engendré par D — 1; on va
décrire les opérations A°, €%, S° de ce point de vue. Les deux premieres
s’obtiennent par passage au quotient & partir des opérations A’ et &’ sur

Cl(X;)] définies au §11.1.3 :

A'(Xy) = X @ Xij,  €/(Xyy) = 650
k
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Pour S° c’est un peu plus délicat : notons M;; le cofacteur de X;; dans
la matrice de coefficients Xj,; on sait que

Z Mikak = Z Mkiij = 5z‘jD;
k k

ceci étant, S° s’obtient par passage au quotient & partir de 'opération S’
donnée sur C[(X;;)] par
S'(Xi;) = My,

mais S’ n’est pas une antipode.

2.4.6. Cas deg=gl(n,C)

L’algebre de Lie gl(n, C) est produit direct de sl(n, C) et de ’algebre
de Lie abélienne C - Z ou Z est la matrice identité. Le groupe de Lie
simplement connexe correspondant est SL(n, C) x C, dont GL(n, C) est
le quotient via le morphisme p défini par p(g, \) = e*g pour g € SL(n, C),
reC.

[’algébre Ryo(GL(n, C)) est une sous-algebre de Rpo(SL(n, C)x C).
Notant p la représentation naturelle de GL(n, C) ou de gl(n, C) dans C",
on a un morphisme injectif évident de C[(X; ;)] dans Rpo(GL(n,C)); il
en résulte un morphisme injectif de C[(X;;)] dans U(gl(n,C))°, dont
Pimage est 1’ensemble des coeflicients des représentations qui sont des
sommes directes de puissances tensorielles de p.

2.5. Présentations des algebres R;, pour les groupes
de Lie simples complexes classiques

Ayant traité au §1.4.3 le cas de G = SL(n,C), nous prenons main-
tenant G = SO(n, C) ou Sp(n,C) et nous notons p sa représentation
naturelle dans C" ou C?™; G est caractérisé au sein de SL(n,C) ou
SL(2n,C) par des conditions P;; = 0 ol les P;; sont des polynomes de
la forme

Py =7 exeXinXje — €5
k.0
avec

e pour G =S0(n,C):4,j=1,...,net ey =0
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e pour G = Sp(n,C) :4,j=1,...,2n et

1 sit=j+n
iy = -1 si ] =i+n
0 dans les autres cas

En vertu de la proposition 1.4.2 on a une application surjective F”
de C[(Xi;)] sur Ruo(G) associant & tout polynéme P € C[(X;;)]
lélément P((p;;))-

Proposition
Le noyau de F' est I'idéal I' engendré par D — 1 et les F;.

Démonstration

a) Posons A = C[(Xj;)]; utilisant le Nullstellensatz comme & la propo-
sition 1.4.3, on est ramené & prouver que, dans A/I’, tout élément nilpo-
tent est nul. Pour cela nous utiliserons le résultat suivant (cf. [1], corollaire
2.5.4) : dans une algebre de Hopf commutative, tout élément nilpotent
est nul. Il nous suffit donc de munir A/I' d’une structure d’algebre de
Hopf compatible avec sa structure d’algebre. On a décrit au §11.2.4 une
telle structure sur A/I; il suffit donc de montrer que celle-ci passe au
quotient, ou encore que les opérations A', ¢/, S’ définies dans A passent
au quotient par I'.

b) Cas de A’ : il s’agit de vérifier que A’ envoie les P;; dans I' ® A +
A®I';orona

A/(_P”) = Zf‘:kZAI(Xik)A,(XjZ) - 5ij1 ® 1
k.t
= z Eleiijn & kaXné - Eij1 ®1
ktmmn

= ZXiijn & (Pmn + gmn) - Eijl ®1
m,n

= Y XimXjn ® Pnn+ P;; ® 1.
m,n

c) Cas de &' : on doit vérifier que £'(P;;) = 0, ce qui est évident.
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d) Cas de S’ : on doit montrer que S’ envoie P;; dans I'; or

S'(Py) = exeMiiMej — €455
Y

calculant maintenant modulo I’ on a

S'(Py) = Z(Z EmnkaXln)MkiMéj ~ Ej

kit mn

= Y emnXemMuiXen My — €5
k.tm,n

= Z Emn(smiénj — &= 0.
mmn

3. Théorémes de dualité

3.1. Généralités

Ces théoremes ont essentiellement deux buts :

a) reconstituer un groupe G discret (resp. topologique, resp. de Lie
complexe) & partir de l'algébre de Hopf R(G) (resp. Reont(G), resp.
Ruat(G))

b) caractériser les algebres de Hopf ainsi obtenues.

Pour cela on commence par associer & une algebre de Hopf com-
mutative (A, u,%, A€, S) un groupe G(A) défini comme suit : G(A) est
I’ensemble des caractéres de A, ou morphismes d’algebres non nuls de A
dans k; il est clair qu'il est inclus dans le dual restreint A%, et on vérifie
sans peine, a I’aide des formules du §11.2.2, que c’est un groupe pour la
loi de multiplication p°, ’élément neutre étant € et I'inverse étant donné
par S°.

3.2. Remarque

(Pour plus de détails, voir [1], §4.2.) On appelle groupe algébrigue
affine tout groupe G(A) o A est une algebre de Hopf commutative de
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type fini; dans ce cas, 'application associant a tout a € A la fonction
sur G(A) : x — x(a) est injective, de sorte que les éléments de A s’iden-
tifient & des fonctions sur G(A); ces fonctions sont dites réguliéres ou
polynomiales.

3.3. Théoréme de dualité pour les groupes finis

Théoréme

(i) Si G est un groupe fini, R(G) est une algebre de Hopf commutative,
de dimension finie et semi-simple (i.e. isomorphe comme algébre a une
algebre k™), et G(R(G)) est isomorphe a G.

(ii) Si A est une algébre de Hopf commutative, de dimension finie et
semi-simple, G(A) est un groupe fini et R(G(A)) est isomorphe a A.

En bref les foncteurs contrevariants R et G établissent des antiéquiva-
lences de catégories mutuellement réciproques entre la catégorie des grou-
pes finis et celle des algebres de Hopf commutatives, de dimension finie
et semi-simples.

Démonstration
Voir [1], theorem 3.4.2.

3.4. Théoréme de dualité pour les groupes de Lie réels
compacts (k = C)

3.4.1. Préliminaires

On démontre (cf. [9], theorem II1.4.1) que tout groupe de Lie réel
compact G admet une représentation de dimension finie fidele; soit p
une telle représentation, p;; ses coefficients; on sait (voir démonstration
de la proposition 1.4.2) que les fonctions p;; et p;; engendrent I’algebre
Reont (G) ; remplacant p par p @ p, on peut donc supposer que les p;;
engendrent U'algébre Reon (G).

Posons A = Reont(G) et G = G(A); munissons CE de la topologie de
la, convergence simple sur les éléments de A; notons Ghem le sous-groupe

formé des caracteres y hermitiens, i.e. vérifiant x(z) = x(a) Ya € A.
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On a un morphisme naturel u : G — Gherm défini par u(g)(a) = a(g).
Pour toute représentation de dimension finie (V,7) de G on définit une
représentation @ de G dans V par

T(x)ij = x(my)  Yx€G,
en effet, notant A la comultiplication de A, on a

Txaxe)i; = (xaxe)(m)
= (x1® x2)(A(my))
= (0 ®x2) (3 ik ® i)

= le(mk)X2(7Tkj)
%
= > 7(x1)aT(x2)kj

k
= (T(x0)T(x2)is)-

Il est clair que T ou = 7 et que 7 est fidele si les 7;; engendrent A; en
particulier g est fideéle.

Théoréme 3.4.2

(i) Le morphisme u est un isomorphisme topologique de G sur Ghromm
(théoréme de dualité de Tannaka-Krein).

(ii) Le groupe G admet une structure de groupe de Lie complexe
caractérisée par le fait que toutes les représentations T définies ci-dessus
sont holomorphes.

(iii) G est un sous-groupe compact maximal de G, et I'algébre de Lie
de G est la complexifiée de celle de G.

(iv) Les algébres de Hopf A et Ryo(G) sont isomorphes.

Démonstration
(i) Voir [9], theorem II1.7.15.

(ii) La représentation 5 est un morphisme injectif de G dans un
groupe GL(n, C); on met sur G la structure complexe induite par celle de
GL(n,C); si 7 est une représentation de dimension finie de G, ses coeffi-
cients 7, sont des polynoémes par rapport aux p;;, donc les 7, sont des
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polynémes par rapport aux p;;, et a fortiori des fonctions holomorphes.
L’unicité de la structure complexe est évidente.

(iii) Voir [9], proposition III.8.3.

(iv) L’application m;; — 7;; est un morphisme injectif de Reont(G)
dans Rhol(é); elle est surjective car si 7 est une représentation holomor-
phe de C:‘, et si 7 est sa restriction & G, 7 et T ont méme restriction a G,
donc sont équivalentes (cf. [9], proposition I11.8.6).

3.4.3. Exemples

a) Pour G = U(1), A est I'algebre C[X, X! des polynémes de Lau-
rent et G s’identifie & C* par Papplication qui, & tout A € C*, fait corres-
pondre le caractere “évaluation au point A”.

b) Pour G = SU(n), d’aprés la proposition 1.4.3, G est le groupe
SL(n,C) et A est 'algebre C[(X;;)]/(D —1).

¢) Pour G = U(n), on démontre (cf. [9], proposition II11.8.7) que G
est le groupe GL(n, C) et A est 'algebre C[(X;;), D]

3.4.4. Remarque
Les groupes de Lie complexes de la forme G avec G réel compact sont
appelés réductifs et caractérisés par les propriétés suivantes :

a) G admet une représentation holomorphe fidéle de dimension finie;

b) toute représentation holomorphe de dimension finie de G est com-
pletement réductible (cf. [25], § XVIL5).
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3.5. Caractérisation des algébres de Hopf R on(G)
(Iet k=C.)

3.5.1. Généralités

Etant donné une algebre de Hopf commutative A, on peut se deman-
der & quelles conditions il existe un groupe de Lie réel compact G tel
que A soit isomorphe & Reon(G). On connait plusieurs types de condi-
tions nécessaires et suffisantes : les unes reposent sur l'existence d’une
certaine forme linéaire sur A traduisant la mesure de Haar de G (cf.
[1], theorem 3.4.3; voir aussi ci-dessous la remarque 11.4.14); d’autres
sur Vexistence d’une certaine décomposition de A en “blocs” reflétant
les diverses représentations de G (cf. [24], theorem 30.28). On va donner
ici un troisieme type de conditions, utilisant la théorie de Gelfand des
C*-algébres commutatives et qui semble bien adapté aux problémes de
déformations. Pour cela nous aurons besoin de la notion suivante :

3.5.2. Définition

On appelle *-algébre de Hopf une algebre de Hopf (A, pu,i,A¢,5)
munie en outre d’une involution ou opération interne @ — a* vérifiant les
conditions suivantes :

(Aa + pb)* = Xa" + b’
)

(ab)* = b'a’

Ala*) = Aa)

e(ar) = efa)
S(S(@)) = a

(L’involution de A ® A est définie par (a ® b)* = a* ® b*.)

On vérifie que I’algébre de Hopf A° est aussi une *-algebre de Hopf
pour l'opération ¢ — ¢* avec

(¢ a) = (@, S(a)*).
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3.5.3.  Retour a Reont(G)

Si G est un groupe de Lie réel compact, 'algébre A = Ron(G) est
une *-algébre de Hopf pour l'application ¢ — a* avec a*(g) = a(g). En
outre A est munie canoniquement d’une norme

llal| = sup |a(g)]
9eG

vérifiant évidemment

lladl] < lafl - [|o]]
Il =1

llaa’]| = lall*.

Une norme sur une *-algébre A vérifiant ces trois conditions est appelée
C*-norme, et la complétée de A est dite C*-algébre.

Choisissons maintenant une représentation fidele de dimension finie p
de G et notons p;; ses coeflicients; on sait que

a) les p;; engendrent I'x-algebre A

b) Alpis) = Sk pik © pr;

¢) Sk S(pij) - Pej = 2ok ik - Sprj) = 6351
d) e(pi;) = bij.

Théoréme 3.5.4
Soit (A, i, 1, A, €, S, *) une x-algébre de Hopf commutative munie d’une

C*-norme || ||; supposons qu’il existe un entier n > 0 et des éléments
aij € A, 1,5 =1,...,n, vérifiant les conditions analogues aux conditions
a), ..., d) ci-dessus. Alors il existe un groupe de Lie réel compact G et

un isomorphisme isométrique de A sur Reont(G).
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Démonstration

Notons A’ la C*-algébre (commutative) complétée de A, et G le spec-
tre de Gelfand de A’: rappelons que G est ’ensemble des caractéres de
A, i.e. des morphismes d’algebres de A’ dans C, et que ceux-ci sont au-
tomatiquement continus (cf. [21], corollaire 1.8). Muni de la topologie
de la convergence simple, G est compact (cf. [21], théoréme 2.1); G est
aussi un groupe topologique pour les opérations indiquées au §II1.3.1.
Rappelons que la transformation de Gelfand T : A" — C°(G) est définie
par T(a)(g) = g(a) et est un isomorphisme isométrique de C*-algebres
(cf. [21], théoréme 7.1).

Reste & voir que G est un groupe de Lie et que T induit un iso-
morphisme d’s-algébres de Hopf A — Reon(G). Notons p I'application
G — M(n,C) définie par p(g);; = g(as;); p est une représentation con-
tinue et, en outre, fidéle parce que les a;; et aj; engendrent l'algébre A et
que les caracteres de A’ sont automatiquement hermitiens (cf. [21], lemme
7.2). Ceci montre que G est un groupe de Lie. Ensuite les relations

T(ai;) = pij, T(ay;) = Pij»

jointes au fait que les p;; et p;; engendrent I’algébre Reont(G), entrainent
que T(A) = Reont(G). Enfin il est immédiat que T est compatible avec
les coproduits et les antipodes.

3.5.5. L’algébre Ron(G) comme dual restreint de U(g)

On reprend les notations du §11.3.4 en supposant en outre G connexe
et simplement connexe, et on note g et g les algebres de Lie de G et G5 le
théoréme I1.3.4.2 montre qu’on peut écrire g = gD 1ig et que les algebres

de Hopf Reont (G) et Ruol(G) sont isomorphes; elles sont donc isomorphes
a U(g)°® d’apres 11.2.4.2.

Définissons un automorphisme antilinéaire involutif 8 (involution de
Cartan) de g par (X +iY) = X —iY pour X,Y € g; il se prolonge en un
automorphisme antilinéaire involutif de U(g) encore noté 4; par ailleurs
l’automorphisme 8 de g est la différentielle d’un unique automorphisme
antiholomorphe involutif de G, encore noté 4.
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Théoréme

(i) L’application u — u* = §(S(u)) est une involution de I’algébre de
Hopf U(g).

(ii) Via lisomorphisme Reont(G) — Rhol(@), Vinvolution a — a* =@
du §11.3.5.3 est transformée en Papplication a — a o8, et on a

(u,a") =(S(u)*,a)  VueU(g), a € Rua(G).
(iii) La norme sur R on(G) définie au § I1.3.5.3 est la borne supérieure

des C*-semi-normes.

Démonstration

(i) Vérification immédiate.

(i) Premiére assertion : elle résulte de ce que, pour a € /th(é), on
a aofig = (g)¢)*. Seconde assertion : on doit montrer que <u, ao 9> =

(0(u), a) ou encore que (u,ao8) = (8(u),a), ce qui est immédiat.

(i) On doit montrer que, si N est une C*-semi-norme sur A =
Reont(G), on a

N(f) <suplf(g)] VfeA
9€G

Notons B la C*-algébre commutative séparée-complétée de A pour N,
B son spectre de Gelfand, A P'application canonique A — B; en vertu
de 'isomorphisme de C*-algébres B = CO(B), pour tout b € B il existe
x € B tel que N(b) = |x(b)|; x oA est un caractére hermitien de A, donc
(théoréme 11.3.4.2) de la forme f — f(g) pour un certain g € G; par

conséquent N(f) = N(A(f)) = |f(9)|-

3.6. Formes réelles des groupes de Lie complexes

3.6.1. Généralités

Si g est une algebre de Lie complexe, on appelle forme réelle de g toute
sous-algebre de Lie réelle gy de g vérifiant g = gg Pigg. Les formes réelles
sont aussi les sous-algebres de Lie réelles obtenues de la facon suivante :
on se donne un automorphisme antilinéaire involutif & de g et on pose

go = {X € gl o(X) = X}.
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De la méme fagon une forme réelle d’un groupe de Lie complexe G est
un sous-groupe de Lie réel Gy obtenu comme suit : on se donne un auto-
morphisme antiholomorphe involutif ¢ de G et on pose

Go={9€G|o(g) =g}

3.6.2. Exemples : formes réelles de GL(n,C)

a) Prenons o(g) = g (matrice & coefficients complexes conjugués de
ceux de g); alors G = GL(n,R).

b) Prenons maintenant a(g) = - (g*)~' -€ ol ¢* est 'adjointe de g et
oll € est une matrice diagonale fixée : ¢ = diag(ey,...,e,) avec g; = £1.
Alors Gy = U(p, q) ou p (resp. ¢) est le nombre de i tels que ¢; = 1 (resp.
—1); en particulier pour € = I on obtient la forme réelle compacte U(n).
Plus généralement, dans la situation du §11.3.5.5, G est la forme réelle
de G associée & 'automorphisme 6.

c) Prenons enfin, en supposant n pair, n = 2m, o(g) = JgJ ' ou J
est la transformation antilinéaire de C™ définie comme suit :

(J2), = Zorm Sip=1,...,m
P ~Zom Sip=m+1,...,n

alors Gy = SU*(n).

On démontre (voir par exemple [23]) qu’on obtient ainsi toutes les
formes réelles de GL(n, C).

Proposition 3.6.3

Soit G un groupe de Lie complexe.

(i) 1l existe une bijection naturelle entre les automorphismes antiliné-
aires involutifs de g et les involutions de 'algébre de Hopf U(g).

(i) Il existe une bijection naturelle entre les automorphismes antiholo-
morphes involutifs de G et les involutions de ’algébre de Hopf Ry, (G).

(iii) Si G est connexe et simplement connexe, ces bijections sont com-
patibles avec, d’une part, le passage de G a g par différentiation, et,
d’autre part, I'isomorphisme entre Ryn(G) et U(g)°.
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Démonstration

A tout automorphisme antilinéaire involutif 7 de g, on associe l'in-
volution de U(g) définie par u* = 7(S(u)). A tout automorphisme anti-
holomorphe involutif 7 de G on associe 'involution de Ry, (G) définie
par a*(g) = a(7(g)). Enfin (iii) est immédiat.

4. Groupes quantiques compacts

(On suppose dans ce paragraphe que k = C.)

4.1. Définition

Le théoreme I1.3.5.4 motive la définition suivante, due & S. L. Worono-
wicz [44]) : un groupe quantique compact consiste en la donnée des objets
suivants :

e une x-algeébre de Hopf C
e une C*-norme sur C

e un entier N >0

e des éléments (u;;); ;=1

.....

soumis aux conditions suivantes :

a) la comultiplication A est continue lorsque 'on munit C ® C de la
norme £ — sup||w(£)|] ou m d’écrit ensemble des x-représentations de
C ®C dont les restrictions &4 C ® 1 et 1 ® C sont continues (voir a ce sujet
[41], ch. IV, §4)

b) les u; ; engendrent 1'x-algebre C
c) Aluij) = g ik ® g,

d) Ye(S(usk) - ur; = Zg i+ S(uk,;) = 6i 51
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Le but principal du présent paragraphe est de construire des groupes
quantiques compacts comme sous-algebres des duaux restreints de cer-
taines x-algebres de Hopf. Nous démontrerons en particulier le résultat
suivant, qui est & rapprocher du théoreme I1.3.5.5 (iii) :

Théoréme 4.2 (cf. [3])

Soit A une x-algébre de Hopf avec antipode S inversible, (V, p) une
x-représentation de dimension finie de A, C la sous-x-algébre de A® en-
gendrée par les coeflicients p; ; de p. Alors C, munie de la borne supérieure
des C*-semi-normes, est un groupe quantique compact.

(On appelle *-représentation de A une représentation (V, p) telle que V
soit muni d’un produit scalaire vérifiant

(p(a*) - vi|va) = (v1|p(a) - va) Va€ A wv,v€eV)

La seule chose & démontrer est le fait que la borne supérieure des C*-
semi-normes sur C est une norme, i.e. prend sur tout élément non nul de
C une valeur finie et non nulle (nous y parviendrons au lemme 11.4.13);
en effet les conditions c) et d) sont faciles & vérifier; quant a a), il suffit de
remarquer que, si ¢ est un morphisme d’*-algébre de C dans une C*-alge-
bre D, I'image réciproque par ¢ de la norme de D est une C*-semi-norme,
donc inférieure & la norme choisie.

4.3. Notations

On munira A® de la représentation réguliere A de A :
(Aa)p,b) = (v, ba) .
Pour toute représentation (V,7) de A on posera
Viy={veV|r(a)-v=ela)-v YVaeV}

(espace des éléments invariants de V') et on notera ®™ P'application liné-
aire V@ V* — A° définie par

(1L6) (2" (v®§),a) = (€ m(a) - v).
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Lemme 4.4
On aA?E) =k-¢.

Démonstration immédiate.

Lemme 4.5

Soit (V, ) une représentation de dimension finie de A.

(i) ®™ entrelace les représentations m ® idy- et A;

(i) si w est irréductible, ®™ est injective;

(iii) supposons m somme directe de multiples de représentations irré-
ductibles 1; deux a deux inéquivalentes, soit

T=9T, T, = MyT;
2
V,r = 69 m; - V"i'
Ecrivons
Ve ® V; =& m;m; - Vn ® VT:
’)‘7.7
Alors on a
"w)=Y i(w;) Ywe VeV,

ol w; désigne la projection de w sur miV,. ® vy, et

SV, @ V) = DIV, ® V22).

Si de plus 7 contient € et si on prend 79 = ¢, la composante " (w) de
®™(w) sur k - € est égale & ®70(wy).

Démonstration
Les assertions (i) et (iii) étant faciles, démontrons (ii). Notons (en)
une base de V et (e}) la base duale; tout w € V; ® V s’écrit

*
w = z Omném @ €,

m,n

et on a, pour tout @ € A :

(" (w),a) = Zamn T(@)n,m;

de plus, lorsque @ varie dans A, les 7(a)y , décrivent I'ensemble de toutes
les matrices (théoréme de Burnside).
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Lemme 4.6
Soit (V, ) une représentation de dimension finie de A, (e,) une base
de V,0 Iélément y e, ®e; deVRV*. On a

(i) (r®@7) (a)-0=c(a)-0 Va€cA;
(ii) Z@e en gme =dimm-e.

Démonstration
i) Ecrivons A(a) = ¥; al ® a! pour tout a € A; pour tous indices p
1 2
et gon a

(r®7)(a) 0,6 ®e,) = zz( ) en ®o(a) - el e) @ eg)
= ZZ< en, c3) - (en, T(S(a))) - eg)
= ZZ Do - T(S(@)))ng
= w(;ais al') )M

= 7(e(a))py =€(a) bpq
= ¢fa)- <(9, S; ® €q> .

(i) On a
<Z (I)g;‘m (I):C ens & > = <Z q)g?gem en®er,? a’>
= (m®@7°(a)-0,0) =¢c(a) dimn.
Lemme 4.7

Considérons deux représentations de dimension finie de A : (V,7) et
(W, p); soit T lisomorphisme usuel W @ V* — Hom(V, W) :

T(w§)(v) = (v,¢) - w,
et o la représentation p @ m¢ transportée dans Hom(V, W). Alors

(Hom(V, W))() = Homu(V, W).
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Démonstration

On vérifie aisément que
(IL7) ofa)- f= Zp o for(S(a})) Va€ A, f € Hom(V,W).
Si f € Hom4(V, W) on aura
o(a)- f = p(X aiS(af)) o f =<(a) - f.

Supposons maintenant que f appartient & (Hom4(V, W))() et montrons
que l'on a p(a) o f = fom(a).

On a
pla) o

p(Cd - e(a))o
= P(Z al - E(S_l(a;))) of (careoS=c¢)
Y olal) o e(S7H(a)) - f;

utilisant (I1.7) en y remplagant ¢ par S~*(a;) on obtient
o f =3 pap) o p((S7H@));) o f o m(S(STH(@)));
i J

comme S~! est un antiendomorphisme de cogebre, on a

(ST ® (S ZS )7) ® S7H((a)))

J

donc
pla)of = ZP i) 0 p(S7H((a));)) o f o m((af);)
- zp 7SN (@) o f o m((al))).
1
Par coassociativité de A puis permutation des facteurs, on a

Sal ® (@) ® (@) = (e @ (o) w o
i?j

i,k
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d’ou

pla)o f =23 p((a)k - S7H (@) o f o m(ay);

comme S~! est une antipode pour A munie de la multiplication opposée
et de la méme comultiplication, on obtient

pa)of = S plelal) 1o forla)
= fo W(Zs(ag’) . a;) = fox(a).

i
Corollaire 4.8
Supposons T et p irréductibles. Alors

O si w et p sont inéquivalentes
WeVv )(e)_{ k-0 siV=W, r=p.

4.9. Représentations conjuguées et *-représentations

Etant donnée une représentation de dimension finie (V,7) de A, on
note V l’espace vectoriel conjugué de V avec un isomorphisme antiliné-
aire V — V noté v — 7; on définit une représentation 7 de A dans V,
dite conjuguée de w, par

7(a) -7 = n(S(a)* - v),
on a alors
(®™(w))* = O™ () VweVeVh

Supposons maintenant que 7 est une *-représentation pour un produit
scalaire (| ) sur V'; alors T est équivalente & 7 via I'isomorphisme

AV SV (AWw),w) = (w|v);

nous identifierons V* & V au moyen de A, de sorte que nous aurons les
formules suivantes :

(®"(v @ W), a) = (n(a) - v|w)
8= e, ®e, si(ey) est une base orthonormée de V

(IL8) Sor -or o =dimm-e

€m,€n €m,én
m,n
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4.10. Construction d’une forme linéaire positive sur C

On reprend les notations du théoréme 11.4.2; remplagant éventuelle-
ment p par p® g, on peut supposer p équivalente 4 p; alors C est la sous-
algébre de A° engendrée par les coefficients de p, ¢’est-a-dire 'ensemble
des coeflicients de la représentation ®p = & ®"p. Notons £ Pensemble

n
des représentations irréductibles contenues dans ®p; il est formé d’+-re-
présentations et est stable par Popération de conjugaison; enfin on a
C= b " (Vy ® Vp) (cf. lemme I1.4.5).
TE
Pour tout élément ¢ de C, la composante de ¢ sur A‘()s) est de la forme
w(p) - € ot p est une forme linéaire sur C. Nous allons démontrer que p

est positive et fidele (i.e. que p(pp*) > 0 si ¢ # 0), puis construire une
x-représentation de C qui fournira une C*-norme sur C.

Lemme 4.11
On a u(pp*) > 0 pour tout ¢ # 0.

Démonstration

On peut écrire

o = Z@”(ww) avec wy € Vy @V,

Tel

¢t o= D (W)
oel

(pgp* = Z @”®E(ww®w‘;).
T,0e€

Fixons 7 et o et décomposons 7 ® & en représentations isotypiques
comme au lemme 11.4.5 :

— ! !
7T®0-:6_9Ti’ Ti:miTi
2

avec 7o = ¢ (mais my peut étre nul). On a
("% (wr @ W5))(e) = D ((wr ® Taho);

le corollaire 11.4.8 montre que
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.Siﬂ';éU, (V;r®7;)(5)zo

e siw=o0, (V,,@VW)(E):]C-H.

Par suite
(0 )y = D " ((wr @ Wx)0);
el
écrivant
Wy = Z )‘m,nem & €n,
m,n
on obtient

Wy @ Wy = Z )\m,nm(em ® —ép) ® (En ® eq)

m,n,p,q

(Wr®Wr)o = (W RWIRE) -0
= Z\)\m,n|2-0®§;

Ensuite (lemme I1.4.6)
T @0) =dimm ¢
d’ot finalement

1) = (P )y = > dim7 - Y [Amnl?

el

et ceci est strictement positif puisque ¢ est non nul.

Lemme 4.12
Soit H un espace préhilbertien séparé avec produit scalaire ( | ), x un
morphisme d’algebres de C dans End H vérifiant

(x(¢) - zly) = (z|x(¢*)-y) Veel, z,ycH.

Alors x(¢) est borné et sa norme est majorée par un scalaire k() indé-
pendant de H et de x.
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Démonstration

Par linéarité on peut supposer que ¢ est de la forme ¢ = @fm’én ; alors,
pour tout z € H on a

lIx(® = (x(e*e)-zlz)
(@], .. @7 =) xlz)

< D (P, ., 20, 8,) - Tl)

p.q

dim7 - ||z||* (cf. formule (I1.8))

Il

Il

d’ol
lIx(¢)]] < (dimm)'/2.
Lemme 4.13

Notons N la borne supérieure des C*-semi-normes sur C. Alors, pour
tout ¢ non nul, N(p) est fini et non nul.

Démonstration

Montrons d’abord que N(p) est fini. Notons v une C*-semi-norme, C
la C*-algebre séparée complétée; réalisant C comme algebre d’opérateurs
dans un espace hilbertien H, on obtient une représentation x de C dans
H vérifiant les hypotheses du lemme précédent; donc

v(p) = [Ix()l < k(p).

Montrons maintenant que N(p) est non nul. Munissons C du produit
scalaire (p1]pa) = u(@3p1), qui est non dégénéré d’apres le lemme 11.4.11;
définissons une représentation y de C dans elle-méme par x(¢) ¥ = @-9;
les hypotheéses du lemme précédent sont satisfaites et ¢ — ||x(¢)]|| est
une C*-norme.

4.14. Remarque

La forme linéaire u sur C est invariante a gauche et & droite en ce sens
que, pour toute autre forme linéaire v, on a v - p = p-v =v(e) -  u, t.e

v @ u(A) = (n®V)(Alp) =vie) - ulp) Veel

[on le vérifie sans peine en se ramenant au cas ol ¢ est un coefficient
d’une représentation irréductible].
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On sait (cf. {1], théoreme 3.3.10) qu’il existe, a un scalaire prés, au
plus une forme linéaire invariante a gauche; comme p(e) = 1, p peut
étre appelée la mesure de Haar normalisée sur C.

5. Structures de Poisson

(Ici k est de nouveau un corps quelconque.)

5.1. Algebres poissoniennes
Définition
Soit (A, i,7) une algebre commutative; un crochet de Poisson sur A

est une application linéaire, notée {, }, de A ® A vers A, vérifiant les
conditions suivantes :

e identité de Jacobi, qui peut s’écrire

(I1.9) S {,}o({,}®ids)os=0

s€C3

ol C3 désigne le groupe des permutations circulaires de ’ensemble
a trois éléments

e antisymétrie :

(11.10) {, }o(o+idaga) =0

e régle de Leibniz :
(IL11) {,}o(ida®p)=po({, }®ida)o (ida ® 0 +idagaga)
c’est-a-dire

{a,bc} = {a,c}b+{a,b}c  Va,b,ce A

On dit alors que A est une algébre poissonienne.
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Exemple

L’algébre poissonienne la plus classique est celle des fonctions de classe
C* sur R? munie de 'opération

of o of o
5.2. Cogebres copoissoniennes

C’est la notion duale de celle d’algebre poissonienne : on se donne une
cogeébre cocommutative (A, A,e) et un cocrochet de Poisson ¢ : A —
A ® A vérifiant

(11.9) Y so(p®ida)op=0
s€C3

(11.10)' 0(A) C A*A

(H.ll)' (idA & A) oY= (idA R¥o+ idA@A@A) o (cp ® idA) o A.

5.3. Bigébres poissoniennes

Une bigébre poissonienne est une bigébre commutative munie d’un
crochet de Poisson vérifiant la condition suivante de compatibilité avec
la comultiplication :

(I1.12) Ao{,}=ua{, }+{,}®u oo (A0A)

i.e.
A({a,b}) = Z(a;bg ® {a],bj}) + ({ai, 03} ® afbl).
Z?]
5.4. Bigebres copoissoniennes

54.1. Généralités

Par dualité, une bigébre copoissonienne est une bigebre cocommutative
munie d’un cocrochet de Poisson ¢ vérifiant

pop=(pRplooyo(A®p+y®A),
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- p(ab) = Ala) - p(b) + (a) - A(D),

condition encore équivalente & la suivante :
(I1.12)' o € Z'(A,N*A)

oll A®A est considéré comme un A-bimodule au moyen de I’application
A:A— S?A et oll Z* est tel que défini au §II1.2.5.1.

5.4.2. Notations

On notera P l'ensemble des éléments primitifs de A, ou éléments a
tels que A(a) = a ® 1 + 1 ® a. Par ailleurs, si X = ¥, 2} ® 2/ est un
élément de ®2A, on pose

X = Y ool
X3 = 233;@1@37;’

X23 = Zl@.’ﬂ;@[ﬂy

et on définit le crochet de Schouten [X, X] par
[X, X] = [Xi2, X1s] + [X12, Xas] + [X13, Xo3;

on vérifie facilement que, si X € A%A4, alors [X, X] € A3A. On dit que X
satisfait 1’équation de Yang-Bazter classique (resp. classique modifiée) si
[X, X] est nul (resp. invariant par A4, i.e. si [(A®id4)(A(a)), [X, X]] =0
pour tout a € A).

Proposition 5.4.3
Soit (A, u, A) une bigébre cocommutative.
(i) Toute application ¢ : A — A ® A vérifiant (I1.11)" envoie P dans
P®P.
(i) Soit X un élément de A*P; définissons ¢ : A — A*A par p(a) =
[A(a), X]. Alors
(ii), o vérifie (11.12)".
(ii)y @|p vérifie (IL11)’.
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(ii). w|p vérifie (IL9)’ si et seulement si [X, X] est invariant par P.

(iii) Supposons A engendrée en tant qu’algébre par P. Alors (A, p, A, )

est une bigeébre copoissonienne si et seulement si X satisfait I"équation
de Yang-Baxter classique modifiée.

Démonstration

(i) Notons (e;);er une base de P et complétons-la en une base (e;);es
de A, avec I C J. Prenons a € P et écrivons ¢(a) sous la forme ¢(a) =
Y jes € ®uj avec u; € A. (IL11)" s'écrit, sachant que ¢(1) =0 :

Ze]-@)A(uj)=Zej®(uj®1+l®uj),

jed jeJ
ce qui prouve que u; € P; u; est de la forme 3",y Aje;; on a

pla) =D Ajue; ® e

]
enfin Pantisymétrie de ¢(a) implique ¢(a) € A2P.

(ii) Calculs directs, simples pour (ii),, plus longs pour les autres; pour
(i), on vérifie que, pour tout @ € P, on a

> s (p®ida)(p(a)) = —[(A @ida)(A(a)), [X, X]].

s€C3

(iii) Condition nécessaire : ¢ vérifie (I11.9)°, donc aussi ¢|p; [X, X]
est invariant par P, donc par A.

Condition suffisante : on vérifie que si (IL.9)" et (IL.11)" sont vraies
pour deux éléments a et b de A, elle sont encore vraies pour ab.

5.5. Cas des algebres enveloppantes

Soit ¢ un cocrochet de Poisson sur une algebre enveloppante U(g);
d’apres ce qui précede, la restriction 6 de ¢ a g vérifie

(I1.12)" 6 € Z' (g, N'g)



8 5. Structures de Poisson 49

olt A?g est considéré comme un g-module via la représentation adjointe
et ol Z' est tel que défini au §111.2.5.1. Par ailleurs (I1.9)’ implique

(11.9)” Y so(6®idg)ob=0.
s€Cs3

(Par contre (II.11)’ ne donne aucune relation nouvelle.)

Si en outre § est le cobord d’un élément 7 de A’g, la proposition
11.5.4.3 montre que I'élément [r,r] de A3g est g-invariant, ce que P'on
écrit

[r,r] € (\*g)°.
Notons [, ]* Papplication %6 : A’g* — g* transposée de ¢; alors (II.9)"
signifie exactement que [, |* vérifie 'identité de Jacobi, donc que g est
une algebre de Lie.

On appelle bigébre de Lie une algebre de Lie g munie d'un 1-cocycle
§ sur g & valeurs dans A%g vérifiant (I1.9)”. Enfin on vérifie qu’on obtient
ainsi une bijection entre structures de bigébre copoissonienne sur U(g) et
structures de bigébre de Lie sur g (cf. [16]).

Remarque

Supposons k algébriquement clos et de caractéristique nulle, et g sim-
ple; notons B la forme de Killing de g, i.e. la forme bilinéaire symétrique
non dégénérée sur g définie par

B(X,Y)=Tr(ad X -adY).

On démontre (cf. [30]) que 'espace (A*g*)? est de dimension 1 et engendré
par la forme trilinéaire (X,Y, Z) — B([X,Y], Z). Il en résulte que (A3g)®
est de dimension 1 et engendré par 1'élément

o= bi’pbj’qy;f’qei Re; ® e

4,5,k P:9q

olt 'on a noté (e;) une base de g, 7]’;,q les constantes de structure de g, et
b les coefficents de l'inverse de la matrice (B(e;,e;)).
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Par exemple pour g = sl(2, k) on trouve 1o = H AX AY ou

a=(3 8 () v-(00)

5.6. Remarque

Supposons k = C et notons G le groupe de Lie connexe et simplement
connexe d’algebre de Lie g; identifions U(g)° & Rua(G) (cf. §11.2.4.2);
soit ¢ vérifiant (11.9)’ & (I1.12)’; en vertu du lemme ci-dessous, la trans-
posée de ¢ envoie le produit tensoriel (g)° ® U(g)° dans U(g)°; notons
{, } cette application; c’est un crochet de Poisson sur Ry (G) vérifiant
l'analogue de (I1.12). Il existe pour tout € G un unique élément &, de
AT, (G) tel que

{f1, 2 (@) = (&, dfL N dfa);

la condition (II.12) équivaut & la relation

gzy = Lx(&y) + Ry(fz)

ou L, et R, désignent respectivement la translation & gauche suivant z
et & droite suivant y. On dit alors que G est un groupe de Lie-Poisson.

Posons, pour tout x € G

n(z) = Ry (&) € N'g;
alors 7 € Z'(G, Ag). Enfin on vérifie que le § du §11.5.5 n’est autre que
la différentielle de n, i.e.

5X) = L nexptx) VvXeq
dtli=o

Supposons en particulier que § soit le cobord d’un élément r de A?g, i.e.
que
§(X)=adX-r VXeg

alors i est le cobord de r en ce sens que
n(z)=Adz-r—r VzeG

d’otu il résulte que
(e =Ly-r—Ry-r.
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Lemme
Soit (A, u, i, A, €, ) une bigébre copoissonienne; alors *¢ envoie A®®
A® dans A°.

Démonstration

Soient u et v des éléments de A°; on peut les écrire comme des coeffi-
cients de représentations de dimension finie de A, soit u = m; ;, v = pg¢;
posant A = *p(u ® v), on doit montrer que les translatées a droite A, de
A engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie de A*. On a,
pour a € A,

(A, a) = (A, ab) = (u® v, p(a) - A(d) + Ala) - (b))

= (o2 T © Ty 71 7). 6(0)- 00

= <7ri,m ® Tk,n @(a’» ' (Wm,j ® T8, A(b)> ;

m,

3

ainsi (v @ v, ¢(-) - A(b)) est une combinaison linéaire des formes linéaires
(Tim ® Trn) © @, qui sont indépendantes de b.

Raisonnement analogue pour (u ® v, A(a) - ¢(b)).






Chapitre III
Déformations formelles

La théorie exposée dans ce chapitre est due, pour l'essentiel, & M.
Gerstenhaber et ses collaborateurs; voir par exemple [18] et [19].

1. Les espaces X [h]

1.1. Généralités

1.1.1. Définitions

Etant donné un corps k, on notera k [h] ou k Dalgébre des séries
formelles & une indéterminée h sur k; c’est une k-algeébre commutative,
integre et locale, i.e. elle admet un unique idéal maximal, a savoir h%;
on la munira de la topologie h-adique, pour laquelle les sous-espaces Rk
forment une base de voisinages de 0; elle est alors séparée et complete.

Si maintenant X est un k-espace vectoriel, on note X [2] ou X l'es-
pace des séries formelles a coefficients dans X, et on le munit aussi de la
topologie h-adique; c’est un k-module pour l'action

(g2 (50

n \ptg=n

ol A\, €Eketzge X.
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Il est clair que NJA(: est la limite projective des espaces X, =X /R X
et que X, est un k-module isomorphe & X ®;, k.

Lemme 1.1.2

(i) Le k-morphisme f : X ®; k — X défini par f(zx ® A) = Az est
injectif.

(ii) f est surjectif si et seulement si X est de dimension finie.

(iii) Si (e:)ier est une base de X, les éléments de X sont exactement
les séries } ;c; Aie; ou A; parcourt k et tend vers O suivant le filtre des
complémentaires des parties finies de I; on exprime parfois cela en disant
que (e;) est une “base topologique” de X.

Démonstration

(i) Tout élément de X ®k~E est de la forme { = 3 ,c 6, ® A; ou J est
une partie finie de I et \; € k, soit \; = 35, A; sh?; alors

e =% <Z )\i,qez) h?

q i€J

et I’assertion (i) en résulte immédiatement.

(ii) Tout élément de X est de la forme n=3, (Zie Ja aq,,-e,-) h? ou les
Jq sont des parties finies de I et ay; € k; et un tel élément appartient &
X ®y k si et seulement si la réunion des J, est finie.

(iii) Posons
Zi={geN|ie J;}

puis
)‘i = Z O{qﬂ'hq;

q€Z;
il est facile de voir que A; tend vers 0 suivant le filtre des complémentaires
des parties finies de I'; de plus = Y_;c; Aie;. La réciproque résulte du
fait qu’'une telle famille (\;e;) est sommable.
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Lemme 1.1.3

Un k-module V est de la forme X si et seulement s'il est séparé,
complet et sans torsion (i.e. I’annulateur dans k d’un élément non nul
de X est réduit 4 0), ou encore si et seulement si les conditions v € V,
hv = 0 impliquent v = 0.

Démonstration

11 est clair que X possede ces propriétés; pour démontrer la réciproque,
on choisit un sous-k-espace vectoriel X supplémentaire de AV et on écrit

V=XoOhV =XohX®hrY, et

1.2. k-morphismes

Lemme 1.2.1 N
(i) Considérons deux k-espaces vectoriels X et Y et soit Homz(X,Y')

I'espace des Iz-morphisrgeSNde X dans Y. Il existe un k-isomorphisme de
Hom(X,Y) sur Homg(X,Y') défini par

Zunh" — U
n

avec

+gq=n

. (; :v,,h”) > (,,Z up(xq)) "

Nous écrirons @ = (un). _
(ii) Si 7 = (vn) € Homy(Y, Z), le composé @ = ¥ o @ est donné par

Wp =Y, Upolg
p+g=n
(iii) Si X =Y (auquel cas on écrit End;(f) au lieu de Homz()?, X)),
un élément ¥ de Endg(y ) est inversible si et seulement si ug 'est.

Démonstration

Faisons d’abord la remarque importante que tout E—morphisme est
automatiquement continu pour les topologies h-adiques.
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(i) I est immédiat que I’application % ainsi définie est un k-morphisme
et que 'application ¥, u,h" — % est un E—morphisme injectif; montrons
qu’il est surjectif. Soit v un élément de Hom};(f, 57); pour tout x €
X, v(z) s'écrit ¥, vn(z) - A™ ou les v, appartiennent a Hom(X,Y); si
maintenant un élément & de X est une somme finie Yonén-h™ ona

(@) =2 v(&) A" =3 ( 2 vp(fq)) "

n \pt+g=n

et ceci reste vral pour tout £ € X & cause de la continuité de v.
(i) et (iil) sont immédiats.

1.2.2. Sommes directes de E—morphismes

Donnons-nous un ensemble I et, pour tout ¢« € I, deux k-espaces
vectoriels X® Y@ et un k-morphisme 4 : X® — Y@ on va définir
un k-morphisme @ : X — ¥ ol X (resp. Y) est la somme directe des
X® (resp. Y®). Chaque %™ correspond & une famille d’applications liné-
aires ul® : X® — Y®. Soit T, z,h" un élément de X ; on peut écrire
Tp = Ticl, mz(f) ol chaque I, est une partie finie de I. On pose alors

ﬂ(prhp> = Z(Z > ufli)(:v;i))) -h"

n el p+g=n

et ceci a bien un sens car, n étant fixé, 3, ., ugi) (x;i)) n’est non nul que
si ¢ appartient a la réunion des I, pour p =0,...,n.

Définition

Le k-morphisme défini ci-dessus sera noté @ a®.
icl
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1.3. Produits tensoriels

Lemme 1.3.1

Etant donné trois espaces vectoriels X, Y, Z, I espace des applications
k-bilinéaires de X x Y dans Z s’identifie & celui des k- morphismes de
X ®Y dans Z, cest-a-dire 4 l'ensemble des suites (un) ol chaque u,
est une application k-bilinéaire de X x Y dans Z; & une telle suite (uy)
correspond application % : X x Y — Z suivante :

Z%h quhq Z Z ur (Tp, Yg)) - A"

n  pig+r=n

La démonstration est tout & fait analogue a celle du lemme 111.1.2.1.

Proposition 1.3.2
Pour tout couple de k-espaces vectoriels X et Y, on a

XQY =lim(X @; YV)/h" - (X @; V).
La démonstration utilisera le lemme suivant :

Lemme
Si A est une k-algébre commutative, X un A-module et I un idéal de
A, il existe un isomorphisme canonique X/I-X — X ®4 A/I.

Démonstration du lemme
On sait (voir par exemple [33], ch. XVI, prop. 2.6) que la suite exacte
0 T5 A% A/ 0
induit une suite exacte
X®AIIL@>LX®AAM—®M>)X®AA/I—>O;
si 'on identifie X®4 A & X, application Id @u s’écrit (Id ®@u)(z®1) = iz

donc
Ker(Id®v) = Im(Id ®u) =1 - X.
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Démonstration de la proposition

Ecrivons pour simplifier k, = k/h"*'k; on a

X V)/pm - (X ®;Y) =
=X ®; Y ®75E (d’apres le lemme)
=(X ®;E ) ®;. Y ®; k) (associativité de ®)
= (X/B"HX)® ®%. (Y/h™Y)  (d’aprés le lemme)
= (X®k,)® 7 (Y ® kn)
=XQY® kn
= (X®Y)/h(XQY).

1.3.3. Remarque

La proposmon précédente dit que X QY est le séparé- complete de
X ®~Y pour la topologie h-adique; 'application canonique f : X ®~Y —

X ®Y est donnée par

Z zph” ® Z yh) =3 (X0 7 ®yg) - HT;

n p+g=n

il est facile de voir que f est bijective si X ou Y est de dimension finie;
on peut démontrer que f n’est surjective que si X ou Y est de dimension
finie. Par contre j'ignore si f est toujours injective.

1.3.4. Produits tensoriels de k-morphismes

Soient X, Y® i = 1,2, des k-espaces vectoriels, #® = (u{) des
k-morphismes X X — Yi: on notera V) ® @ le k-morphisme

XO'gX® 5y gy®

6 3 i ) 2.
associé a la suite n — 35— u,’ @ u;”; on a donc

@ ei)(T6n) =2( ¥ @) oul)E)-n"

n  ptgtr=n
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1.4. Structure d’algébre canonique sur A

Si A est une k-algebre, la formule
> aph? - 3 bght = Z( > “pbq) -h"
P q n  ptg=n
définit sur A une structure de %-algébre dite canonique; son élément unité
est celui de A. Si X est un k-espace vectoriel, I'isomorphisme End;(X) —
End X est compatible avec les deux structures d’algebres.

2. Déformations formelles d’algebres associatives

2.1. Définitions et premieres propriétés

On appelle déformation formelle d’une k-algebre (A, p, 1) une struc-
ture de k- algebre sur le k-module A telle que I’application canonique de
A / hA sur A soit un isomorphisme d’algebres. D’apres le lemme [11.1.3.1,
ceci revient & se donner une suite d’applications k-bilinéaires u,, : AxA —
A et on a alors

A 0, Y bh?) = Y Y prlags b)) - ™

n ptgtr=n

L’isomorphisme A/hA = A se traduit par
(II1.1) po = 1
Passociativité signifie que les deux applications évidentes AxAxA— A
sont identiques et se traduit par les relations
(111.2), Y (tp(ala,8),0) — pip(a, pglb,¢))) =0 ¥m > 1

pta=n

soit encore

a - pn(b, ) — pnlab, c) + pnla, be) — pn(a,b) - c=

n—-1

(IIL3),, - Z(P’p(aa tin—p(b; €)) = pp(tin-p(a, b))
p=1

pour n > 2 et, pour n =1,

(I11.3), a - pi(b,¢) — pni(ab, ¢) + pi(a, be) — pa(a,b) - c = 0.

On appelle déformation formelle constante la structure d’algebre cano-
nique du §111.1.4, i.e. définie par p, = 0 pour n > 1.
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Deux déformations formelles (A, i) et (A, i) sont dites équivalentes

s’ll existe un isomorphisme u de k-algebres de 'une sur l'autre induisant
l'identité sur A/hA; d’apres le lemme II1.1.2.1 cela signifie qu’il existe
des éléments u, € End A vérifiant

Uy = IdA

et

(IL.4) > tougla)ur (b)) = - up(p(a,b)) =0.

ptgtr=n ptg=n

On appelle déformation formelle triviale toute déformation formelle
équivalente a la déformation formelle constante.

Lemme 2.2

Une déformation formelle (/1 fi) est triviale si et seulement si la suite
exacte d’algébres

0> hAd—A—A—0

est scindée.

Démonstration

Notant m Papplication canonique A — A, la condition de Pénoncé
signifie qu’il existe un morphisme d’algébres s : A — A vérifiant 7 o s =
Id 4, c’est-a-dire une suite d’applications linéaires s, : A — A vérifiant
s =1Id4 et

sn(ab) = Z /‘p(sq(a)’sr(b))

ptg+r=n

mais ceci est exactement la condition (II.4) avec u;, =0 Vg > 0.
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2.3. Elément unité d’une déformation formelle

Proposition
(1) L’élément unité 1 de A est aussi élément unité pour une déformation
formelle (A, i) si et seulement si I'on a

(II1.5) pn(a,1) = pn(l,a) =0 VYn >0, a € A
L’analogue de Dapplication i : k — A est alors I'application ik— A
définie par

(O Ah™)y =D A1 b

(ii) Dans la situation de (i), tout élément inversible de A est aussi
inversible dans A.

(iii) Toute déformation formelle (A, Ji) est équivalente & une déforma-
tion formelle (A, i) ayant méme élément unité que A.

Démonstration

(1) est immédiat.

(ii) Soit @ un élément inversible de A; définissons des €léments @ et T
de End;(A4) = End A par

(#) = fila, 7), 5(7) = (3, 0);
ces éléments sont inversibles parce que leurs composantes ug et vy le sont.

Démonstration de (iii)

a) Récrivons la formule (I11.4) en supposant u, = Opourp=1,...,n—
1; on obtient

(I11.6) (@, b) = un(ab) — a - un(b) — un(a) - b+ pn(a,b).

b) Prenant successivement b = ¢ = 1, puis a = b =1 dans (II1.2), on
obtient

(IIL.7) pn(a,1) = a- pn(1,1),  pa(l,a) = pa(1,1) - @
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c¢) Transformons /i par un isomorphisme % vérifiant
w(l)=m1,1), =0 Vn>1
(IT11.6) et (II1.7) entrainent

:u’ll(a7 1) =—a- iu/l(]-a 1) +a- /1’1(17 1) =0

et de méme
#1(1,a) = 0.
d) Procédant par récurrence, supposons que fn(a,1) = pq(l,a) = 0
pour n =1,...,m — 1; transformons /i par un isomorphisme % vérifiant

um(1) = um(1,1), u, =0 Vn#m;

(I11.6) et (II1.7) entrainent u)(a,1) = p,(l,a) =0pourn=1,...,m

e) Il suffit enfin de remarquer que le produit (1 + u,h"™)--- (1 4+ uh)
converge lorsque n tend vers l'infini.

Dans la suite nous supposerons toujours que [’élément unité 1 de A
est aussi élément unité pour (A, [i).

2.4. Représentations des déformations formelles d’algébres
associatives

2.4.1. Définitions

Soit (A fi) une déformation formelle; nous appellerons représenta-
tion de A tout couple (V, %) ol V est un k-espace vectoriel et ¥ un k-
morphisme multiplicatif de A dans EndE(V) End V' ; d’apreés le lemme
I11.1.2.1, il revient au méme de se donner des 7, € Hom(A, End V) véri-
flant

Y. (mp(pg(a, b)) — me(a) - (b)) = 0;
pHg=n
en particulier 7y est une représentation (au sens ordinaire) de A dans V.

Nous dirons que V est un A-module; nous dirons enfin que 7 est de
rang fini n si V est de dimension finie n.
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2.4.2. Sommes directes
On peut définir la somme directe d’une famille quelconque (V(') 7®)

de représentations de A : c’est la représentation de A dans EBV(’) donnée
par

7(@) = ®(0(3))

ou le second membre a un sens grace au §111.1.2.2.

2.4.3. Equivalence

On dira que deux représentations (‘7, ) et (W, p) sont équivalentes s’il
existe un E-isomorphisme @:V — W transformant # en p; c’est-a-dire
§'ll existe des u, € Hom(V, W) tels que g soit bijectif et que

Y. (upomg(a) — pgla) 0 up) = 0.

ptg=n

2.5. Utilisation du langage cohomologique

2.5.1. Généralités

Considérons une k-algebre A et un A-bimodule X ; pour tout entier
n > 1 notons C™(A, X) 'espace des n-cochaines (ou applications n-liné-
aires f de A™ dans X)) et d™ application C™(A4, X) — C™"*1(A4, X) définie
par

d*f(ai,...,@n41) = ar- f(a2» o> Qnt1)
+Z flagy -y @50541, -+ Gny1)
+(“ )n+1f(al,---,an) “On41
On vérifie que d**! o d® = 0; on pose

Z"(A,X) = Kerd" (ensemble des n-cocycles)
B"(A,X) = Imd"! (ensemble des n-cobords, nul pour n = 0);

on a donc B"(4,X) C Z"(A, X). L’espace Z"(A, X)/B™(A, X) est noté
H™(A, X) et appelé n-ieme-groupe de cohomologie de Hochschild de A a
coefficients dans X (pour plus de détails, voir par exemple {10}, §IX. 4).
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Ceci étant, la formule (II1.3) se récrit comme suit :

n—1

(IIL8)  d*pa(a,b,¢) = = Y (1p(a, pta—p(b; €)) = p(pin—p(a, b), )

p=1
ot 'on a considéré A comme un A-bimodule. En particulier u; est un
2-cocycle. On peut de méme interpréter la formule (II1.4) de la facon
suivante :

m—~1
(I1L9) d"um(a,8) = = 3 wy(jimos(a, 1))
p=0
m—1 m m—n
- Z up(@) - Um—p(b Z Z i (tp(@), (D)),
p:l n=1 :
En particulier
(IIL.10) (d"ur)(a,b) = m(a,b) — i (a,b).

2.5.2. Construction de déformations formelles par étapes

Etant donné un 2-cocycle ¢ € Z%(A, A), on peut chercher & construire
une déformation formelle 7 telle que uy = ¢; considérons la 3-cochaine

@/1(‘1, b’ C) = 90(90(% b)a C) - (p(CL, (p(bv C));

on vérifie que v est un 3-cocycle; la formule (II1.8) avec n = 2 montre
que 9 doit étre un cobord, ce qu’on exprime en disant qu’il y a une
obstruction dans H*(A, A). Si ¢ est un cobord, on peut déterminer p, (a
un 2-cocycle pres); pour déterminer pz on se heurte de nouveau a une
obstruction dans H3(A, A), et ainsi de suite.

Théoréme 2.5.3 _
Si H*(A, A) = 0, toute déformation formelle (A, i) de A est triviale.

Démonstration

a) Montrons d’abord, sans supposer H*(A4, A) =0, que si yy = -+ =
pn—1 = 0 et si u, (qui est un 2-cocycle) est un cobord, il existe i’ équiva-
lente & 1 et vérifiant i} = --- = p;, = 0. Il existe par hypothese f € End A
tel que

pn(a,b) = a- f(b) — flab) + f(a) - b
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Définissons % et ¥ € End%(ﬁ) par

— fe/™ si g est un multiple de n
? 0 dans le cas contraire

f sig=mn
Vg .
0  dans le cas contraire;

on vérifie que % et ¥ sont mutuellement réciproques. Définissons ji’ par

fi'(a,b) = w(i(3(a), 5(b)));
on vérifie que
i (a,b) = ab+ (un(a,b) —a- f(b) + f(ab) — f(a) - b)A™ mod. A*H.
b) En vertu de la partie a) il existe un automorphisme de A de la forme
I—hf; transformant i en il!) tel que ,u( ) = 0; puis un automorphisme de
la forme I —h2 f, transformant 5V en ii® tel que u(g) = ¥ = 0; et ainsi

de suite. Il suffit alors de remarquer que le produit (I —h?f,)--- (I —hf1)
est convergent Jorsque p tend vers l'infini.

2.5.4. Exemple

Le théoreme s’applique en particulier aux algébres de matrices M(n, k).

Théoréme 2.5.5

Si g est une algébre de Lie semi-simple sur un corps k de caracté-
ristique nulle, toute déformation formelle de son algebre enveloppante
U(g) est triviale.

Nous en donnerons deux démonstrations; elles font toutes deux inter-
venir la cohomologie des algebres de Lie, dont nous rappelons la défini-
tion. Etant donné une algebre de Lie g et un g-module X, on pose

C™(g,X) = Hom(A"g, X) (espace des n-cochaines);
on définit des applications linéaires d" : C™(g, X) — C™*'(g, X) par

dnf(Xl, S aXTH-l) = Z(—l)ﬁl 'Xif(Xla vy Xy ,Xn+1)
=1
S (=D FXL X)L X X X Xaa)

1<g
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ou le symbole ~ signifie qu’on omet la lettre correspondante; alors d"*! o
d™ = 0 et on pose

Z™(g,X) = Kerd" (ensemble des n-cocycles)
B"(g,X) = Imd™' (ensemble des n-cobords, nul si n = 0)
H"(g,X) = Z"(9,X)/B"(g,X)-

Premiére démonstration du théoréme

Il suffit de montrer que H2(U,U) = 0. Considérons & comme un g-
module pour l'action (X, u) — Xu — uX (action adjointe); on sait (voir
par exemple [10], chapitre XIII, théoréeme 5.1) que H™(U,U) = H"(g,U);
mais H™(g,U) est nul en vertu du lemme ci-dessous.

Deuxiéme démonstration du théoréme

a) Soit (U, ji) une déformation formelle de I/ = U(g). D’apres le lemme
I11.2.2, il suffit de montrer que la suite exacte d’algebres

0—=hl -UDSU—0

est scindée, ou encore, en vertu de la propriété universelle de ’algebre
enveloppante, que la suite exacte d’algébres de Lie

0—h =77 (g) g —0
est scindée.
b) Pour tout X € g, notons p(X) Popérateur k-linéaire dans I/ défini
par p(X) = adj(X), c’est-a-dire
p(X) - = (X, %) — i@, X) Viel,

ou encore

(PX)- @ = D (p(X, ug) — pip(ig, X))

pe=n

Cet opérateur conserve chaque idéal ™ et définit un opérateur
pm(X) dans A™U/R™ U donné par

Xy v=X -v—-v-X;
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autrement dit, p,, n’est autre que la représentation adjointe de g dans
I'algebre h™U /W™ identifiée & U (par contre p n’est pas une repré-
sentation!).

On notera m,, Papplication canonique A™U — h™U / R

¢) La fleche 771(g) 5 g admet un inverse & gauche k-linéaire s évi-
dent : s(X) = X, mais ce n’est pas un morphisme d’algébres de Lie;
posons

FX,Y) =5(1X,Y]y) — [s(X),s(V)l; VXY eg;

la

on vérifie facilement que 'on a f(X,Y) € R et
p(X) - F(Y,2) = p(Y) - (X, Z) + p(Z) - F(X,¥) =

= f([X’ Y]B,Z) - f([X’ Z]Q’Y) + f([Y, Z]Q’X)-

Composant avec 7y, ceci montre que 1,0 f € Z2(g, hid /h2U) ; en vertu
du lemme ci-dessous, il existe une application linéaire g9 : g — All/R*U
telle que

m(f(X,Y)) = p(X) - g1(Y) = p1(Y) - 92(X) — 61 ([X, Y]g);
relevons g? en une application linéaire g; : g — Kl ; on aura
FX,Y) =p(X) - q1(Y) = p(Y) - 1(X) — g:([X,Y]g) modulo h*U.
Posant t; = s+ g1, on a
t1([X, Y]g) — [t(X), t1(Y)]7 =0 modulo h?/.

d) Procédant avec t; comme plus haut avec s, on construit g, : g —
h2U tel que t, = t, + g, vérifie

t2([X, Y]g) — [t2(X), 22(Y)]; =0 modulo A*U;

et ainsi de suite; la suite des ¢, est convergente parce que la série . g,
Uest; sa limite a la propriété désirée.

Lemme
Si k est de caractéristique nulle, on a H*(g,U(g)) = 0,U(g) étant muni
de la représentation adjointe de g.
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Démonstration

On sait (cf. [12], §2.3.3) que U(g) est somme directe de g-modules de
dimension finie, et d’autre part ([20], chapitre II, proposition 11.3) que
H?(g, E) est nul pour un tel module E; enfin il est facile de voir que ceci
reste vral pour les sommes directes.

2.5.6. Représentations des déformations formelles constantes
d’algébres associatives

D’apres 111.2.4.1, si p, est nul pour tout n > 0, une représentation
(V,7) de A équivaut & une suite d’applications m, : A — End V' vérifiant

Ta(ab) — Z mp(a) - me(b) =0,

pte=n

soit encore, en considérant End V comme un A-bimodule pour les actions

a-u=mpla)ou, u-a=uomgla),

n—1
d*rala,b) = = mp(a) - map(b);
p=1
en particulier m; est un l-cocycle.

On dira que 7 est une déformation formelle de la représentation g
de A dans V. On a en particulier la déformation formelle constante dé-
finie par 7, = 0 Vn > 0; une déformation formelle 7 sera dite triviale
si elle est équivalente (au sens du §I11.2.4.3) & la déformation formelle
constante ayant méme g, avec en outre ug = Idy ; cels signifie donc que

n—1
doun(a) = Z Up © Tn—p(a);
p=0

en particulier m; = d®u;.

Théoréme
Soit A la déformation formelle constante de A, (V,7) une repré-

sentation de A. Si H'(A,EndV) = 0, % est une déformation formelle
triviale de my.
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Démonstration

Par récurrence; on a un u; € End V vérifiant m; = d%u, ; on transforme
7 par automorphisme Idy + hu; ; etc.

2.5.7. Représentations des déformations formelles des algébres
enveloppantes des algébres de Lie semi-simples

Notons g une algebre de Lie semi-simple sur k, I son algebre envelop-
pante, (U ,7i) une déformation formelle de U, Rep(lf) (resp. Rep(U, i)
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations de dimension finie
de U (resp. de rang fini de (U, i)).

Théoréme

On suppose k de caractéristique nulle.

(i) En associant & toute représentation (V, %) de rang fini de (U, i) sa
composante de degré 0, on obtient une bijection de Rep(U, i) sur Rep(U)
qui respecte les sommes directes et les inclusions.

(ii) mo est irréductible si et seulement si tout sous-U-module fermé non
nul de V est de la forme h™V oum € N (et en particulier isomorphe a
V). Dans ces conditions nous dirons que (V,7%) est minimale.

(iii) Toute représentation de rang fini de (U, i) est somme directe de
représentations minimales.

Démonstration

a) Notons (I, ji') la déformation formelle constante de I/ ; en vertu du
théoreme I11.2.5.5, il existe un automorphisme qz~5 du k-module ¢ transfor-
mant /i en i’ et en outre vérifiant ¢y = Idy. L’application # — 7 o b est
une bijection de Rep(U, i) sur Rep(U, [i') qui respecte évidemment les
sommes directes et les inclusions; de plus 7 et %ogg ont méme composante
de degré 0. On peut donc supposer que p, =0 VYn > 0.

b) L’application qui, & toute représentation de dimension finie de U,
associe sa déformation formelle constante est évidemment injective et
respecte les sommes directes et les inclusions; pour prouver qu’elle est
surjective, il suffit (cf. théoréme I11.2.5.6) de montrer que H'(U,End V)
est nul pour tout U/-module V' de dimension finie; or HY{(U,End V) =
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H'(g,End V) qui est nul (voir par exemple [20}], chapitre II, proposition
11.2). Ceci démontre (i).

¢) Pour démontrer (ii), on peut supposer que T, = 0 Vn > 0. Il est
immédiat que si 7wy est réductible, V n’est pas minimal. Réciproquement
supposons g irréductible et considérons un sous U-module fermé non nul
Z de V; notons r le plus petit entier positif ou nul pour lequel I’ensemble
Z, des z, avec Z € Z est non nul; la formule

7@ 2= (3 mla,) 2)h" Vi=(a) €l

n ptg=n
montre que Z, est mo-invariant, donc égal & V. On va montrer que Z
contient h™V, Pinclusion inverse étant évidente. Soit donc 7 un élément
de h"V ; il existe un élément 3 de Z vérifiant 2{%) = z,, puis un élément
7V de Z vérifiant 20 = ,41 — 287} ; on construit de proche en proche
des éléments 2(¥) de Z vérifiant

k) _ (0) 1) (k-1).
A9 = o p — Zrvk T Prdk-1 T 77T T Fr4l

alors 'élément Z = 3 > 7). h¥ appartient & Z et, par ailleurs, est égal
3 z. Ceci démontre (ii). Enfin (iii) résulte de I’assertion analogue pour U.

2.5.8. Dérivées des déformations formelles. Structures de Poisson

La formule (II1.10) montre que, si fi et fi' sont deux déformations
formelles équivalentes, les classes dans H?(A, A) des 2-cocycles 1y et u)
sont égales; cette classe sera appelée dérivée de la déformation formelle,
ou plutdt, de sa classe d’équivalence.

Supposons maintenant A commutative et k de caractéristique dis-
tincte de 2. Remarquons d’abord que, si f est un élément antisymétrique
de Z%*(A, A), on a

f(a,bc) =b- f(a,c) tec- f(aab);

en effet la relation d?f = 0 entraine

fla,bc) = —a- f(b,c)+ f(ab,c)+ f(a,b) - c
f(a,cb) = —a- f(c,b) + f(ac,b) + f(a,c)-b
f(ba,c)—f(b,ac) = b-f(a,c)-f(b,a)-c;
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additionnant ces trois relations en tenant compte de la commutativité de
A et de lantisymétrie de f, on obtient le résultat cherché.

Considérons maintenant une déformation formelle i = (u,) de A et
posons

{a7 b} = ,u'l(a’ b) - /Ll(b’ a);

ce qui précede montre que 'on a
(II1.11) {a,bc} =b-{a,c} +c-{a,b};

par ailleurs la relation (II1.2), entraine que { , } satisfait I’identité de
Jacobi

(II1.12) {{a,b}, ¢} + {{b,¢},a} + {{c,a}, b} = 0.

Ceci montre que { , } est un crochet de Poisson et que A devient
une algébre poissonienne (cf. §11.5.1); on dit que la déformation formelle
(A, i) est une quantification de cette algebre poissonienne.

Exemple
Prenons A = C*®(R?) avec la multiplication ordinaire notée x; notons
P Popérateur linéaire dans A ® A suivant :

_0 590 9,9
" Oz, Bzy Oy Oxp

p

posons
fin = i, =poP",
c’est-a-dire encore
fi(a,b) = p(e*"(a @ b))
On vérifie que
o np [T 0 \p; O \n-p 0 \n-p, 0 \p
=30 () () ) 7 () ()

et il en résulte facilement que [ est effectivement une déformation for-
melle. Le crochet de Poisson associé (identique ici & p1) est le crochet de
Poisson usuel. Cette déformation formelle est intimement liée au *-pro-
duit de Moyal (voir par exemple [4], I, §3).
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2.6. Construction de déformations formelles d’algébres
par générateurs et relations

2.6.1. Notations
On note

e X un ensemble
e V le k-espace vectoriel de base X
o W =@V =k (X) lalgebre tensorielle de V

o (fi,fi(o))iez un systéme de réductions avec & € (X), fi(o) e W (cf
§1.2.2)

e KO l'idéal bilatere de W engendré par les éléments & — ffo)

e A 'algebre quotient W/K©)

o« Wla %—algébre topologique obtenue en munissant W de sa structure
d’algebre canonique (cf. §111.1.4)

e pour tout i € I, f; = 3, F9Ra un élément de W ou 9 e Wwoet
fi(o) a le méme sens que plus haut

e K Didéal bilatére fermé de W engendré par les &; — f;

e A lalgtbre quotient W /K

e pour tout entier n > 0, W, = W/h™* - W, k, = k/h"+! - k
T, le morphisme canonique W — Wn

® fin=ma(fi)

e S, le systeme de réductions dans W, formé des éléments (&, fin)
(on prend ici comme anneau de base k).

Théoréeme 2.6.2

On suppose que pour tout n > 0 le systéme de réductions S, satisfait
aux hypothéses du lemme diamant. Alors A est isomorphe & A©® en tant
que E-modu]e, autrement dit A est une déformation formelle de A©®). De
plus I’élément unité de A est aussi élément unité de A.
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Démonstration

) L’ algebre W est limite projective des W, et A est limite projective
des A© /AL A ; A est limite projective des W, /my(K) (propriété clas-
sique des systemes projectifs); il suffit donc de montrer que W, /m,(K)
et A© /R A®© sont isomorphes en tant que k-modules.

b) On a
Wo=W @k, AQ/R™L. A0 = AO g F,;
on est donc ramené & démontrer que
(W ® ka)/mn(K) = AO @ k.

c) I est clair que 7, (K) est l'idéal bilatere de W, engendré par les
& — fins le k,-module W, admet pour base ensemble (X); en vertu
du lemme diamant, on obtient une base de W,/m,(K) en prenant les
monodmes irréductibles, i.e. ne contenant aucun des z;. Le théoréme ré-
sulte alors du fait que ces éléments forment aussi une base de A ® ky.

Remarque

Le choix de la famille (&;, f;) permet, au moins théoriquement, de dé-
terminer les applications j, du §111.2.1; en effet fixons une indexation
des monomes irréductibles dans Wy, soit (7,) ot A parcourt un certain
ensemble A; les monémes irréductibles dans VT/(,L) sont alors les 7,.hY,
g = 0,1,...,n. Solent A\,p € A; alors pn(n,7,) est le coefficient de
h™ dans I'élément de W, obtenu par réductions successives & partir du
mondme 7, - 7, (cf. théoreme 1.2.2 (ii)).

2.6.3. Exemple : une déformation formelle de Sk3

On note (e, ey, e3) la base canonique de k*; Dalgebre A = Sk* est
définie par les générateurs e; et les relations e;e; — eje; = 0. On souhaite
définir une déformation formelle de A par les mémes générateurs, mais
avec les relations

e1eg — €9€1 — hey = e1€3 — €3e] = e9e3 — e3e9 = 0;
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on applique le théoréme II1.2.6.2 avec X = {e1,€2,€3} et le systeme de
réductions dans W,,, n > 1, formé des éléments

(62617 €162 — hes), (636176163); (636276263);

conformément 3 la remarque 1.2.2, on définit F': (X) — N? par Fy(f) =
degré total de 6 et F5(8) = nombre d’inversions de §. Toutes les hypothe-
ses du théoreme 1I1.2.6.2 sont vérifiées, et on a bien une déformation
formelle i de A; si on prend pour base de A les monémes e]" ey e,

alors

Blei,ej) = ee; sit<jousii=3
,17,(62,61) = 6162—h63, ete.

2.6.4. Remarque (fixation du parameétre)

On peut vérifier que, dans la situation de 'exemple précédent, pour
tous éléments a,b de A, [i(a,b) est un polynéme par rapport & h a
coeflicients dans A; cette circonstance permet, pour tout élément hg
de k, de définir une nouvelle multiplication dans A, & savoir (a,b) —
Yon in(a,b)hy. Si de plus hy est non nul, 'algébre obtenue est 1'algébre
enveloppante de l’algebre de Lie de Heisenberg.

2.7. Le plan quantique de Manin
2.7.1. Définition

On note (ey, e2) la base canonique de k?; algébre A = Sk? est définie
par les générateurs e; et la relation e;e; — eze; = 0. On souhaite définir
une déformation formelle zi de A par les mémes générateurs mais avec la
relation

eqey — 6h6162 =0

on applique le théoreme I11.2.6.2 avec X = {e;, 2} et, dans chaque W,
le systéeme de réductions formé de 1'unique élément (8261, 2 p=0 %6162) ;
on définit F' : (X) — N par le nombre d’inversions; les hypotheses du
théoreme II1.2.6.2 sont vérifiées et on a bien une déformation formelle
(A, i) de A avec A = @k2/K ; nous noterons Syk? cette algebre et STk?
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sa partie homogene de degré m > 0. Si 'on prend pour base de A les
mondmes e]'ey’?, on a

mi ,m2 N1 nz)

I en? eMe ghmam
1 €3 :€1 €

mi1+n1

el m2+n2‘

€9

Supposons un instant que kK = C; cette relation montre que, pour
tous a,b € A, [i(a,b) est, par rapport a4 h, une série convergente de
rayon de convergence infini; on peut donc définir, pour tout hy € C,
une nouvelle multiplication dans A par (a,b) — 3, pn(a, b)A™. On pose
traditionnellement ¢ = e et on note S;k? la nouvelle algébre obtenue.
Une application immédiate du lemme diamant montre que S,k? est l’algeé-
bre définie par les générateurs ey, e; et la relation

e9e1 — qeres = 0.

Si maintenant k est un corps quelconque et ¢ un élément non nul de
k, on peut encore définir S,k? de la méme fagon.

2.7.2. Formule du binéme dans Syk?

Notons maintenant ¢ I’élément e* de k. On pose, pour tout entier
n>0:

1
(n), = =l4+qg+-+¢""

(n); = (1)g(2)g" - (ng);

puis, pour m > n : (m)!
(%), = @

(expression dont le lecteur s’assurera aisément qu’elle a bien un sens).
Ces éléments, appelés g-coefficients du bindme, satisfont a la relation de

Pascal :
m m—1 nfm=—1
()= () + (73),
q q q

d’out I’on déduit par récurrence que ce sont des polyndmes par rapport a
q (appelés polynémes de Gauss).
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Enfin on montre que

m
m -
(er+e)" =3 ( ) efey ™"
n
n=0 q
en vérifiant que les coefficients des divers monémes efey' " satisfont & la
relation de Pascal.

2.7.3. Décomposition de ®%k?

L’espace ®%k? admet pour base les éléments e; ® e; que nous noterons
e;;; posons AZk2 =k - (g - 15 — eg1) de sorte que S2k? = @%2k?/ A2 k2; le
sous-espace de ®2k? de base €11, €29, €12 + geq; est un supplémentaire de
A2k?, ce qui permet d’écrire

2 = S2K? @ AZE2.

3. Déformations formelles de cogebres,
bigébres, algebres de Hopf

3.1. Déformations formelles de cogebres

On appelle déformation formelle d’une k-cogebre (4, A) (non néces-

sairement & coiinité) tout k-morphisme A : A — A'® A vérifiant les
conditions suivantes :

(i) les applications (A®Id Z)o& et Idy QA de A vers (A® A® A) sont
identiques (pour la définition des produits tensoriels A®Id Fetldy A,
voir §111.1.3.4).

(ii) Iapplication A/h-A — A® A/h-A® A déduite de A est identique
a A.
D’apres le lemme I11.1.2.1, ceci équivaut & la donnée d’une suite d’ap-

plications k-linéaires A, : A ® A vérifiant ce qui suit :

(I11.13) > (Ap®Ids—1da®A,) 0 A, =0

ptg=n
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(I1.14) Ag = A.

On laisse au lecteur le soin de définir les notions de déformations
formelles de cogebres équivalentes, constantes, triviales.

3.2. Déformations formelles de bigebres

Remarquons d’abord que, si (A, ) est une déformation formelle d’une
algébre A, A® A admet une structure d’algebre naturelle :

iD= (AQARARAr — A® A
définie comme suit :
i = (L®H) oo
ol 733 est le prolongement naturel de o93 & (AQ A® A® A)™; en d’autres
termes i@ a des composantes {2 : AQ AR A® A —» A® A données
par
pD =3 (1p ® pg) © 0.

ptg=n
Considérons maintenant une bigebre (A, u, i, A, ¢). Une déformation
formelle de (A, p,1, A, €) est formée d’une déformation formelle /i de p et
d’une déformation formelle A de A, compatibles en ce sens que A doit
étre un morphisme d’algebres, ce qui se traduit par
(IT1.15), S Apopp= D (p®pg) 00230 (A ®A).

ptg=n pHg+r+s=n
On dit que A admet la méme coiinité que A sil'on a
E®Id;) oA =(1d;®8) 0 A =1dy

ou

E(X anh™) = Y e(an) - 1%

n

c’est-a-dire encore
(e®1d)o A, =(Id®e)o A, =0 Vn>0.

1l est facile d’adapter la notion d’équivalence du §II1.2.1 au cas des
bigebres, et on a le résultat suivant :

Lemme 3.3
Toute déformation formelle de (A, u,1, A, €) est équivalente & une dé-
formation formelle admettant les mémes unité et cotinité que A.
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Démonstration
Voir [19].

Dans la suite, nous supposerons toujours que A admet les mémes unité
et cotinité que A.

Remarque

On trouvera dans [19] une théorie cohomologique pour les bigebres
analogue & celle exposée au §111.2.4 dans le cas des algebres.

3.4. Déformations formelles d’algébres de Hopf

Théoréme 3.4.1
Si une bigébre A est une algébre de Hopf avec antipode S, toute dé-
formation formelle de A est équivalente 4 une autre déformation formelle

qui est une algébre de Hopf en ce sens qu’il existe un élément S de
End;(A) vérifiant

ZZO(§®IdZ)05 =jio (Idg®§)oﬁ =70F.
En d’autres termes il existe une suite d’éléments S, € End A vérifiant :

(II116) > ppo(Sg®Ida)o A, = > ppo(lda®S,) oA,

ptgtr=n ptq+r=n
e sin=0
0 sinon.
(I11.17) So=3S5.

Démonstration

On peut supposer que A admet les mémes unité et coiinité que A.
Reprenant la méthode du lemme I1.1.4, considérons 'algebre End A mu-
nie du produit

uxv=po(u®v)ol;

de la méme fagon End;(A) est une algebre pour le produit analogue
avec des “tildes”, et c’est une déformation formelle de End A; on vérifie
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que ¢ o ¢ est encore unité pour cette déformation formelle; enfin Id ; est

inversible dans End A parce que Id4 ’est dans End A (cf. proposition
I111.2.3).

3.4.2. Produits tensoriels et contragrédientes de représentations
de déformations formelles d’algébres de Hopf

Considérons deux représentations (V,?r), (W,ﬁ) de A au sens du
§I11.2.4.1; notons & la composée des trois applications suivantes :

—

DA:A-AQA

D Txp: AQA — (EndV @ End W) (cest ce qu'on a noté ¥ ®
au §111.1.3.4)

3) Papplication (End V ® End W)™ — End(V ® W)~ obtenue en pro-
longeant de facon évidente ’application usuelle

EndV ® End W — End(V ® W).

Alors & est une représentation de A, ayant pour composantes

On = Z (mp X pg) © Ar;

ptgt+r=n

o sera notée T ® p. On a en particulier
(T ® p)o = (mo X po) © Do = T ® po.

Considérons maintenant une représentation (V,7) de A; on peut, de
facon analogue a ce qui a été fait au §11.2.1, définir les puissances ten-
sorielles @M%, puis, en utilisant le §I111.2.3, leur somme directe @7, repré-
sentation opérant dans éT/ ; Ol a encore

®m+n;7vr — (®m;,vr) ® (®n,7r)’

d’olt 'on déduit que, si £ est un sous-k-module de ®2V , stable par ®?*7,
I'idéal bilatere fermé de @V engendré par E est stable par ®7.
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Enfin il est facile de définir la contragrédiente d’une représentation
(V,%) : clest la représentation dans 'espace Hom~(V k) = V* donnée
par

(@) = 7(S(a));

ses composantes sont données par

(T)n(a) = Z t”p(Sq(CL));

ptrq=n

en particulier

(7)o = (mo)".

Théoréme 3.4.3

On suppose k de caractéristique nulle. Soit U Ialgébre enveloppante
d’une algébre de Lie semi-simple, (U i1, Die, S) une déformation for-
melle de P’algébre de HopfU. La bijection Rep(U, ji) — Rep(U) établie au
théoréeme I11.2.5.7 respecte les produits tensoriels et les contragrédientes.

Démonstration

Cela résulte immédiatement des formules donnant (7 ® p)o et (7).

3.4.4. Construction de déformations formelles d’algébres de Hopf
par générateurs et relations

On reprend les notations et les hypotheses du théoreme I11.2.6.2; on
souhaite définir dans A une structure d’algebre de Hopf, i.e. des opé-

rations A,z,5 en donnant leurs valeurs sur les éléments de Iensemble
X.

Commencons par A. On se donne donc, pour tout z € X, un élément
Ag(z) de (Ag ® Ag)™; I'application Ag se prolonge en un morphisme de
k-algebres W — (A ® Ap)7, puis en un morphisme de k-algébres A, :
W — (Ao ® Ap)™; pour que celui-ci passe au quotient en un morphisme
A Ay — (Ag ® Ap), il suffit que l'on ait

(111.18) Aol&i— f)=0 Viel;
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enfin pour que A soit coassociatif, il suffit que
(II1.19) (A® Id%)(Ao(aj)) = (Id% RA)(Aop(z)) Ve X.

On procede de méme pour ¢ : on se donne des £o(z) € k; on en déduit
un morphisme &g : W — k, qui définit « A — k pourvu que 'on ait

(I11.20) (& — fi) =0
la condition de coiinité s’écrit
(111.21) (e ® 1d5)(Ao(2)) = (Id7 ®2)(Ao(2)) = 2.

Enfin pour S : on se donne Sy : X — Ay qu'on prolonge en un
antimorphisme So W — Ao qui doit vérifier :

(111.22) So(&— fi) =0

(11.23)  w((S ® 1dg)(Ao(2)) = p((ldz; @) (Aa(2)) = £o(z) -1

ol i désigne la multiplication dans Ay.

3.5. Dual restreint d’une déformation formelle
d’une algébre de Lie semi-simple
3.5.1. Dual restreint d'une déformation formelle d’une algébre

Soit (A, ft) une déformation formelle d’une algébre A : posons

A= Homz (X, k) = A*;

(f/~ ji) est une représentation de A, il est naturel d’appeler coefficients
d (V,7) les éléments de A* de la forme

<I>~~ ta— <£, > Z Z (€ps mg(ar)us) h®

n ptgt+r+s=n

o eV, E € V*. On notera A° I'ensemble des coefficients de repré-
sentations de rang fini, et on appellera dual restreint de A I'adhérence A0
de A® dans A*; c’est évidemment un sous-k-module de A*.
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3.5.2. Cas des algébres enveloppantes des algébres de Lie semi-simples

Soit U = U(g), g semi-simple sur k de caractéristique nulle; comme
toute déformation formelle de U est triviale (théoreme II1.2.5.5) et comme
les duaux restreints de deux déformations formelles équivalentes sont
isomorphes, on peut supposer que (Z] , i) est la déformation formelle cons-
tante; comme, de plus, toute représentation de rang fini 7 de (Zj , L) est
équivalente & une représentation vérifiant 7, = 0 Vn > 0 (théoréme
I11.2.5.7), on peut ne considérer que des représentations de ce type. Alors
les composantes de ®Z.. sont données par

(Qz{'ﬂ)n = z (I)gz?,”q
p+a=n
et on voit que ce sont des éléments de U°; on en déduit sans peine que
U° est égal 4 UO. De plus il est immédiat que, en notant u et A (resp. u°
et A®) les opérations dans U (resp. U°), on a les propriétés suivantes :

o la multiplication /i® dans {/° (et méme dans I/*) a des composantes
pd U x U® — U° données par

po (0, %) = (e ®¢) 0 Ay;

en particulier ud = u®;

e la comultiplication A° dans 7O a des composantes : A2 : U® —
U’ ® U° données par
Ad =

n

A% sin=0
0 sin>0.

En résumé nous avons démontré ce qui suit :

Théoréeme _

Le dual restreint U° d’une déformation formelle de U(g), g semi-
simple, est, en tant que bigébre, une déformation formelle de U(g)° et
en outre triviale en tant que cogébre.

Par contre, comme nous le verrons au chapitre IV, U(g) peut admettre
des déformations formelles d’algeébre de Hopf dont le dual restreint soit,
en tant qu’algébre, une déformation formelle non triviale de U(g)°.
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3.6. Dérivées des déformations formelles de bigébres
cocommutatives

Nous avons vu au §I11.2.5.8 que, si (A4, /i) est une déformation formelle
d’une algebre commutative (A, ), 'application

{,}=m—moo

est un crochet de Poisson. De fagon duale on a le résultat suivant : si
(A, A) est une déformation formelle d’une cogébre cocommutative (A, A),
lapplication ¢ = A; — 0 0 A; est un cocrochet de Poisson (cf. §11.5.2).

Considérons maintenant une déformation formelle d’une bigebre co-
commutative; on va avoir une relation reliant o, A et u; en effet la
formule (II1.15); peut s'écrire

DpoptAow—(u®@u)oono(Ay@A+ARA;) =
=(m®p+p@m)oogo(A®A).
Comme A est cocommutative, A o y; envoie A ® A dans S?A; montrons
qu’il en est de méme pour (41 @ g+ p® 1) 0 ga3 0 (A ® A). Prenons un
élément a @ b de A ® A; on écrit

Aa) = Zai ®a, Ab)= Zﬂj ® B;

avec w;, 3 € A, et on en déduit facilement que
(1 @u+p®p)ooso(A®A) a®b) € S?A.

On vérifie ensuite que

p(ab) — Ala) - ¢(b) — ¢(a) - 5(b) = 0

[calcul facile en écrivant
A(e) =) @ ®a;, Ab) =) b @b
k ¢

On a donc établi le résultat suivant :



84 III. Déformations formelles

Proposition

Soit (A, p, i, A, ) une bigébre cocommutative, (i, ZX) une déformation
formelle de cette bigébre au sens du § 111.3.2; Papplication ¢ = Ay —ool\
munit A d’une structure de bigébre copoissonienne au sens du §I11.5. En
particulier, si A est une algébre enveloppante U(g), la restriction § de ¢
a g munit g d’une structure de bigébre de Lie.

3.7. Equations de Yang-Baxter quantique et classique

Notons encore (A, i, A) une déformation formelle d'une bigébre co-
commutative et posons ¢ = A; — ¢ o A;. Donnons-nous en outre un
élément R = (R,) de A® A vérifiant des conditions analogues aux con-
ditions (I1.1), (IL.2), (IL.3), & savoir

(11.24) 2. (up® po)(ons(Br ® As(a) = 0(A(a)) @ By)) = 0
(111.25) Z ((Ap ®Id)(Ry) — Rp13Rgp3) =0
(11126) Z ((Id ®AI))(RQ) - RP;ISRq;12) =0;

supposons en outre que Ry =1 ® 1. Alors (II1.24) avec n = 1 implique
ola) = [Aa), Rl

posant 7 = (R, — o(R;)) € A’A, on en déduit que

(I11.27) o(a) = [Ala),7].

Par ailleurs R, appartient & P ® P ou P désigne 'ensemble des élé-
ments primitifs de A; pour le voir, on choisit des bases (e;) et (e;) comme
a la proposition I1.5.4.3 et on écrit (I11.25) et (I11.26) avec n = 1.

Ensuite on montre, comme au §11.2.1.2, que R satisfait I’analogue de
I’équation de Yang-Baxter quantique, & savoir

Z (Rp;IZRq;ISRr;QB - Rr;23Rq;13Rp;12> - O,
pHgtr=n
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écrivant ceci avec n = 2, on obtient
[Ri;19, Rij1a] + [Ru0, Rijs] + [Rias, Rijs] = 0;
autrement dit, R; satisfait I'équation de Yang-Baxter classique.

Proposition

On suppose que A est une algebre enveloppante U(g). Alors r ap-
partient & A*g, admet § = ¢4 comme cobord, et satisfait 'équation de
Yang-Baxter classique modifiée.

Démonstration

La premiere assertion résulte de ce que Ry € P P et P = g; la
seconde de (II1.27); enfin la troisiéme a été démontrée au §11.5.5.






Chapitre IV
Le groupe quantique U (sl(2,k))

On suppose dans tout ce chapitre que le corps k est de caractéristique
nulle et algébriquement clos.

1. Déformation formelle de U(sl(2,k))

1.1. L’algébre associative Uy (sl(2, k))

Remarquons d’abord que, si z est un élément d’une algebre A, I’ex-

pression %1%252 définit un élément de A qui peut s’écrire
sh(hz/2)
Py(z
sh( h/ 2) Eq:

ou chaque P, est un polyndme & coefficients rationnels, nul pour ¢ impair,
et vérifiant Py(z) = z et P,(0) = 0.

Rappelons par ailleurs que 'algebre de Lie sl(2, k) admet pour base
les éléments

a=(3 %) x=(0) - (1 0)
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avec
(IV.1) [H,X]=2X, [HY]=-2Y, [X,Y]=H.

Son algebre enveloppante U (sl(2, k)), que nous noterons aussi U, est dé-
finie par les générateurs H, X, Y et les relations (IV.1); elle admet pour
base les monémes H™ - X™ - YP (théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt).

Reprenant la méthode exposée au §111.2.6, on souhaite définir une
déformation formelle par les générateurs H, X, Y et les relations
sh(hH/2)
Iv.2 H X]=2X, [HY|=-2Y, [X\)Y]=——=
(v2)  [HX] 7,71 xv) = e
I’ensemble X du §1I1.2.6 est donc formé de H, X, Y ; I’ensemble I a trois
éléments et on prend

_ _ _ @ _ ] —2X sig=0
gl—XHv fl—HX 2Xa fl _{ 0 Slq>0
_ . () _ 2Y Siqzo
52_YH) fQ_HY+2Y, 2 —"{0 51q>0
sh(hH/2) (@ XY —Py(H) sig=0
— =Xy - — 7~ 7 —
=YX, fs sh(h/2) = 3 ~P,(H) sig>0

Nous avons vu au §1.2.5 que les hypotheses du théoréeme 111.2.6.2 sont
satisfaites; celui-ci montre donc que I’on définit bien une déformation
formelle de U(sI(2, k)), i.e. une structure de k-algebre sur I ; on la note
traditionnellement Uy (s!(2, k)) ou, plus simplement, .

Le théoreme I11.2.5.5 montre que cette déformation formelle est trivia-
le; mais I'isomorphisme entre celle-ci et la déformation formelle constante
ne semble pas facile & décrire explicitement (cf. [17], p. 334).

1.2. L’algébre de Hopf Uy, (sl(2, k))

Nous allons utiliser la méthode du §111.3.4.4. Posons

Ao(H) = Ho1+10H
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Ao(X) = X @t/ o hllig x
A0<Y> = Y ® 8hH/4 + e—hH/4 ® v
go(H) = e(X)=¢g(Y)=0
So(H) = —H

Se(X) = —et?X

So(Y) = —e"Y;

on doit vérifier les relations (III.18) a (II1.23). Pour cela il sera commode
d’introduire les éléments

g = M et g=glck

Ky = M/t et K:ngl/lh;

on a

(IV.3) Ko-X-Kj' = ¢X

(IV 4) Ky-Y-Kg' = ¢'Y

(IV.5) X, Y] = (K-K™")/(g—q7").

1) Vérifions (II1.18) pour ¢ =1 ou 2 (on prend 7 = 1) : on a
A XH-HX+2X) = X®K+K'9X)- (H®1+1®H)
—(HR14+10H)- (XK +K ' X)
+2(X QK+ K '®X)
= X,H@K+K'®[X,H)+ X ® K, H]
+HEKLHX+2X 9K+ K ' X)
= 0.
2) Pour 7 = 3 : analogue en remarquant que
ZE(KO) — eh,(H®1+1®H)/4
= (MM1@1). (1R e
= Ky® Ky

et
—~— sh(hH/2)
ol sh(h/2)
3) Vérification de (I11.19), (II1.20), (I11.21) : immédiate en remarquant
que (K = 1.

)= (E®K-K'@K")/(¢g~q7")
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4) Vérifions (II1.22) pouri=3:on a

So(YX — XY + ————S:}(I’(’“Z/z ?) -
= So(X).50(Y) — Sa(Y) - So(X) + ?ﬂ%ﬁ%
_ sh(hH/2)
= XY =YX - 5o = 0.

5) La vérification de (II1.23) est immédiate.

On a donc muni Uy (sl(2,k)) d’une déformation formelle de l’algébre
de HopfU(s1(2,k)).

Notations définitives
Nous noterons A, &, S les opérations relatives & U (sl(2, k)), de sorte
que les formules du début du présent paragraphe deviennent

AHY=H®1+1®H, etc

Formule explicite pour A
On vérifie par récurrence sur les degrés que 'on a
q

™My m2 ms

~ m m m

A(ymleszs) — z Z Z [ 1:‘ ( 2) [ 3] x
n1=0n2=0n3=0 n q L n3 q

le -7 Hmz—nZK()—m«naXmg—n:; ® Yn1 an Kgnl—n1+m3—n3Xn3

ou les éléments sont définis comme suit :
n
q

qn — q—n n—1 n—3 1-n
[n], g q q
— ql—n(n)q2
!
], = [gl2g---Inlg



§ 2. Représentations de rang fini de Uy (sl(2,k)) 91

2. Représentations de rang fini de U, (s((2,k))

2.1. Classification des représentations irréductibles
de rang fini

Nous savons déja (théoreme I11.2.5.7) qu’on obtient une bijection de
Rep(Uy) sur Rep(U) en associant a toute représentation de rang fini de
Uy, sa composante de degré 0, que cette bijection respecte les sommes
directes, fait correspondre aux représentations minimales de If, les repré-
sentations irréductibles de U et enfin que toute représentation de rang
fini de U}, est somme directe de représentations minimales. On va donner
ici une description un peu plus explicite de ces représentations minimales.

Rappelons d’abord la structure des représentations irréductibles de
dimension finie de U, c’est-a-dire de sl(2,k). Pour tout entier m > 0
il existe une unique représentation irréductible de sl(2, k) de dimension
m+ 1, que nous noterons p,, et qu’on peut décrire comme suit, dans une
base convenable (v, ..., vy) de k™t

pm(H) vy, = (m—2n)-u,
Pm(X) vy = (M=n+1) vh
pm(Y) vy = (n+1) vp41.

Théoréeme (cf. [27], [36])
(i) Pour tout entier m > 0 les formules suivantes définissent une repré-
sentation minimale de rang m + 1 de U}, :

pm(H) vy, = (m—2n)- v,
qm—n+1 _ q—m+n—1

/Z/n(X) Un = q— q_l *Un-1
. qn+1 _ q—n—-l
pm(Y) - vn = Tt U

(ii) Toute représentation minimale de rang fini de U, est équivalente
a I'une des pp,.
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Démonstration

11 suffit de vérifier que ces formules définissent une représentation de
Uy, i.e. sont compatibles avec les relations (IV.2), car il est clair que
la composante de degré 0 de p,, sera identique a p,,; la vérification ne
présente pas de difficultés.

On a en particulier

=y %) meo=(5 4) m=(] 7).

On constate sur les formules ci-dessus que, comme dans le cas classique,
l'opérateur p,,(H) est diagonalisable; ses valeurs propres m — 2n, n =
0,1,...,m, sont appelées poids de la représentation; le plus grand, a
savoir m, est appelé poids dominant.

Remarque

Il peut sembler artificiel d’exhiber sans explications les formules du
théoréme ci-dessus; en fait elles s’introduisent naturellement pourvu qu’on
veuille bien admettre (ce qui n’est pas évident!) que, pour toute repré-
sentation de rang fini (V, 7), Popérateur 7 (H) admet au moins un vecteur
propre w avec valeur propre A € E; en effet, partant de 1a, on peut repren-
dre le raisonnement classique : appliquant & w une puissance convenable
de 7(X), on obtient un vecteur wy de plus haut poids, ¢.e. annulé par
m(X), avec une valeur propre Ay € k; les vecteurs wy, = 7(Y)" - wy sont
des vecteurs propres pour w(H), nuls pour n suffissamment grand; en-
fin, multipliant chaque w, par un scalaire convenable, on obtient des v,
répondant a la question.

2.2. Produits tensoriels de représentations
de rang fini de U,

Le théoreme II1.3.4.3 montre que ces produits tensoriels sont donnés
par les mémes formules que pour sl(2, k) ; on peut aussi le voir de la facon
suivante : on a

(Pt ® P (H) = pr (H) @ 1+ 1 ® pp (H);
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ceci montre que les poids de ppy ® pmr sont les nombres m' +m" —2(n' +
n’youn =0,1,...,m et n” =0,1,...,m"; on en déduit, exactement
comme dans le cas classique, que

P ® ot = Bp, m=|m' —m"||m' —m"|+2,...,m +m"

(formules de Clebsch-Gordan).

2.3. Les représentations p,, comme puissances
symétriques de p;

Calculons d’abord les images de H, X, Y par ®%p; dans la base
(vo0, Vo1, V1g, v11) Ol 'on a posé v;; = v; ® v;. On a facilement

2 0 0 0
s 1000 0]
0 0 0 -2

ensuite, remarquant que

on trouve .

0 do do 01

- 0 0 0 gq

2 _ 0

0 0 0 0

0 0 0 0

-1

2~ _ | % 0 0 0

(® pl)(y) - @ 0 0 0

0 ¢' @ O

On remarque que l'élément vjo — qug; est annulé par ces trois opéra-
teurs; il en résulte, d'une part que le sous-espace AZk? = k(vig — qugy),
déja considéré an §II1.2.8, est stable par ®2p;, la sous-représentation
correspondante n’étant autre que la coiinité ; et, d’autre part, d’apres
le §111.3.4.2, que I'idéal bilatére fermé K de ®k? engendré par vio — quo;
est stable par ®pr; on obtient de cette facon une représentation dans
lalgeébre Spk? = ®k?/K ; nous noterons Spp cette représentation et S™p;
la sous-représentation dans S7k?.
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Proposition
Les représentations S™p1 et p,, sont équivalentes.

Démonstration

Une récurrence facile montre que ®™p; contient la représentation pr, ;
d’autre part Sk? est le quotient de ®™k? par le sous-module engendré
par les éléments de la forme

£=1; @ ® i ® (V1o — qUo1) ® Vi, ® -+ O Vs, _,

ouk=0,1,...,m—2,4; = 0,1; comme vjp — qup; est de poids 0, celui
de £ est au plus égal & m — 2; ceci montre que S™p; contient p,,; comme
ces deux représentations ont méme rang, elles sont identiques.

3. Dual restreint de U(sl(2,k))

3.1. Généralités

On a vu au §111.3.5.2 que Palgebre (U,)° est une déformation formelle
de U°; on va ici en donner une présentation au sens du §I11.2.6.

Toute représentation de rang fini de U, est contenue dans une puis-
sance tensorielle de p; parce que la propriété analogue est vraie pour i ;
par suite les coefficients de p7, que nous noterons 4, b, ¢, d, engendrent
topologiquement 1’algébre (U,)%; si donc on note W la k-algébre ten-
sorielle construite sur quatre éléments abstraits notés o, ¥/, ¢/, d' (pour
éviter les confusions), le morphisme d’algebres naturel F : W — (U4;)0
défini par F'(a') = @, etc. est surjectif. On va déterminer son noyau Ker F';

rappelons que (I,)0 = U° en tant que k-module.

3.2. Construction d’éléments de Ker F'

On a vu au §IV.2.2 que le sous-espace k- (v10—quo1) de ®@2k? est stable
par (®%p1)(u) pour tout u € Uy ; des calculs analogues montrent que le
sous-espace k- Voo @ k- vy Dk - (quig +vo1) lest aussi; par suite (®2p7)(u)
commute & l'opérateur T dans ®2k? égal & —g¢~' sur le premier sous-
espace et & ¢ sur le second ; la matrice de T’ dans la base (vgg, vo1, v10, ¥11)
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est la suivante :

oS O O

Celle de ®?77(u) est, par définition des produits dans (U )° :

5

mo g o g
@MW =| @) @0 (@) (@)
@ @ @) @)

Ecrivant la commutation de ces deux matrices, on obtient les six relations

suivantes dans (Up)° :
G = qab, ¢a=qac, @ =>be, db=qbd, dc=qed,
da —@d = (¢ — ¢ )be.

Par ailleurs le fait que

(®2p1)(w) - (v10 — quor) = E(u) - (vio — qvor)
fournit une septieme relation :

da — qbé = ¢.
Autrement dit Ker F' contient les sept éléments suivants :
Vo —qd¥, dd —qd'd, b -vc, &V -gbd, d—qld,

d/a/ . a/dl . (q . q'l)b'c', d/a/ _ qblcl _ EI.

Théoréme 3.3 (cf. [16])
Le noyau de F est Iidéal bilatére fermé K engendré par les sept élé-
ments ci-dessus.



96 IV. Le groupe quantique Uy (s!(2, k))

Démonstration

On doit prouver que le morphisme G : W/ K — U° déduit de F est
injectif. L’idéal K est aussi engendré par les éléments

ba —qdt/, da —qdd, Vb, dV-gbd, dd-qdd,
Ve - (gd'd —g'), d'd' - (¢*d'd - (¢* — V)e');

nous savons (cf. §1.2.6) que les hypotheses du lemme diamant sont satis-
faites par le systeme de réductions

(td',qdd),...,(d'd, ¢ dd — (¢* - 1)e');

appliquant alors le théoreme I11.2.6.2, on voit que w /K est isomorphe, en
tant que k— module, & Wf/\k() ou Kj est l'idéal bilatere de W engendré par
les éléments b'a’—a't', ..., d'a’—a'd’. Vu comme application W,/‘f(o —U°,
G admet des composantes G,; Gy est injective (et méme bijective) en
vertu de la présentation usuelle de U(si(2,k))?; et cela entraine immé-
diatement que G elle-méme est injective.

4. R-matrice universelle pour U, (s((2,k))

(Ct. [16].)
On pose

R= (g—q )™ —m(m+1)/2 A(HOH+m-HR1-m-1QH)/4 yym m.
= Z ! e XY™

m>0 [m]q

cette série est convergente dans (U(sl(2,k)) ® U(sl(2,k))) [h] parce que

(g — ¢~1)™ appartient & h™k.

Nous admettrons que cet élément R satisfait bien les conditions (II.1)
a (I1.3) du §11.2.1.2.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que I'endomorphisme
CEzyEz =0 (ﬁ x ﬁ)(R)

de ®2k2 est égal & g T ouT ale sens donné au §1V.3.3.
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Par ailleurs, avec les notations du §I11.3.7, on a

1
R, = HOH+XQ®Y

1
r= ;(XeY-YeX)

Ir] = %H/\X/\Y.
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Chapitre V
Le groupe quantique U(sl(N + 1,k))

On suppose dans tout ce chapitre que le corps k est algébriquement
clos et de caractéristique nulle.

1. Déformation formelle de U(sl(N + 1,k))

1.1. Rappels sur U(sl((N +1,k))

1.1.1. Notations

L’algebre de Lie g = sI(N + 1, k) est ’ensemble des matrices & N + 1
lignes et N +1 colonnes de trace nulle; on notera E; ; (4,7 = 1,..., N+1)
les unités matricielles de M (N+1, k), i.e. de coefficients (E; ;)¢ = 6 x0;-
On note b la sous-algébre de Cartan formée des matrices diagonales, qui
admet pour base les éléments

HizEé,i—Ez‘H,iH, i=1,...,N.
I1 est clair que l'on a
[Hi, HJ] = 0

On note A* 'ensemble des racines positives de g; ses éléments, notés
a, B3, 7, etc., sont des formes linéaires sur h qui correspondent bijective-
ment aux intervalles [z, j] inclus dans Pensemble {1,2,..., N}, de la fagon
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suivante : & intervalle o = [7, j] correspond la forme linéaire sur b définie
par

(Ot, Z) =2 T 2541

pour tout Z = SV 4 E € b.

Si a = [¢, ], on pose
la)=j7—i+1, ola)=1, ela)=j.

On définit sur A* une relation d’ordre comme suit : @ < g si o(a) < o(8)
ou si o(a) = o(f) et e(a) < e(f); on a donc

A <[,2<-<[LN <2 <23 < [N].

On pose en outre
Xo=Eijt1, Ya=Ej;

et on a

(2, Xo] = (@, Z)Xa,|Z,Yo] = — (0, Z) Ya.

On écrit X; au lieu de X[, et Y; au lieu de Y.

Posant

2 sie=y,
ai; = ([jl, H) =4 -1 sili—j|=1,
0 sifi-j>2

on a donc

Hi, X = ai;X;
(Hi,Y;] = —a:;Y;

(La matrice (a;;) est appelée matrice de Cartan de l'algebre de Lie
sI(N +1,k).)
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Notons aussi les relations

[ Xaup sio(B) = (o) +1
[Xm Xﬂ] - { 0 dans le cas contraire
_ [ Yous sio(B)=e(a)+1
[Yw Yﬂ] - { 0 dans le cas contraire

[Xi> )/]] = 6i,jHi-

Par contre les crochets [X,,Yp] sont plus difficiles & écrire, et ce phé-
nomene se retrouvera plus loin dans le cas de U, (sI(N + 1,k)). Notons
enfin que les X, et Y, se déduisent des X; et Y; par les formules de
récurrence

Xig) = [Xi Xpir1 5
Vijg = Y, Yiga )

1.1.2. Premiére présentation de U(g)

Notons F l’ensemble formé des H;, X, et Y,. Par définition des alge-
bres enveloppantes, on a

Ug) =k(r) /v

ou %J est Didéal bilatere de k (F) engendré par tous les éléments de la
forme &n — n€ — [€, 7]y avec &, n € F, c’est-a-dire les éléments suivants :

%) = HH;,—HH; oui<j
°%6(%) = HiXo— XoH; - (o, H) X,

i,a

06® = HY, - Y H;+ (o, H)Y,

0{,% = XoYp =YX — [Xa, Yslg
0.5 B ] Xaup s o(B) =e(a)+1
€ap = KaXp XpXa { 0 dans le cas contraire
Yous sio(B) =e(a)+1

0y _ _ —
Cap = YoYp = YpYa { 0 dans le cas contraire.
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Lemme 1.1.3
L’idéal °J est égal a I'idéal bilatére de k (F) engendré par les éléments
suivants :
%Y = HH; - H;H; oui<j
2
%D = HX;— X;Hi—ai;X;
%9 = HY;-Y;H+ayY,
%) = XY -Y;X; - 6,H,
% = XiX;-X;X; oui<j-—2
%) = XIX;-2XX;Xi+ XX ouli-jl=1
%) = VY, -YY: oui<j-2
%7 = VY- 2vYYi+YiY? o oufi-jl=1
et par les éléments intervenant dans la définition des X, et Yo a partir
des X; et Y;, & savoir
") = XiXpng — XpsgXi - Xpg
% = Vi~ YV — Yoo

N.B. Les relations 051-(3-) =03 Ofi(z) = ( sont appelées relations de Serre.

Démonstration
Notons %J’ I'idéal bilatére engendré par les éléments ci-dessus.

a) On a %' C % : montrons par exemple que ° 1(3) € %J. Calculant
modulo °J, on a, pour j =i+ 1:
%0 = Xi(XiX; - X;Xi) — (XiX; — X; X)X,
= XiXpiy) — Xppg) Xi = 0.
b) On a °J C °J' : on doit vérifier que 0552, A gffg € %J'. Or, calcu-
lant modulo %/, on a
Xig) = XiXprrg) = X Xi
Vij) = YiVing) — YV

et on en déduit les résultats désirés par récurrence sur £(a) et £(0).
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1.1.4. Autre présentation de U(g)

Notons £ ’ensemble formé des H;, X;,Y; et °I I'idéal bilatere de & (£)

engendré par les éléments °§i(’1j), 0 5518]»).

Proposition
L’algébre U(g) est canoniquement isomorphe a k() /°I.

Démonstration

Notons provisoirement H;, X, Yo les éléments de F. Notons ® le
morphisme

k(€) — k(F)

transformant H; en H;, etc.; U et V les morphismes canoniques

k() — k(&)
et
E(F)y — k(F)/%

Comme ®(°T) C °J, ® passe au quotient en un morphisme
U k(&) )T — k(F)/;

¥ est surjectif car
k(F)y=V(k(E)+.

Prolongeons U en un morphisme
U k(F) — k(&) /T

par U'(X,) = U(X,), etc.; U’ est nul sur °J, donc définit un morphisme
k(F) %] — k(€) /T,

qui est inverse a gauche de W, lequel est donc injectif.
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1.1.5. Base et décomposition triangulaire de U(g)

Notons £% (resp. £, resp. £7) ensemble des X; (resp. H;, resp. Y;),
It (vesp. I° resp. I7) l'idéal bilatére de k (ET) (resp k (E°), resp. k (€ ))

engendré par les éléments ° 1(5]) et 5(6) (resp. Ofl , Tesp. 05(7) et °§m ).

Disons qu’un élément de (F) est un mondme ordonne 8l est de la forme

Yo, -+ Yo, - Hyy - Hy Xp, - Xp

P

avec
a1> >04m,11 >7'na 5122@;

Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt permet d’affirmer que
e les monomes ordonnés ci-dessus forment une base de U(g)

o les monomes ordonnés par rapport aux H; forment une base de U(h)

¢ les mondmes ordonnés par rapport aux X, (resp. Y,) forment une
base de U(nt) (resp. U(n™)) ou nt (resp. n~) est 'algebre de Lie
formée des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) stric-
tes.

Il en résulte que 'on a un isomorphisme d’espaces vectoriels
U(g) =UMT) @Ub) @ U(nT).

1.2. Définition et structure de Uy(g) (voir [28])
1.2.1. Généralités
Définition
L’algeébre Uy (g) est le quotient de k(£), ou £ est défini comme au

§V.1.1.4, par I'idéal bilatere fermé K engendré par les éléments suivants :

.7

2

Z(]) = HZX] - X]‘Hi - aiinj
3

= HY, - YH +a,Y;

) _ Y. — VX, — 6
G = XYY -8umgn
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&) = XiX;-X;X;  ohi<j-2
éﬂ(s.) = XEXj—(q—{—q_l)XinXi*f-X]’Xiz ol Ii_j|:1
O = vY,-YY;, owi<j-2

(]
5= Y-+ YYi+ Y onli— =1

.7
On va démontrer que Uy(g) est isomorphe, en tant que k-module, &
U(g), donner une présentation de Uj(g) analogue a celle du §V.1.1.2

et construire une base (topologique dans le contexte actuel) de Uy(g)
analogue a celle du §V.1.1.5.

Pour montrer que Ux(g) est isomorphe a Uf(vg), il suffit de construire
des isomorphismes de k,-modules

O (K {E))n/mn(K) — (U(9))n
(ot 7y, est le morphisme canonique kA(Z’> — (k/(\é))n) compatibles avec
les deux systémes projectifs.

En tant que ky-algebre, (k?é)) est le quotient de k, (£) par Iidéal

f(p ) ci-dessus, mais ici

bilatere engendré par les analogues des éléments
A"t = 0; de méme (Z,{(g))n est le quotient de ky (£) par l'idéal bilatére
engendré par les mémes éléments ou l'on fait ~ = 0. On va donner une
présentation de (k (£)), ainsi qu'une base de cet espace, indépendantes
de h; il sera alors facile de vérifier que les isomorphismes ®,, associés a

ces bases sont compatibles avec les systémes projectifs.

1.2.2. Notations

Dans la suite du § V.1.2 on écrit k au lieu de En, de sorte que k est un
anneau commutatif, h un élément nilpotent de k, gy = €%, g = /2.

On note I I'idéal bilatere de k (£) engendré par les éléments ﬁ(p )
dessus. On définit £+, £°, £, I, I°, I~ comme au §V.1.1.5, en rem-
placant bien entendu Oé(p y par fl-(? .
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1.2.3. Plan de la démonstration
Notre démonstration suivra de tres pres celle de [37]. Dans un premier

temps, on va ignorer les relations de Serre déformées, & savoir {1-("}) =0
pour p =5, ..., 8, établir la décomposition triangulaire

KEVT = (R(E)/I7) ® (K(E)/I°) ® (k (£%) /1)

et remarquer (ce qui est immédiat) que les mondmes ordonnés par rapport
aux H; forment une base de k (£°) /I°. Ensuite on définira des éléments
Xo € k(EF) et Y, € k() qui permettront de donner d’autres pré-
sentations et des bases pour k(1) /It et k(£7)/I~. On en déduira
enfin une base et une nouvelle présentation de k (£) /1.

Pour la premiere étape, on notera I’ Iidéal bilatere de k (£) engendré

par les éléments {fg) avecp=1,...,4.

Lemme 1.2.4
Il existe un unique isomorphisme d’espaces vectoriels

R(E)/T — (R(E7)) ® (R(E°)/I°) ® (K(E™))
transformant tout élément
(Y;1 o .}/imHjl .. 'Hankl . 'ka modulo I/)

en
(Y, -+ Y5,) ® (Hj, -+ Hj, modulo I°) ® (Xy, -+ - Xg,).
Démonstration

Notons S’ le systéme de réductions dans k(€) formé des couples
suivants :

(HiHj,HjHi) ol 4 < j
(XiHj, Hin — a,-,]-XZ-)
(H:Y;, Y3 Hi — a:;Y))

: sh(hH;/2)

XiY}', Y]Xz + 6Z’J_Sg(h—/27—)
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11 est facile de vérifier qu’il est confluent; de plus on peut prendre
l'application adaptée F' de (£) dans N*® définie comme suit : pour tout
M € (£),

F (M) degré total de M par rapport aux X; et Y;
F(M) = degré total de M
F3(M)

il

= nombre d’inversions par rapport & 'ordre suivant :
Y, > Hj1 > Hj2 > X des que g1 < Ja.

Le lemme diamant montre alors que k(£) /I’ admet pour base les
monoémes de la forme

lfil"'}/imHjl'”Hankl'”Xk avec ]122]11

7

Lemme 1.2.5
Il existe un unique isomorphisme d’espaces vectoriels

KENT — (R(ET)/I7) ® (K(E)/I") ® (K(E¥)/T7)
transformant tout élément
(Y Y Hj - Hj, Xy, - -+ Xy, modulo I)
en

(Y, - Y;, mod. I7)® (Hj, -+~ Hj, mod. I°) ® (X, - -- Xy, mod. I').

Démonstration
Notant 7 Papplication canonique k(£) — k() /I', on a
k(E) /1 = (k(&)/I')/m(I)
et on doit montrer que

m(I) = I~ ® (k(E)/I°) ® (k(EY))
+ (KEN ® (R(EY/ Y@ IT.

Posant A = k(£) /I, il suffit de vérifier que

n(€PH) € A-w(El)
w(€DY) € A-n(e?)
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pour p = 9,6, et

n(Hee?)) € n(e?)- A
a(XxEM) € w(el))- A

pour p = 7,8. Examinons par exemple les deux premiéres relations; un
calcul direct montre que, modulo I, on a

0 H, = Hiel) + cte - )

et
5(1) Y Y, 5(1’)

1.2.6. Définition d’éléments X, € k (£7)

Les objets «, £(a), o(a), e(a) ont le méme sens qu’au §V.1.1.1. On
définit les X, par récurrence sur ¢(a) comme suit :

X[z] = Xi
Xjij) = ¢ ' XiXjs1j) — @0 Xji15X:  si @ <.

On note F* I'ensemble des X,.

Lemme 1.2.7
L’idéal I* est identique & I'idéal bilatére de k(E™) engendré par les
éléments suivants, pour o < 3 :

XaXﬁ - (/\a,ﬂXﬁon + Ma,BXaUﬁ + Va,ﬂXaﬂﬂXauﬁ)

ou les scalaires Ay g, a8, Va,s SOnt donnés par le tableau ci-dessous.
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position relative valeur | valeur | valeur
de a et 8 de Ao g | de tap | de vop
e(a) +1 < o(B) 1 0 0
e(a) +1=o(B) g % 0
ofe) <o(f) <efa) <e(f) | 1 0 j¢'—g

Démonstration
Par récurrence sur #(a) et ¢(3).

Lemme 1.2.8
L’algébre k(E1) /I est isomorphe & k(F*)/J* o J* est Iidéal
bilatére de k (F*) engendré par les éléments indiqués au lemme V.1.2.7.

Démonstration

Comme 3 la proposition V.1.1.4.

Lemme 1.2.9
Les mondmes de la forme X,, --- X,,, ou oy > -+ > «,, forment une
base de k (F*) /JT.

Démonstration

Considérons le systeme de réductions S* dans k (F*) formé des cou-
ples
(XaX,@a )‘a,ﬁXﬂXa -+ Na,ﬂXaUﬁ + Va,ﬁXaﬂﬁXauﬂ)~
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On vérifie, par des calculs longs mais sans difficulté, qu'il est confluent.
Définissons une application F de (F*) dans NNV(V+1)/2+1 de 1a facon
suivante : pour tout monéme M € (F7) et tout «, notons do(M) le
degré de M par rapport & «; notons /(M) le nombre d’inversions de M
par rapport a 'ordre indiqué; posons

F(M) = (dy(M), dpg(M), ..., du,wm(M), dpy(M), . ..., dim (M), I(M)).

Alors F(M) diminue strictement si, dans le monéme M, on remplace un
produit X, Xg par A3 XX 0U fiasXaus 0U Vo s XansXaus-

Le lemme résulte alors du lemme diamant.

Proposition 1.2.10  (théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt généralisé,
cf. [37))
Le quotient k (£) /I admet pour base les monémes de la forme

You Yoo - Hiy - Hy - Xg, -+ X,

avec
Q) 2 2 Oy U 200 2y, ﬁlZZﬁp

Démonstration

Cela résulte du lemme V.1.2.5, du lemme V.1.2.9 et du résultat ana-
logue pour £°.

Corollaire 1.2.11 ~ o
L’algebre Uy(g) est isomorphe, en tant que k-module, & U(g).

1.2.12. Autre présentation de k (€) /1
Notons F l’ensemble des H;, X, et Y.

Proposition

L’algebre k (E) /I est isomorphe au quotient de k (F) par I'idéal bi-
latére engendré par les éléments 51(‘11_)’ 1-(3), §§3-), {ffj),
au lemme V.1.2.7, et leurs analogues pour F~.

les éléments introduits
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Démonstration

Comme a la proposition V.1.1.4.

2. Les algébres de Hopf U(sI(N +1,k)) et
Un(gl(N + 1,k))
2.1. L’algébre de Hopf U, (sI(N + 1,k))

De facon analogue & ce qui a été fa~it au chapitre précédent dans le cas
ot N =1, on définit des opérations A, £, S dans U, (sI(N + 1, k)) par

A(H) = H;i®l+1®H;

AX)) = X;®eriilt 4o hilt g X,
A(Yi) _ Y;®ehHi/4_+_e—hHi/4®Yi
EH;) = &X) =€) =0

S(H;) = —H;

g(Xi> = —gX;

S5(Y) = -7

on vérifie qu’on obtient bien ainsi une algebre de Hopf; enfin on pose
RH; /4 _ 52
Ki,O =€ / s Kz = Ki,O'

N.B. On trouvera dans [37] une formule donnant une R-matrice uni-
verselle pour Up(sI(N + 1, k)).

2.2. L’algébre de Hopf U, (gl(N + 1,k))

En ce qui concerne 'algebre Uy, (gl(N + 1, %)), on reprend la notation
Z introduite au §11.2.4.6 dans le cas ol k = C; Up(gl(N + 1,k)) est
donc définie par les générateurs H;, X;, Y;, Z avec les relations du lemme
V.1.1.3 et en outre

[Z, HZ] = [Z, Xl] = [Z, K] =0.

L algebre Uy (gl(N + 1,k)) est définie comme quotient de ’algebre asso-
ciative libre (k ((H;), (X:), (Y;), Z)) [r] par 'idéal bilatere fermé engendré
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par les éléments {Z-(Z-) du §V.1.2.1 ainsi que [Z, H}, [Z, X}], [Z,Y;]. On dé-
montre, comme dans le cas de Up(sI(N + 1, k)), que Up(gl(N +1,k)) est

une déformation formelle de U(gl(N + 1,k)).

La comultiplication de Uy (sI(N +1,k)) se prolonge a U (gl(N +1,k))
en posant B
AZ)=Z®1+18Z

3. Dual restreint de Up(sl(N + 1,k))

3.1. Préliminaires

On notera p la représentation naturelle de U(sl(N + 1, k)) dans £V F1,
pi; ses coeflicients, p, la m-iéme puissance tensorielle de p, p et p, les
représentations de Uy (si(N + 1,k)) qui correspondent & p et p,, par le
théoréme 111.2.5.7. Les coefficients p;; de p engendrent topologiquement,
le dual restreint de Up(sI(N + 1,k)), isomorphe a (U(sI(N + 1,k))%) [4]
(cf. §111.3.5.2). Notant W la k-algebre associative libre construite sur
des générateurs notés (pour éviter des confusions) p;, on a donc un
morphisme surjectif

F:W — o
[

On va déterminer le noyau de F.

Remarquons d’abord que I'on a
p(H;) = Eij — Eiv1501, P(Xi) = Eiiv1, p(Yi) = Eivrs;

p se prolonge en une représentation de Up(gl(N +1,k)) en posant p(Z) =
I'; on peut alors définir p,, en tant que représentation de Uy (gl(N +1, k))
comme m-iéme puissance tensorielle de .

Lemme 3.2

La représentation gz de Un(gl(N + 1,k)) conserve le sous-k-module
SZENY (resp. AZKN1) engendré par les éléments de la forme e; @ e; et
qo_lej@)ek—l—qoek@ej ot j < k (resp. par les éléments goe; Qe — gy Tex e,
ouj<k).



§ 3. Dual restreint de Uy (sI(N + 1,k)) 113

Démonstration

On le vérifie pour les opérateurs ps(H;, X;, Y;, Z) sans difficulté.

Lemme 3.3
Posons

E= 3 () ey ®eyn @+ @ egviny € @V TEN

SESN+1

ou I(s) désigne le nombre d’inversions de la permutation s. Alors le sous-
k-module k¢ est conservé par pyii(Un(gi(N + 1,k))) et la restriction &
Un(st(N + 1,k)) de la sous-représentation correspondante est égale a la
cotinité de Uy (s'(N + 1,k)).

Démonstration
Calcul direct.

3.4. Notation

On note dét, la représentation de dimension 1 de U (gl(N + 1,k))
dans k€ et on 'appelle déterminant quantique; dét, est aussi le coefficient

Remarquons que I'on a aussi dét, = 7@2??&’ ot vy est I'inverse de 1’é1é-
ment ¥eg,,,(—a 1)) de k.

Lemme 3.5
Le noyau de F contient les éléments suivants :

PikPy; — P3Pk avec j <k
PikPix — QPixPik avec 1 < j

PiiPre = PlePlj avec k < 4,5 < ¥
PiiOke — (Pretiy + (0 — 47 1) PsPle) avec k < i,£ < j
D —¢

ou €' est I'élément unité de W et on

D = Z (_q_l)I(S)pll,s(l)"'plN+l,s(N+1)'

SESN41
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Démonstration

On obtient les éléments des quatre premiers types en écrivant que
pa commute avec l'endomorphisme T de ®%kN*! égal & ¢ sur S2kN+1
et & —g¢! sur AZKN*L et le cinquitme en écrivant que le coefficient

@5?51__@%“’5 de Up(sI(N +1,k)) est égal a e.

3.6. Intermeéde

On va maintenant démontrer que Ker F' est égal a 1’idéal bilatere fermé
KdeW engendré par les éléments ci-dessus. Pour cela on procédera en
deux temps : dans un premier temps on utilisera le lemme diamant pour
décrire le quotient W/K', ot K’ est I'idéal bilatére fermé engendré par
les éléments des quatre premiers types; ensuite on divisera par D' — ¢'.

On utilisera les notations suivantes :

K| = ensemble des composantes de degré 0 des éléments de K’
= idéal bilatére de W engendré par les éléments p;px, — prepi;
V = W/K(I) = k[(p,ij)]

7 = morphisme canonique W — W /K",

Lemme 3.7

Le quotient W~/ K’ est une déformation formelle de V, i.e. est isomor-
phe, en tant que k-module, a V.

Démonstration

On procede comme au théoreme II1.2.6.2, en prenant le systeme de
réductions dans W formé des couples (p},p};, 4pi;0ix) avec j < k, etc.

On vérifie qu’il est confluent et on prend comme application adaptée
< (p;J)> — N le nombre d’inversions.
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3.8. Notations
On écrira V au lieu de W/K'; on posera

L = idéal bilatere fermé de V engendré par

I’élément & = 7(D’ —¢')

Ly = ensemble des composantes de degré 0 de L
= idéal bilatére de V engendré par D — ¢, oli € est

Pélément unité de V et D le déterminant usuel.
On doit montrer que 'application
H:V/L — U(sI(N +1,k)°) [4]
déduite de F est injective.

Lemme 3.9
On aV/Ly=U(s(N + 1,k))°.

Démonstration
Ce n’est autre que la présentation usuelle de 'algébre U (sl(N +1, k))°.

Lemme 3.10 B
L’élément & est central dans V.

Démonstration

Considérons p comme une représentation de Up(gl(N + 1,k)) comme
indiqué au §V.3.1; alors F' peut étre considérée comme une application
de W dans Uy (gl(N +1,k))°, qui est nulle sur K’ d’apres le lemme V.3.2,
donc définit une application

F':W/K' — Up(g(N +1,k))°,
laquelle est injective en vertu du lemme V.3.7 et du fait que sa com-

posante de degré O est injective. L'image de D’ par F' n’est autre que
dét, ; notre assertion résultera donc du résultat suivant :

Lemme 3.11
Le déterminant quantique est un élément central de I'algébre
Un(gi(N + 1,k))°.
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Pour tout i, 7 est de la forme ¥ - @, i.e.

W= 3 m@d,e)

ptaqtr=n
ou i = (up) désigne la multiplication dans V. 1l existe i tel que

U = v(()i) = ac(()i) - Vi 2> ig;

o étant régulier, ceci implique

0 =2{® i >,

on pose yYg =T ) Ensuite il existe i1 > i tel que
p Y 0

U = vgi) = ul(xgi‘)), ap) + z(li) o + xgio) -y Vi> i

ceci implique _ A

$(1z) = .'L‘gzl) V1 2 Zl,
on pose y; = :c(lil). Et ainsi de suite.
Lemme 3.13

Les conditions 7 € V et hv € L impliquent v € L.

Démonstration
On peut écrire hv = ya avec § € V; alors ygap = 0; comme ¢ est
régulier, yo = 0 et ceci entraine ’assertion.

Lemme 3.14 ~
L’application H : V /L — (U(sI(N + 1,k))°) [h] est injective.

Démonstration

Le k-module V/L est séparé et complet pour la topologie h-adique;
laction de h est injective d’apres le lemme précédent; on sait alors
(lemme I11.1.1.3) que V /L est de la forme X ou X est un k-espace vec-
toriel. L'application H peut s’écrire

H(Z) = Z Z Hy(zg) - A"
n ptg=n

ol H, € Homy(X,U(si(N + 1,k))); identifiant X avec V/Lg, le lemme
V.3.9 montre que Hy est injectif, et cela implique que Hy 'est aussi.
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Au total nous avons démontré ce qui suit :

Théoréme 3.15 (voir aussi [2], [35])

Le dual restreint du groupe quantique Uy (sI(N + 1, k)) est le quotient
de Palgebre (k <(p;j)>) [R] par I'idéal bilatére fermé engendré par les élé-
ments énumérés au lemme V.3.5.



Chapitre VI
Déformations
d’espaces homogénes

1. Introduction

De nombreux travaux ont été consacrés ces derniéres années aux quan-
tifications d’espaces homogenes de groupe de Lie; voir par exemple [14],
[15], [22], [13]; la situation est, en gros, la suivante : on se donne une
variété de la forme M = G/A, ou G est un groupe de Lie et A un
sous-groupe fermé, et une algebre de fonctions A sur M, et on cherche
4 construire des déformations de A; si on s’est donné en outre le terme
d’ordre 1 antisymétrisé de la déformation (c’est un crochet de Poisson
{, } sur A), on dit que 'on “quantifie le crochet {, }”.

Dans le présent chapitre on suppose que G = SL(N, C) et on se pro-
pose de replacer ces diverses constructions dans le cadre de la déformation
formelle de U° constituée par (Uy)°, dual restreint de U,. Plus précisé-
ment on rappelle (proposition 11.2.4.2) que U° est isomorphe & ’algebre
Ruo1(G); on considere alors l’algebre A ci-dessus comme une sous-alge-
bre B de Ruoi(G) et on se demande si la déformation formelle (4,)° de
Ruol(G) induit une déformation formelle de B. Pour cela il est nécessaire

que B soit stable par le crochet de Poisson, dit “de Sklyanin-Drinfeld”,
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obtenu par la méthode indiquée au §111.2.5.8; cette condition est étudiée
en détail au § 3 et la déformabilité de B au §6. Le § 2 est consacré & I’étude
des divers types de sous-algebres B considérés dans ce travail : algebre
des fonctions polynomes sur 'orbite d’un vecteur v d’une représentation
de dimension finie (V,7) de G (algébre notée Ry (G)(V,m,v)), algebre
des fonctions polynémes sur G invariantes a droite par un sous-groupe A4
de G ou une sous-algebre de Lie a de g (algebres notées respectivement
Rhol(G)L(A) et Rhol(G)L(u)).

Les §§4 et 5 contiennent divers rappels sur les bigebres et sur les
algebres Uy, = Un(g) et leurs duaux restreints (Uy,)°.

2. Généralités sur Ry (G) et ses sous-algebres

2.1. Définitions et notations relatives & SL(N,C) et sI(N,C)

On reprend les notations du § V.1.1.1 en ce qui concerne g, E; ;, h, H;
AT, X;, Y;. Par contre on écrira X2 et Y0 au lieu de X, et Y,, réservant
ces derniéres notations aux éléments de U, définis au §V.1.2.6.

On dira qu’une matrice diagonale X = diag(z1,...,zy) est rangée si
les conditions 1 < j < k et z; = z impliquent z; = z;.

On notera b, (resp. n,) 'ensemble des matrices triangulaires supé-
rieures (resp. triangulaires supérieures strictes); définitions analogues
pour b_,n_ et pour les sous-groupes correspondants B,,B_, N, , N_.

On note Zy4(X) le centralisateur dans g d’un élément X.

Pour toute partition N = N;+---+ N, de IV, on note gy, n, 'ensem-
ble des matrices de g qui sont diagonales par blocs, i.e. de la forme X =
diag(Xy,..., X;) avec X; € gl(N;,C), et g,y l'ensemble de celles
pour lesquelles X; appartient & s{(NN;, C). Les sous-algebres gy, n, sont
exactement les centralisateurs des matrices diagonales rangées. On définit
de méme les sous-groupes G, _.~, G, . n,-

On rappelle que toute sous-algebre de Lie de g contenant b, est de la
forme gy, . n, + by ; ces sous-algebres sont dites paraboliques standard.

2.2. Définitions et notations relatives a Ry,(G)

On rappelle que ’algébre Rpq(G) est engendrée par les coefficients
pij, 4,7 =1,..., N, de la représentation naturelle de G' dans CV.
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Pour tout couple (i, ) on pose

iy (g) = det((gr,e)ries)

de sorte que 'on a

(9755 = (=1)B5i(9).
2.3. Actions L et R de G et g dans Ryqa(G)
Elles sont définies par
(L(a) - 9)(g) = ¢(ga), (R(a)-¥)(g) = plag)
———l

(L0 9)9) = = (R 9)9) =

pour tous a,g € G, X € g, ¢ € Rpai(G).
Pour toute partie A de G ou a de g, on pose

—plexp tX -9)],_,

Rt (G) = {0 € Rpoi(G) | L(a) -9 = Vae A}
Ruol(G)H® = {p € Rpat(G) | L(X) -9 =0 VX €a};

ce sont des sous-algeébres de Ry (G).

2.4. Quelques formules

Pour i # jon a

(L(E1 k) Z gk i
d’ou
(VL.1) L(Ei;) - prp = 0jepri
Pour tout z on a
Oy

L(H i i

( ; (gk ki T Gt Ogk z+1>
d’ou

(V1.2) L(H;) - pra = (605 — bei1) - Pr.e-
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Coeflicients de la représentation adjointe
On posera, pour simplifier les notations

D jel9) = (B, Adg- Ere) = (g- Ere-g V)i

soit encore

(VL3) Dy ke = (—1Y “pix B
et on a
(V1.4) L(Emn) @it = 6nikPijime — OmePijion -

2.5. Algebres de fonctions sur des orbites

Considérons une représentation de dimension finie (V,7) de G et un
vecteur non nul de V' ; notons

e Gy (resp. g,) le stabilisateur de v dans G (resp. dans g)

e &7 l'application £ — @7, de V* dans Ryo(G), entrelacement entre
la représentation contragrédiente de 7 et la représentation réguliere
gauche dans Ry (G)

® Ruoi(G)(V,m,v) la sous-algebre de Ryoi(G) engendrée par @] (V).

L’algebre Ryo (G)(V, 7, v) est 'image de I’algebre tensorielle ®V* par
Papplication qui, & tout £ = @&, on &, € ®"V*, associe la fonction

9= > (&, ®"(m(g) - v));

elle s’identifie naturellement & 'algébre des fonctions sur Vorbite 7(G) - v
qui sont des restrictions de polynémes sur V.
11 est clair que ’'on a

Rhol(G)(V, T, ?}) C Rhol(G)L(Gv) C Rhol(G)L(M)

et que les deux derniers ensembles sont égaux si Gy est connexe; on
trouvera dans [7] une condition nécessaire et suffisante pour que les deux
premiers soient égaux; nous ne l’utiliserons pas, mais nous rencontrerons
au §3.6 un exemple (communiqué par D. Luna) ou ils ne le sont pas.
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2.6. Cas de la représentation adjointe

Si (V, m) est la représentation adjointe, on a toujours Ry (G)(V, 7,v) =
Riol(G)HEV) (cf. [29), corollaire 1 du théoréme 3 et [31]). De plus, l'or-
bite Ad G - v est fermée si et seulement si v est semi-simple (i.e. si et
seulement si Ad G - v contient une matrice diagonale) et, dans ce cas, le
stabilisateur G, est connexe (cf. [29], lemme 5 et page 367).

2.7. Cas des vecteurs dominants

2.7.1. Définitions

On notera P 'ensemble des poids dominants de GG, ou formes linéaires
n—1

sur § de la forme Y n;H ou n; € N et ou (H}) désigne la base duale
i=1

de celle des H;.

On rappelle que les représentations holomorphes irréductibles de di-
mension finie de G sont en correspondance bijective avec P, & chaque A €
P correspondant une représentation irréductible (Vy, 7)) et un vecteur
dominant v, caractérisé (& un scalaire pres) par les relations

7I',\(X)"U,\ = <>\,X>"U)\ VXEb
W/\(X)'U)\ =0 VXETI+.

2.7.2. Rappel de quelques propriétés des vecteurs dominants
(cf. [42], [6])
a) L’orbite m)(G) - v est un cone dont I’adhérence s’obtient en lui
ajoutant le point 0.

b) Le stabilisateur G,, se décrit comme suit : A est la différentielle
d’un caractére x, du groupe H = exph, que l'on prolonge & By par 1
sur N, ; le stabilisateur dans G de la droite C - v, est un sous-groupe
parabolique standard Py, ensemble des matrices de la forme

Ain A - - Ag,
0 Ay - - Agyr

o 0 - - A,

)
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ou A;; € GL(N;,C) et [] dét A;; = 1. L’action de P, dans C - vy est un
caractere prolongeant x,; alors G,, est le noyau de ce caractére, et est
le produit de G, ., de Ny et d’un sous-groupe Hy de H.

On a de méme

8o, = On,,..n, + 14 + bo.

c) Notons (ej,...,ey) la base canonique de CV; pour tout n =
1,...,N I’élément e; A ey A ... A e, est un vecteur dominant de A"CY;
le stabilisateur dans G de la droite C - e; A ey A ... A e, est Pensemble

des matrices de la forme < ,(4)1 IB; ou A € GL(n, C); le stabilisateur de

e1Neg A... Aey, est Pensemble des matrices de cette forme, avec en plus
N

détA = 1; enfin le stabilisateur de @ e; Aea A ... A e, est réduit & N,.
n=1

d) Prenons V) = g, my = Ad, vy = Eyy, A= Hf +---+ Hj_,. Alors
est ensemble des matrices g vérifiant

G

vy
Qi=gnnN, Gi1=0 Vi>1l gny;=0 Vj<N;

il est connexe si N > 3.

2.7.3. Sous-algébres Rpo(G)(Vy, Tx,va)

On a toujours Ruoi(G)(Va, Ta, Ua) = Ruol(G)H) (cf. [42]). Par ail-
leurs, comme ’application ®7* entrelace la représentation contragrédiente
de 7y, et la représentation réguliere gauche dans Ry (G), les sous-espaces
E)\ = Im(®}») sont linéairement indépendants; leur somme. directe est
égale & R (G)HN+) (cf. [32)).

On a aussi Ey-E, C E), pour la multiplication Ruo(G) (cela résulte
du fait que le sous-module de Vy®V,, engendré par vy ®wv, est isomorphe &
Vi+u par un isomorphisme qui transforme vy ®v, en vyy,); en particulier
Palgébre Ruol(G)(Vi, 7, va) est la sous-algebre graduée, somme directe
des E,., n € N.

On démontre (cf. [32]) que cette algebre est quadratique, i.e. que le
noyau du morphisme canonique QVy — Rpo(G)(Vi, ma, vr) est 'idéal
bilatére engendré par ses éléments homogenes de degré 2.
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2.8. Cas du groupe G = SL(2,C)

2.8.1. Représentations irréductibles

Il sera commode de modifier légérement les notations du §IV.2.1. Ici
Pensemble P des poids dominants s’identifie & IN; on notera m,, la repré-
sentation irréductible de dimension m + 1, réalisée dans 'espace V;, des
polynémes homogenes de degré m en deux variables complexes z et y par

<7rm ( Z 2 ) -f) (z,y) = f(az + cy, bz + dy).

On prend dans V,, la base suivante :

vk(x,y):<zz)xkym_k k=0,1,...,m

et le vecteur dominant vy, ; le stabilisateur G,,, est 'ensemble des matri-

ces de la forme ( 8 alil ) avec a™ =1.On a

Tm(H) - vx = (2k — m)vg
Tm(X) v = (k+ vk (0sik=m)
Tm(Y) v =(m—k+1)ve_y (0sik=0)

(v}, Tm (( Z Z )) V) = akem k.

L’algebreRuo1(G)(Vin, Tm, Um) est Pensemble des polynémes par rapport
3 a et ¢ composés de mondémes dont le degré est un multiple de m.
Il est facile d’en donner une présentation : elle est engendrée par les
mondmes zx = a¥c¢™ % et elle est le quotient de I’algebre associative libre
C - (zg,...,Tnm) par 'idéal bilatere engendré par les éléments suivants :

z;jz; —x;x; pour 0<e<j<m
VL5 T;X; — ToTip; pour 0<i<yg<m,i+75<m
J 2
TiT; — TmTivj—m POUr 0<i<j<m,i+72>m.

Ceci donne aussi les équations de l'orbite 7,,(G) - v, et, par ailleurs,
montre que le noyau du morphisme ®V,: — Ruo(G)(Vin, Tm, Um) est
engendré par 'orthogonal dans ®?V}}, du sous-module de ®?V,, engendré
par ®%vy,.
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2.8.2. Cas de la représentation adjointe

On prend ici m = 2, v = v; = H; lalgébre Rua(G)(g, Ad,v) =
Rial(G)H®) admet pour base les mondmes a™mb™d" avec m,n € N et
a™cPd™ P avec m € N, p € N*. Il est facile d’en donner une présentation :
elle est engendrée par les mondmes o = ab, B = ad, v = cd et elle est
le quotient de C - {a, b,~) par l'idéal bilatere engendré par les éléments
suivants :

fa—af

o — oy

(VL6) B B
v — (8% - B).

Ceci donne I’équation de P'orbite AdG. - v, & savoir 22 — zozy = 1,
et, par ailleurs, montre que le noyau du morphisme canonique ®g* —
Riot(G)(g, Ad,v) est engendré par A’g* et par I'élément C — 1 o1 C' est
le Casimir déployé :

1
C=v{®v{-——2—(vb’®v;+v;®v3).

3. Sous-algébres de Poisson de Ry (G)

3.1. La r-matrice classique
On appelle ainsi I’élément 7 de A%g défini par
1 |
7'25 ZXa/\Yaziin,jAEjyi
aEAT i<j

(on aposé uAV=uQv—v®u).

(Cet élément r s’obtient, par le procédé indiqué au §I11.3.7, a partir d’une
R-matrice quantique R dont on trouvera une forme explicite dans [37).)
Le 1-cocycle ¢ associé a 7 :

§(X)=(ad ® ad)(X) - T
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est donné par

0 sii=yjy

1

—FE;, ;. A .E%J —'l?}‘ -2 E s ANEp;811<§
(VI7) 68(E;;) = ? N 33) K;q VEARY J

§Ei,j AN(Ej; — Eiz) +2 Z Eix N Egjsii>j.

j<k<i

3.2. Définition d’une deuxiéme relation d’ordre sur A'

Nous utiliserons plus loin la relation d’ordre suivante, distincte de celle
du §V.1.1.1 : étant donné des éléments « et o’ de A correspondant a
des couples (3, j) et (¢, '), on écrira o < o/ si ¢/ < i et 5 > j. La formule
(VL.7) montre que §(X?) est une somme de tenseurs u, ® v, oli, pour
chaque n, u, ou v, est de la forme X, avec o < a.

On a une propriété analogue pour §(Y0).

3.3. Crochet de Poisson sur Ry, (G)
Pour ¢, 9% € Rpa(G) on pose

{o, ¢} = p’ (L x L)(r) = (R x R)(r)).(¢ @ ¥))

ol #° désigne la multiplication Rpo{G) ® Ruoi(G) — Ruoi(G). On obtient
ainsi un crochet de Poisson, dit de Sklyanin-Drinfeld, qui munit Ryq(G)
d’une structure d’algebre de Poisson : cela résulte du fait que I'application
{, } s’obtient aussi par transposition & partir de l’application

U-URU :u— [Au),T].
(Voir aussi ci-dessous §5.7.)
3.4. Stabilité par crochet de Poisson des sous-algébres
de la forme Ry, (G)4®)

Lemme 3.4.1
On a, pour 9,9 € Ryoi(G) et X € g

L(X){e, 9} = {L(X)-0, v} +{p, LX) -4 }+{p" (L L)(8(X))-(p29)).

La démonstration est un simple calcul.
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Proposition 3.4.2
Si a est une sous-algébre de Lie de g, pour que Ry (G)X® soit stable
par crochet de Poisson :

(i) II faut et il suffit que I'on ait

(VL8) pL X LX) - (9 ®9)) =0

pour tous ¢, 9 € Rua(G)X®, X € a.
(ii) II suffit que I'on ait

f(a) CgRa+a®yg

et cette condition est aussi nécessaire si a est le stabilisateur d’un
vecteur d’une représentation de dimension finie.

(iii) II suffit que a admette une base B formée de certains H;, de certains
X, et de certains Y, tels que

X.€B,d<a = Xy€B
Y,eB,d<a = Y,€B.

(L’assertion (ii) est due & Semenov-Tian-Shanski [38].)

Démonstration

(i) résulte du lemme.

(ii) Suffisance : immédiat.

(ili) résulte de la et de (VL.7).

(i1) Nécessité : supposons qu’il existe X € a tel que §(X) n’appartienne
pas a4 g®a+ a® g et que a soit le stabilisateur G,, d’un vecteur v d’une
représentation (V, 7); notons E un supplémentaire de a dans g et écrivons
8(X) =&+ n avec

£€ENa+a@E+E®a, neEANE n#0.

Notons p ’application canonique de g sur T,(7(G).v), espace tangent
en v & son orbite; (p® p)(n) est un élément non nul de A?T,(7(G) - v); il
existe donc des polynémes P et @ sur V tels que ((p®p)(n), PRQ) # 0;
posons
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L(a) ¢t 1a fonction

#((Lx LY(8(X)) - (e ®9)) = u’((L x L)(m) - (p @ 9))
prend au point I la valeur non nulle ((p ® p)(n), P ® Q).

alors ¢ et v appartiennent & Ry (G)

3.4.3. Exemples

La sous-algébre Ry (G)*® est stable par crochet de Poisson si G =
SL(2,C) ou si a est de 'un des types suivants :

a) a est de codimension 1;

.....

)
)
e) a= Zg(E,q) avec p # q;
) a=Zy(Eis+ Ey3) et G =SL(3,C).

Démonstration
a) est immédiat; pour G = SL(2,C), il suffit de considérer le cas ou
dim a = 1, qui est immédiat.

Pour les cas b), ¢) et d), on utilise la proposition 3.4.2 (iii); pour le
cas e), on utilise la proposition 3.4.2 (ii) et la description suivante de a :
a={X€g|Tip,=0Vi#p 24, =0V #q, Tpp = Tgq}-

Enfin le cas f) est analogue.

3.4.4. Exemples

La sous-algebre Ryo(G)*® n’est pas stable par crochet de Poisson si
a est I'un des types suivants :

g) o est le centralisateur d’une matrice diagonale non rangée H =
diag(hy, ..., hn);

N-1
h) a est le centralisateur d’une matrice de Jordan X =3 Einet
=1
N >4,
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Démonstration
Cas g) : a est I'ensemble des X € g tels que z;; = 0 si h; # hy; il
existe p et ¢ vérifiant
p+1<q, hy=hg hy #hysip<r <y
d’apres (V1.7), on a, modulo gQa+a®g:

6(Epq) = —2 Z Epy NErg #0.
p<r<q
Cas h) : a admet pour base &,...,{y-1 01 § = Z E“+], prenant

pour base d’un supplémentaire £ de a les éléments Hl, E;javec i > j
et F;j avec 1 < i < j < N —1, on voit facilement que §(E; v) a une
composante non nulle dans A?E.

3.5. Stabilité par crochet de Poisson des sous-algebres
de la forme Ry, (G)HA

Lemme 3.5.1
Soit A un sous-groupe fermé de G, a son algébre de Lie; on suppose
a) que Rpoi(G)®) est stable par crochet de Poisson

b) que A est engendré par sa composante neutre et par un sous-groupe
Ay de H =exp b.

Alors Ruo(G)Y4) est stable par crochet de Poisson.

Démonstration

Cela résulte de la formule suivante (& rapprocher de celle du lemme
3.4.1):

L(a) - {p, ¥} = {L(a) - o, L(a)¥}
pO (L x L)(Ad @ Ad)(a) -7 — 1) - (L(a) - ¢ ® L(a) - ¥))
et du fait que, sia € H, (Ad® Ad)(a) - r =

Proposition 3.5.2
Si A est de la forme G, , Ruoi(G)*™) est stable par crochet de Poisson.

Cela résulte du lemme et du fait que A = Gy,
et N, sont connexes.

-----
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3.6. Une sous-algebre de la forme R, (G)(V, 7, v)
non stable par crochet de Poisson

On utilise les notations du §2.8 avec m = 3, ie. G = SL(2,C),
V =V,, m = 73, et on prend v = v, = 3z%y. On a donc

T ( Z Z ) v = 3ctdug + ¢(3be + 2)v; + a(3be + 1)vy + 3a’bus.

Le stabilisateur G,, est trivial, donc Ryo(G)1G) = Rya(G). La sous-
algébre B = Ruo(G)(V, 7, v) est engendrée par les quatre éléments sui-
vants : o = a?b, v, = a(3bc + 1), w3 = ¢(3bc + 2), w3 = c*d. On va
vérifier que {yo, 1} n’appartient pas & B, ce qui montrera aussi que
Ruol(GY(V, 7, v) n'est pas égale & Ryo (GG,

Onar=1XAY et
{vo, 01} = (L x L)(r) - (0o ® 1)) — p (R x R)(7) - (00 ® 1));

le deuxiéme terme du second membre appartient a B parce que toute
algebre de la forme Ry (G)(V,7,v) est invariante par les opérateurs
R(Z), Z € g. 1l suffit donc de montrer que le premier n’appartient pas &
B. On a facilement

p((L % L)(r) - (po ® ¢1)) = 2a°b.

Si cet élément appartient & B, on peut écrire, sous la condition ad—bc = 1,

’b= Y Ammpa¥0 0T o5

m,n,p,q

lorsque a # 0 et b = 1, ceci s’écrit

a® = A g@ TIP3 + 1) (3¢ + 2)P (¢ + 1)Y;
? ?p)q

m,n,p,q

le second membre devant rester borné lorsque ¢ — 0o, le nombre

sup{n +2p+ 3¢ | Amnpgq # 0}

est nul; alors
3 2m
@’ = Anpooa
m

ce qui est absurde.
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4. Quelques propriétés des bigebres

Soit A une bigebre complexe avec multiplication g, unité 1, comulti-
plication A et colinité ¢; et soit yo la multiplication du dual restreint A°
de A; nous écrirons aussi @y au lieu de u°(p ® ¥).

Pour tout ¢ € A, on définit des opérateurs linéaires L(a) et R(a) dans
A° par

(L(a) -9, 0) = (p,ba)

<R(a) 2 b> = <§0, ab);
ce sont des dérivations (resp. automorphismes) si a est primitif (resp.
de type groupe, i.e. Ala) = a ® a). Lorsque A = U(g), on retrouve les

opérateurs L et R définis au §2.3.
On a

(VL9) L(a) - o9 = p’((L x L)(A(a)) - (0 ® 9)).
Pour toute partie F de A on pose

(AHUE) = o e A% | L{a) - ¢ =0Va € E}.
Le résultat suivant est immédiat :

Lemme

(i) Pour que (A°)XF) soit une sous-algébre de A°, il faut et il suffit que
lon ait

p(L x L)(A@) - (p@¥) =0 Vope (AP aek.
(ii) Ceci a lieu en particulier si

A(E)C AE® A+ A® AE.

5. Retour sur U(g)

5.1. Généralités

L’algebre Uy, = Up(g) étant définie comme au §V.1.2.1, on sait qu’il
existe d’une part des isomorphismes de C-modules U, — U (cf. §V.1.2)
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et, d’autre part, des isomorphismes de é—algébres U, — U ot U est
muni de la déformation formelle constante de la multiplication de U/ (cf.
théoréme I11.2.5.5) ; certaines des constructions qui suivent dépendent du
choix de I'un ou l'autre de ces isomorphismes. Pour simplifier I'exposé,
nous introduirons les terminologies suivantes.

5.2. Définitions

Nous appellerons réalisation d’'un C-module V tout isomorphisme de
C-modules V — V/RV induisant l'identité au niveau de V/AV; il en
existe si et seulement si V est séparé, complet et sans torsion (lemme
I11.1.1.3).

Nous appellerons trivialisation d’une é-alg‘ebre V' toute réalisation
de V transformant la multiplication de V en la déformation formelle
constante de la multiplication de V/hV.

La réalisation de U, construite au §V.1.2 dépend du choix de bases
dans U et Uy ; elle va nous permettre de considérer g comme un sous-
espace vectoriel de Uj,.

Proposition 5.3
1l existe des trivialisations A : Uy, — U ayant les propriétés suivantes :
(i) A(H)=H VHEeHp,
(ii)) A ne modifie pas la coiinité €.

La démonstration utilise le lemme suivant, qui nous servira aussi plus
loin.

Lemme 5.4

Soit (A, ) une algébre complexe, B et C des sous-algébres de A vé-
rifiant B C C et H'(B,A/C) = 0; (A, i) une déformation formelle de
(A w) telle que B soit une sous-algébre de A; T un automorphzsme du
C-module A transformant fi en la deformamon formelle constante i’ de
1 avec To = id 4. Alors il existe un élément inversible & de (A i) tel que
on ait g =1 et Ada - (T(B)) c C.
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Démonstration

Notons 7 I’application canonique A — A/C. On a par définition, pour
aj,00 € Aetn €N

Z (Tp(ﬂq(alaa‘z» - Tp(al)-Tq(a2)) = 0.
p+g=n
Prenant n = 1, on voit que (7 o T})|p € Z'(B,A/C); il existe donc
ay € A tel que

Ti(b) —boy +arbe C  VbeB.
On a alors
(1 +azh) - T(d) - (1 + ogh)™ = Ti(b) — boy + ayb e C.

On peut donc supposer que f(b)l € C pour tout b € B. Alors (moTh)|p €
ZY(B, A/C), et ainsi de suite.

5.5. Notation

Pour toute partie X d'une algebre A, nous noterons H°(X, A) le cen-
tralisateur de X dans A.

5.6. Démonstration de la proposition

(i) On applique le lemme avec A = U(g), B =U(h), H'U(H),U(g));
on a bien HY(B, A/C) = 0 parce que B est commutative et que A/C
ne contient pas le B-module trivial. On prend pour (A, fi) la réalisation
indiquée ci-dessus de Uj,. Le lemme montre qu’il existe une trivialisation
A vérifiant A(h) C (HO(U(H),U(g))) ; enfin on peut déduire de 1a que
A(H)=H VY H € b (cf. [17], proposition 4.3).

(ii) Ce résultat (non publié) m’a été communiqué par M. Gersten-
haber.

5.7. Dual restreint de i),

Le dual restreint (Uy,)° de U, a été défini au §1I1.3.5.1; rappelons
qu’on en obtient une réalisation de la fagon suivante : on choisit une
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trivialisation de U, soit A : Uy, — (U, i) ol i’ désigne la déformation
formelle constante de la multiplication de I ; 'inverse de la transposée
de A induit un isomorphisme de C-modules

U Un) — (U, )%

ensuite, utilisant le fait que toute représentation de rang fini de (i, i')
est équivalente a la déformation formelle de sa composante de degré 0
(cf. §111.2.5.7), on voit facilement que W, i) =U. N

Enfin, si I'on note p° = (u2)nen la multiplication de YO transportée
par ¥ de celle de W, le crochet de Poisson pf — u? o o est identique
a celui du §3.3 : cela résulte de ce que ’élément 7 est construit a partir
d’une R-matrice quantique associée a la déformation formelle de U° (cf.

§3.1).

6. Déformations de sous-algébres de U/°

6.1. Généralités
Définition

FEtant donnée une sous-algébre By de U° = Ry (G), nous dirons
qu’une sous-algebre B de W est une déformation formelle de By au
sein de (Uy)? il existe une réalisation ¥ : (Uy)? — U° transformant B
en Pensemble By des éléments @ = (pn) tels que ¢, € By pour tout n.

Le résultat final du §5.7 montre que, pour qu’il existe une telle sous-
algeébre B, il est nécessaire que By soit stable par crochet de Poisson.

Nous examinerons d’abord le cas oit By est de la forme (U%)X(®);
le candidat naturel pour B est alors ((14,)°)%(®), expression qui a bien
un sens puisque nous avons plongé, au §5.2, g dans U, en tant que sous-
espace vectoriel ; mais ’ensemble ((Up)°) ) n’est pas nécessairement une
sous-algebre de (U4,)? ni une déformation formelle de (14°)%(®).

Nous examinerons ensuite le cas des sous-algebres By de la forme
(UOYLA) | et celui des sous-algebres Ryo(G)(V, 7, v), dans certains cas
particuliers.
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6.2. Cas des sous-algébres de la forme (°)*(®
On a d’abord le résultat suivant, analogue au lemme du §4 :

Lemme 6.2.1

Pour que ((Uy)°)"® soit une sous-algébre de (Uy)°, il suffit que I'on
ait

A(a) ClUp-aQ@Un+ U, QU - a.

Lemme 6.2.2.

Pour tout o € At, A(X,) (resp. A(Y,)) est somme de tenseurs de la
forme u ® v out u ou v est divisible & droite par un X, (resp. Yy ) avec
o' < « pour la relation d’ordre définie au § 3.2

Démonstration

Par récurrence sur la longueur de a.

Corollaire 6.2.3
L’ensemble ((Uy)0)®) est une sous-algébre de (Uy)° si a est de I'un
des types suivants :

b) a=n, oun_;

C) a=g,,.

6.2.4. Remarque

L’ensemble ((U)°) X n’est pas une sous-algebre lorsque G = SL(2, C)
eta=C-(H—-X+Y), bien que (°)*(® soit stable par crochet de Pois-
son (cf. §3.4.3). En effet, en utilisant les formules (VI.1), (VI.2) et (VL.9),
on voit que L(H — X +Y)(a+b) et L(H — X +Y)(c+ d) sont nuls, mais
que

LH-X+Y) ((a+b(c+d)=(2—-q — q;')(ac—bd) # 0.

Lemme 6.2.5 .
Soit A : U, — U une trivialisation de Uy, telle que 'on ait A(a) C Ua.
Alors, notant ¥ linverse de la transposée de A, on a

U ((U)0)) = (W)=
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Démonstration

On a, par transport de structure,
U ((@)1)H2) = @oyHae

et Pon doit donc montrer qu'un élément f = (f,) de U° est annulé
par L(A(a)) si et seulement si tous les f, sont annulés par L(a). On
va, démontrer la nécessité, la suffisance sera alors immédiate. Pour tout
%= (un) €U et tout a € aon a

(f,@-Aa)=0

i.e. pour tout n :
Z <fpa Ugq - Afa);) =0
p+g+r=n
(on rappelle que la multiplication de U est la déformation formelle con-
stante de celle de U); prenant en particulier u € U, i.e. u, =0Vqg > 0,

on a
> (fpu-Aa))=0 VneN, vell, a€a.
ptr=n
Prenant n = 0, comme A(a)y = a, on voit que f; est annulé par L(a);
prenant ensuite n = 1, comme A(a); € Ua, on voit immédiatement que
f1 est annulé par L(a); et ainsi de suite.

Théoréme 6.2.6

L’ensemble ((,)?)X®) est une sous-algébre de (Uy)° et une déforma-
tion formelle de (U°)®) au sein de (Uy,)° si a est de I'un des types con-
sidérés au corollaire 6.2.3.

Démonstration

Cas a). Considérons d’abord le cas de g, . que nous noterons g';
on applique le lemme 6.2.5 en construisant d’abord une trivialisation A
envoyant g’ dans (U(g')*) (on a noté U(g')" V'ensemble des éléments de
U(g') sans terme constant). Pour cela on part de la réalisation U —
U construite au §V.1.2, qu'on note R; ici U est muni d’une certaine
multiplication i et il est facile de voir que (U(g'))” en est une sous-alge-
bre. On applique ensuite le lemme 5.4 avec (4,7) = (U, fi), B = C =
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U(g") et en prenant pour T la composée de R~ avec une trivialisation II
de U, ayant les propriétés de la proposition 5.3. Posant alors A = Ad aoll,
on a bien A(g') C (U(g")" )

Considérons maintenant le cas de a = gn, ., ; @ est somme directe de
g’ et d’une sous-algebre hy de h commutant avec g’, ce que nous écrirons
ho C H(g',U). Posons S = Ad& o T'; on vérifie facilement que

S(ho) € (H'(¢',U(9)))
on peut alors appliquer le lemme 5.4. avec

= H°g',U(g))

= U(ho)

= H(ho, H°(g', U(g)))
= 5

Qo

il existe donc 3 € (H(g,U(g)))™ vérifiant Gy = 1 et
(AdB) - (S(ho)) < (H (b0, H'(¢',U(9))))"
alors Adf o S envoie bo dans (U(ho))™ (cf. [17], proposition 4.3) et g’

dans (U(g'))” parce que § commute & cet ensemble.

Cas b). On utilise le lemme 6.2.5 en prenant une trivialisation A vé-
rifiant A(H) = H pour tout H € bh; on doit donc prouver que A(n,)
est inclus dans (U - n,)". Pour tout o € A*, A(X,) est une combinaison
linéaire sur C de mondmes ordonnés (dans i)

E=Y2 Y2 Hy---Hy - X5 ... X0,
(cf. §V.1.1.5). Ecrivant
A([H, Xa]) = [A(H), A(Xa)]

ol les crochets de gauche et de droite sont calculés respectivement dans
Uy, et dans U, on s’apercoit que chacun des £ ci-dessus non nuls contient
au moins un Xjg.

Cas c). Il résulte des cas précédents et du fait que

g’l})\ = gN1

.....
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6.2.7. Exemple

On prend G = SL(2,C), a = Zz(H) = C - H; lalgebre (U%)H(®) est,
engendrée par les coeflicients <I>v » OU 7y est la représentation de Uy
correspondant & my. Pour cela on construit une application T : V, —
V1 ® Vi entrelacant les représentations 7 et 7} ® 7} de U, :

T(vy) = o ® g, T{v1) = qoe1 ® eg + g5 "o @ €1, T(wg) = €1 ® €3
ol (e, e1) est la base canonique de C?; on en déduit que

@3, = aolg+g")ab
®m = (¢*+1)ad — ¢

'Ul »U1

2, = qlg+g)ed.

Par ailleurs, utilisant la base de (U,)° formée des éléments a™b"dP et
a™c"dP et le fait que H est primitif, on vérifie sans peine que P’algebre
((Un)?)H®) est aussi engendrée par les éléments ab, ad, cd. Enfin, on peut
démontrer que les relations (VI.6) se déforment comme suit :

Ba—g*af + (¢ — 1)a

yo — g*ay+q(¢? - 1)(6 —¢€)
Y6 — ¢*By+(¢* — 1)y

ay — M6 - B).

6.2.8. Remarque

Les déformations formelles des sous-algebres de la forme (U%)%(®) avec
a = gn,,.n, ont été étudiées dans [14].

6.3. Cas des sous-algébres de la forme (°)*(4)

Théoréme 6.3.1
Soit A un sous-groupe de Lie de G, a son algébre de Lie. On suppose

a) que (Uy)°)XD et une sous-algébre de (Uy)? est une déformation for-
melle de (U°)¥(®) au sein de (Uy)°

b) que A est engendré par sa composante neutre et par un sous-groupe
Agde H=exph.
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Alors

(i) Ao opére naturellement par automorphismes dans (U, )°

(i) (Un)°) @ N ((Up)0) X4 est une sous-algébre de (Uy)? et une déforma-
tion formelle de (U°)**) au sein de (Uy)?; nous la noterons ((Uy)°)“4).

Démonstration

(i) Soit A une trivialisation induisant l'identité sur h; définissons ¥

comme au §5.7; pour tout ¢ € (Up)°, ¥(p) a des composantes ¥(p),
dans U° et on a

V(LX) @) =L(X) - ¥(p)n VXEDh

Ceci montre que la série exp L(X) - ¢ converge; on peut la noter L(a)- ¢
en posant a = exp X ; L(a) est un automorphisme puisque L{X) est une
dérivation.

(ii) est maintenant immédiat.

6.3.2. Exemples

Le théoreme précédent s’applique en particulier au cas ou A est de la
forme G,, (c£.§2.7.2); mais dans ce cas on peut construire la déforma-
tion formelle de P'algebre (U4°)2(4) d’une autre facon, comme déformation
formelle de Ruoi(G)(Va, Ta,va) (c’est le point de vue adopté dans [40],
ou 'on conjecture aussi que l'algebre déformée est quadratique). En ef-
fet, notons (V}, ) la représentation de Uy corresponant a (Vy,m,); Vy
contient un unique (& un facteur pres) vecteur dominant v} ; notons

O Vi = W) et Ej =Imo))

les objets analogues & ®7* et E) définis au §2.7.3; on a encore E} - B, C
Ej ., de sorte que la sous-algebre A, fermée engendrée par E) est I'adhé-
rence de la somme directe des E’, ,. On va prouver que Ay = ((Uy)0)X4).
Les raisonnements faits au §6.2.6 montrent qu’il existe une trivialisation
A : Uy, — U telle que Vinverse de sa transposée envoie ((Uy)0)X@ sur
((U)A) nous identifierons Uy, & U. Par ailleurs, puisque toute repré-
sentation de rang fini de U est équivalente & la déformation formelle
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constante de sa composante de degré 0, on peut supposer que 7} est la
déformation formelle constante de ) et que v) = v,; alors E} = E) et

Ay = (F(G)(Vama, o)) = (U ) = ([U)0) .

6.3.3. Exemple

Lorsque 7y est la représentation naturelle de SL(N,C) dans CV et
que vy est le premier vecteur de base de CV, ((Uy)0)X4) est engendrée
par p1,1, P21, - - -, PN,1 avec les relations pj1p;1 — gpi1pj1 pour ¢ < j; c’est
Pespace quantique de Manin.

6.3.4. Exemple

Prenons G = SL(2,C) et utilisons les notations du §2.8. On peut
démontrer que les relations (VI.5) se déforment comme suit :

T5Ti — q(j'i)mxixj pour 0 <t <3< m
z;x; — ¢ ™ Agoz s pour 0<i<j<m, i+j<m
T — qi(m_j)xmwi+j—m pour 0 <i1<j<m, 1+Jj>m.
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