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Geleitwort

Wihrend bis zum Ende des 19. Jahrhunderts die Trigonometrie mit ihren astro-
nomischen Anwendungen ein fester Bestandteil der gymnasialen mathematischen
Bildung war, nahm ihr Stellenwert in der Folgezeit zunehmend ab, insbesondere
seitdem sich Analysis, lineare Algebra und Stochastik als verpflichtende Kern-
inhalte der gymnasialen Oberstufe herausbildeten. Dementsprechend stand die
Trigonometrie tiber Jahrzehnte eher am Rande didaktischer Forschungs- und Ent-
wicklungsarbeit, dies gilt insbesondere auch fiir den deutschsprachigen Raum. So
fehlen bislang sowohl sachanalytische, konstruktive als auch deskriptive Studien
zu grundlegenden Inhalten trigonometrischer Lernprozesse. Dies steht in diame-
tralem Gegensatz zur Bedeutung, die der Trigonometrie fiir die Entwicklung eines
tragfihigen Verstindnisses reeller Funktionen und ihrer Anwendungen zukommt.
Nimmt man den Anspruch auf Kompetenz- und Anwendungsorientierung des
Mathematikunterrichts ernst, so stellt sich damit die Frage, wie die Trigonome-
trie innerhalb der schulischen Bildung zeitgemill umgesetzt werden kann und
welche didaktischen Konzepte geeignet sind, das Wissen iiber Trigonometrie bei
Lernenden und Lehrenden zu verbessern. In diesem Themenkomplex bewegt sich
die vorliegende Arbeit von Valentin Katter.

Ausgangspunkt und Motivation bilden Desiderata in der didaktischen For-
schung zur Trigonometrie, die im Zuge einer Aufarbeitung des relevanten
Forschungsbestands im Einzelnen herausgearbeitet werden. So gibt es bislang
kaum Arbeiten zu Grundvorstellungen im Bereich der Trigonometrie. Ebenso
gibt es kaum Arbeiten iiber die deskriptive Analyse individueller Denkprozesse
in diesem Bereich. In den wenigen empirischen Studien zu diesem Thema fehlen
Arbeiten, die den Umgang mit Grundbegriffen zur Trigonometrie in authen-
tischen Lernsituationen erfassen. Dies fiihrt den Autor zur Zielsetzung seiner
Arbeit, ndmlich (1) der Durchfiihrung einer didaktisch orientierten Sachanalyse
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zur Trigonometrie, (2) einer Herleitung von normativen Grundvorstellungen auf
der Basis der durchgefiihrten Sachanalyse und (3) der empirischen Uberpriifung
der entwickelten normativen Kategorien in explorativen Fallstudien.

Die Entwicklung einer didaktisch orientierten Sachanalyse und die daraus
abgeleiteten normativen Grundvorstellungskategorien stellen den inhaltlichen
Schwerpunkt der Arbeit dar. Den konzeptionellen Rahmen hierzu bilden das
Grundvorstellungskonzept, die klassischen Arbeiten zur didaktischen Analyse,
die hierzu entwickelten grundlegenden stoffdidaktischen Arbeiten sowie die
didaktisch-phéanomenologische Theorie Freudenthals. Auf der Basis dieser Theo-
riebestinde wird der Komplex Trigonometrie in seiner historisch-, logisch- und
individuell-genetischen Entwicklung analysiert. Mit dieser Verbindung von Sach-
analyse und genetischer Perspektive gelingt es dem Autor ein methodisches
Verfahren zu entwickeln, das zur Identifizierung und Formulierung normati-
ver Grundvorstellungen fiihrt. Es besteht im Wesentlichen aus vier aufeinander
folgenden und jeweils aufeinander aufbauenden Phasen, ndmlich (1) Sam-
meln inhaltlicher Kontexte und Phinomene, (2) Ordnen dieser Phdnomene nach
Darstellungsformen, (3) Klassenbildung nach Kerneigenschaften des jeweiligen
Begriffs und (4) darauf basierte Formulierung von Grundvorstellungen.

Der Autor setzt diese Schritte in einer umfassenden und systematischen didak-
tischen Sachanalyse mit genetischem Fokus fiir den Bereich der Trigonometrie
um. Als Ergebnis leitet er sechs Grundvorstellungen (Seitenverhiltnisvorstel-
lung, Projektionsvorstellung, Referenzdreiecksvorstellung, Koordinatenvorstel-
lung, Oszillationsvorstellung, Funktionsvorstellung) ab und bettet diese in ein
Netz von fachlichen Kernelementen ein, die das fiir die Ausbildung der jeweiligen
Grundvorstellung notwendige Hintergrundwissen beschreiben.

Es folgt eine empirische Uberpriifung der entwickelten normativen Kategorien
in explorativen Fallstudien. Thre Auswertung fiihrt zur Identifizierung einer Viel-
zahl von Denkmustern und Vorstellungen, die zum einen die zuvor entwickelten
normativen Kategorien in wesentlichen Aspekten bestitigen und zum anderen
eine tiefergehende Interpretation trigonometrischer Denkprozesse als die bislang
bekannten allgemeinen funktionalen Grundvorstellungen erlauben.

Insgesamt entwickelt Valentin Katter Ergebnisse zu drei Bereichen:

e Seine grundlegenden Analysen zur Genese der Trigonometrie und die daraus
entwickelten normativen Grundvorstellungen erweitern sowohl das didaktische
Wissen zur Trigonometrie als auch die Theorie von Grundvorstellungen.

e Die qualitativen Analysen bestitigen die Sinnhaftigkeit der zuvor entwickel-
ten normativen Kategorien und fithren zur Identifizierung von Denkmustern
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und Vorstellungen beim Umgang mit dem Sinus, die bislang nicht in dieser
Spezifitit beschrieben wurden.

e Mit der von ihm entwickelten Sachanalyse gelingt es dem Autor, ein all-
gemeines Verfahren zur Gewinnung von normativen Grundvorstellungen zu
entwickeln, das auch auf dhnliche inhaltliche Gebiete — z. B. auf andere
Funktionenklassen — angewendet werden kann.

Es ist zu wiinschen, dass diese Ergebnisse das Interesse der mathematikdidakti-
schen Community finden und zur weiteren Erforschung und Férderung mathema-
tischer Lernprozesse im Bereich der Trigonometrie und anderer Funktionsklassen
beitragen konnen.

Bielefeld Rudolf vom Hofe
im Januar 2023
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Einleitung

1.1 Hintergrund der Arbeit

Der Stellenwert der Trigonometrie in den Kernlehrplinen der Sekundarstufe I
und II variiert deutlich in den unterschiedlichen Bundesldndern. In Nordrhein-
Westfalen reicht es beispielsweise, die Ableitung der Sinusfunktion schlichtweg
zu nennen (KLP II NRW 2014), wohingegen sich die Schiilerinnen und Schiiler
in Bayern die Ableitungsfunktion auf graphischem Weg plausibel machen sollen
(KLP Bayern 2009). In Berlin sollen die Schiilerinnen und Schiiler den Sinus-
und Kosinussatz nutzen, um in beliebigen Dreiecken Seitenldngen zu bestimmen
(KLP Berlin 2006), wahrend in Niedersachsen die beiden Sitze nicht auftau-
chen. Schaut man sich den aktuellen Kernlehrplan fiir Nordrhein-Westfalen der
Sekundarstufe I fiir Gymnasien (KLP I NRW 2019) im Fach Mathematik an,
so kann man feststellen, dass die Trigonometrie sowohl in der Geometrie, zur
Berechnung unbekannter Grofen in beliebigen Dreiecken, als auch im Bereich
der Funktionen, zur Beschreibung periodischer Prozesse, wieder eine wichtigere
Rolle spielt. Vergleicht man den Kernlehrplan mit der Vorgingerversion aus dem
Jahr 2007, sieht man, dass die Inhalte in der Trigonometrie erweitert wurden: In
der Geometrie hat der Kosinussatz wieder Einzug gehalten und im Bereich der
Funktionen sollen Schiilerinnen und Schiiler die Sinus- und Kosinusfunktion als
Verallgemeinerung der trigonometrischen Definition des Sinus und des Kosinus am
Einheitskreis erldutern. Dartiber hinaus wird das Bogenmal} wieder thematisiert
und die Parameter a und 7 in der Funktionsgleichung f(¢) = a-sin (t . 27”) sollen
als Amplitude und Periode periodischer Vorgdnge gedeutet werden.

Diese Anderungen stellen sich gegen den Trend der letzten Jahrzehnte, in
denen die Trigonometrie zunehmend aus den Kernlehrpldnen verschwand und
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als Schulstoff in einigen Bundeslindern kaum noch sichtbar war. Diese Ver-
nachldssigung wird umso deutlicher, wenn bedacht wird, dass am Ende des 19.
Jahrhunderts die Trigonometrie in der Himmelskunde als kronender Abschluss
der Oberprima gehandelt wurde und ihr nunmehr in der Oberstufe allenfalls eine
Nebenrolle zugeordnet wird (vgl. Abschnitt 4.1). Besonders eindringlich zeigt
sich dieser Kontrast im Ubergang von der Schule zur Hochschule, da in mathe-
matischen Fachvorlesungen Wissen iiber trigonometrische Zusammenhinge — das
einst wichtiger Teil des Schulstoffes war — oft vorausgesetzt wird. Bei angehenden
Lehrerinnen und Lehrern, denen dieses Wissen nicht in addquater Form zugéng-
lich gemacht wird, kann dies zu einer Tradierung von Nichtwissen fiihren, unter
der besonders zukiinftige Schiilerinnen und Schiiler leiden.

Fiir die Lehrerausbildung wird im Lichte dieser Tatsachen zwei Fragen beson-
derer Nachdruck verliehen: Welche inhaltlichen Kompetenzen sollten angehenden
Lehrkriften in der Trigonometrie vermittelt werden? Mit welchen inhaltlichen
Kompetenzen sind Lehramtsstudierende im Bereich Trigonometrie tatsédchlich
ausgestattet?

In zahlreichen empirischen Studien wurde herausgefunden, dass Studierende
ihr Studium zum Teil mit erheblichen Defiziten im Umgang mit trigonometri-
schen Funktionen beginnen. In diesen Studien wurden unter anderem Probleme
im Umgang mit dem Bogenmal} aufgezeigt (Akkoc 2008), Schwierigkeiten beim
Ubergang vom Einheitskreis zum Funktionsgraphen der Sinusfunktion identi-
fiziert (Brown 2005) sowie mangelnde fachliche Kenntnisse im Bereich der
Trigonometrie (Fi 2003) festgestellt. Studien, welche die Situation an deutschen
Universitidten untersuchen, sind bisher nicht bekannt. Ergebnisse der vorliegen-
den Studie an der Universitit Bielefeld lassen darauf schlieen, dass die Situation
sich dhnlich darstellt.

Welche inhaltlichen Kompetenzen angehende Lehrende im Bereich der Trigo-
nometrie entwickeln sollten, variiert je nach Blickwinkel und entsprechendem
Anforderungskatalog (Katter 2020a). Dazu wird im Folgenden ein Blick auf
verschiedene Zielgruppen geworfen, die sich mit der Trigonometrie auseinander-
setzen und an die unterschiedlichen Anforderungen gestellt werden: Schiilerinnen
und Schiiler, Mathematikstudierende und Lehramtsstudierende. Zu diesen drei
Zielgruppen lassen sich jeweils inhaltliche Anforderungen auf den folgenden
Grundlagen formulieren:

e Inhaltliche Anforderungen der Kernlehrplédne an die Schiilerinnen und Schiiler.

e Inhaltliche Anforderungen des mathematischen Fachstudiums an Mathematik-
studierende.

e [Inhaltliche Anforderungen des Lehramtsstudiums an Lehramtsstudierende.
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Die inhaltlichen Anforderungen der Kernlehrplidne sind klar definiert. Sie bezie-
hen sich auf einen verstindigen Umgang mit der Sinusfunktion in Sachkontexten,
an Dreiecken, am Einheitskreis und auf analytischer Ebene als Funktionsterm
bzw. Funktionsgraphen.

Das mathematische Fachstudium fordert dariiber hinaus eine klare analytische
Charakterisierung bzw. Einordnung der Sinusfunktion in das jeweilige formale
System. Dies kann z. B. durch die Definition der Sinusfunktion als Taylorreihe
oder als Losung der Differentialgleichung y*“ + y = 0 geschehen.

Das Lehramtsstudium fordert eine Vernetzung der oben genannten Inhalte.
Lehramtsstudierende sollten erlernen, Schiilerinnen und Schiilern die Zusam-
menhidnge im Bereich der Trigonometrie verstdndlich zu erkldren. Zusammen-
hinge konnen beispielsweise zwischen realweltlichen Anwendungskontexten und
mathematischen Definitionen hergestellt werden (z. B. zwischen Landvermessun-
gen und der Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck). Solche Verkniip-
fungen bilden die Grundlage zum Aufbau adidquater Grundvorstellungen (vom
Hofe 1995). Weitere Zusammenhinge konnen zwischen unterschiedlichen mathe-
matischen Definitionen und Darstellungen hergestellt werden (z. B. der Definition
am rechtwinkligen Dreieck und der Definition am Einheitskreis), wodurch Grund-
vorstellungen miteinander vernetzt und flexibel genutzt werden konnen. Dariiber
hinaus nennt Winter (1992) im Zusammenhang mit dem Lehramtsstudium drei
Wissensbereiche, die weder in den fachmathematischen Vorlesungen noch im
Referendariat geniigend beriicksichtigt werden:

— Wissen um Genese und kulturelle Kontexte mathematischer Ideen

—  Wissen um Heuristiken zur Losung mathematischer Aufgaben und zur geddchinis-
madfligen Organisation mathematischer Inhalte

— Wissen um Anwendungen, Verkiérperungen, Realisierungen mathematischer
Begriffe und Theorien, also auch Wissen um die allgemeine Bedeutung der
Mathematik in Wissenschaft und Gesellschaft.
(Winter 1992, S. 16)

Diese Wissensbereiche machen nach Winter einen wesentlichen Teil der pid-
agogischen Dimension des Lehrberufs aus und sollten daher besonders im
Lehramtsstudium beriicksichtigt werden.

1.2 Ziele der Arbeit

Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sich um eine explorative Studie, die
sich mit schul- und studiumsrelevanten Themen der Trigonometrie beschiftigt.
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Das Lernen und Lehren der Trigonometrie beinhaltet einige aus didaktischer
Sicht besondere Herausforderungen. Diese Herausforderungen sind zum einen
darin begriindet, dass es sich bei den trigonometrischen Funktionen um nicht
algebraische Funktionen handelt, zum anderen darin, dass der Sinusbegriff in
verschiedenen Sachzusammenhéngen genutzt werden kann und durch diese unter-
schiedliche Bedeutung bekommt. Erkennbar wird dieser Bedeutungswechsel
beispielsweise bei der Anwendung des Sinus am Einheitskreis und am recht-
winkligen Dreieck. Dariiber hinaus wird der Sinus eingesetzt um periodische
Prozesse zu modellieren und er ist ein wichtiges innermathematisches Werkzeug
bei der Fourieranalyse. Diese und weitere Sachzusammenhénge bilden die Grund-
lage fiir eine Reihe neuer Grundvorstellungen, die dem Sinus aus normativer Sicht
zugeschrieben werden konnen und iiber die bekannten allgemeinen funktionalen
Grundvorstellungen (Vollrath 1989) hinaus gehen. Zur Herleitung von Grundvor-
stellungen zu einem mathematischen Begriff wird in dieser Arbeit eine didaktisch
orientierte Sachanalyse in Hinblick auf die historische, logische und individuelle
Genese des Sinusbegriffs durchgefiihrt.

Das didaktische Ziel einer solchen Bestimmung von Grundvorstellungen leitet
sich aus der Annahme ab, dass diese im Individuum ausgebildet werden konnen
(vom Hofe 1995). Diese individuellen Schiilervorstellungen bilden den deskripti-
ven Aspekt des Grundvorstellungskonzepts ab und konnen im Einzelfall qualitativ
erfasst werden. Der Vergleich normativ intendierter und individuell konstruier-
ter Vorstellungen ermoglicht es schliellich, Konsequenzen fiir den individuellen
Lernprozess zu ziehen. Welche individuellen Vorstellungen Lehramtsstudierende
ausbilden und welche Entsprechungen es zu den normativ intendierten Grundvor-
stellungen gibt, wird im empirischen Teil beantwortet. Zusammenfassend lassen
sich die folgenden drei Ziele formulieren:

1. Durchfithrung einer didaktisch orientierten Sachanalyse unter Beriicksichti-
gung der logischen, historischen und individuellen Genese.

2. Herleitung von normativen Grundvorstellungen auf der Basis der didaktisch
orientierten Sachanalyse.

3. Rekonstruktion und Analyse von Denkprozessen von Studierenden im
Umgang mit dem Sinusbegriff mithilfe des Grundvorstellungskonzeptes.

Bei der Rekonstruktion und Analyse von Denkprozessen wird aulerdem unter-
sucht, inwieweit die neuen funktionsklassenspezifischen Grundvorstellungen zur
Sinusfunktion eine geeignete Erweiterung der allgemeinen funktionalen Grund-
vorstellungen — Zuordnungsvorstellung, Kovariationsvorstellung und Objektvor-
stellung — darstellen.
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13 Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit besteht aus sieben Kapiteln. Bei dem ersten Kapitel
handelt es sich um die Einleitung, in der der Hintergrund, die Ziele und die
Gliederung der Arbeit vorgestellt werden.

Im zweiten Kapitel wird der Stand der didaktischen Forschung im Bereich der
Trigonometrie dargestellt. Dazu wird im ersten Abschnitt 2.1 ein kurzer Uberblick
tiber die didaktische Forschung im Allgemeinen gegeben, anschliefend werden
in Abschnitt 2.2 exemplarisch relevante, empirische Studien zur Didaktik der
Trigonometrie vorgestellt. Im dritten Abschnitt 2.3 werden aus den vorgestellten
Studien Forschungsdesiderata abgeleitet.

Im dritten Kapitel wird der konzeptionelle Rahmen der theoretischen Analyse
vorgestellt. Zundchst wird in Abschnitt 3.1 gekldrt, was unter Darstellun-
gen mathematischer Objekte zu verstehen ist. Darstellungen mathematischer
Objekte dienen in dieser Arbeit als Triager von Grundvorstellungen, die in
Abschnitt 3.2 erldutert werden. Die Klidrung des Grundvorstellungskonzep-
tes beinhaltet eine Diskussion der normativen, deskriptiven und konstruktiven
Aspekte, die Unterscheidung zwischen primédren und sekundiren Grundvorstel-
lungen, allgemeine funktionale Grundvorstellungen, den Prozess der Sinnkon-
stituierung sowie den Zusammenhang zu fachlichen Charakterisierungen eines
mathematischen Begriffs. In Abschnitt 3.3 werden unterschiedliche Sichtweisen
auf didaktisch orientierte Sachanalysen geschildert und erklért, wie eine solche
Analyse dabei helfen kann, normativ intendierte Grundvorstellungen zu einem
mathematischen Begriff zu finden. AnschlieBend wird in Abschnitt 3.4 auf der
Grundlage des genetischen Prinzips und den drei Aspekten der logischen, his-
torischen und individuellen Genese ein Vorgehensweise vorgestellt, mit der in
vier Schritten eine didaktisch orientierte Sachanalyse durchgefiihrt und normativ
intendierte Grundvorstellungen identifiziert werden konnen.

Im vierten Kapitel wird eine didaktisch orientierte Sachanalyse durchgefiihrt,
mit deren Hilfe normative Grundvorstellungen zum Sinus formuliert werden. In
Abschnitt 4.1 wird ein Uberblick iiber die Geschichte der Trigonometrie im
mathematischen Unterricht vom Anfang des 20. Jahrhunderts bis heute gege-
ben. Diese Darstellung dient dem Ziel, die normativ intendierte individuelle
Genese der Trigonometrie nachzuvollziehen, die anhand idealtypischer Lernwege
in der Schule veranschaulicht wird. In Abschnitt 4.2 wird die geschichtliche
Genese der Trigonometrie betrachtet. Beginnend 1650 vor Christus und dem Bau
der Pyramiden, fiihrt dieser Exkurs zu den Anfingen der sphirischen Trigono-
metrie in der Astronomie bei den Griechen um 600 vor Christus, bis hin zu
einer Weiterentwicklung der Werkzeuge und Methoden in Indien ca. 500 nach
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Christus. Anschliefend wird in Abschnitt 4.3 in einer Auseinandersetzung mit
den fachlichen Charakterisierungen des Sinus und den moglichen Zusammen-
hingen zwischen ihnen, die logische Genese herausgearbeitet. Hierbei geht es
um eine systematische, mathematische Klidrung des Begriffs. In Abschnitt 4.4
werden ergidnzend Anwendungskontexte der Trigonometrie zusammengetragen.
In Abschnitt 4.5 wird eine erste Klassenbildung vorgenommen. Dazu werden
die gesammelten Sachzusammenhiinge den unterschiedlichen Darstellungen der
Sinusfunktion zugeordnet. In Abschnitt 4.6 wird diese Einteilung verfeinert und
es werden sechs normative Grundvorstellungen mit passenden Grundkenntnissen
zum Sinus formuliert. Die Formulierung dieser Grundvorstellungen markiert das
Ende des Theorieteils.

Mit Kapitel 5 fingt der empirische Teil der Arbeit an. In Abschnitt 5.1 wer-
den zunichst die Forschungsfragen konkretisiert. Insgesamt werden drei Fragen
formuliert, mit denen die Denkprozesse der Studierenden, funktionsklassenspe-
zifischen Grundvorstellungen zum Sinus und mogliche Schwierigkeiten beim
Umgang mit der Sinusfunktion untersucht werden. In Abschnitt 5.2 wird die
Konzeption der Studie vorgestellt. Es wurden insgesamt acht Paare von Master
Lehramtsstudierenden dabei gefilmt, wie sie in Partnerarbeit drei trigonometrische
Probleme 16sen, in denen der Sinus am rechtwinkligen Dreieck, am Einheitskreis
und als Modellfunktion eines periodischen Prozesses behandelt wird.

In Kapitel 6 werden die Auswertungen der Fallstudien vorgestellt. In den
Abschnitten 6.1, 6.2, 6.3 werden die drei Aufgaben vorgestellt und mithilfe
qualitativer Methoden analysiert.

In Kapitel 7 wird die Arbeit zusammengefasst und es werden Perspektiven
entwickelt. Im Abschnitt 7.1 werden die Ergebnisse des Theorie- und Empi-
rieteils zusammenfassend dargestellt. AbschlieBend werden in Abschnitt 7.2
Forschungsperspektiven sowie Perspektiven fiir den Unterricht entwickelt.
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In diesem Abschnitt soll zunéchst eine Antwort auf die Frage gegeben wer-
den, wieso es sich bei der Trigonometrie um ein fiir die didaktische Forschung
relevantes Themengebiet handelt.

Trigonometrische Funktionen gehoren zur Funktionsklasse der elementaren
nicht-algebraischen Funktionen (Blum & Torner 1983). Funktionen dieser Funk-
tionsklasse sind dadurch ausgezeichnet, dass es keine endliche algebraische
Formel gibt mit der Werte dieser Funktionen ausgerechnet werden konnen.
In der Schule kénnen Werte der Sinusfunktion durch geometrische Argumen-
tationen oder heuristische Verfahren am Einheitskreis und an rechtwinkligen
Dreiecken bestimmt werden. Weitere Verfahren zur Berechnung bedienen sich
der hoheren Mathematik, wie der Approximation durch Taylorreihen oder der
komplexen Exponentialfunktion (vgl. Abschnitt 4.3). Dariiber hinaus zeichnet
sich die historische Entwicklung der Trigonometrie besonders durch die Viel-
zahl unterschiedlicher Methoden und Verfahren aus, die zu immer genaueren
Berechnungen der Sinuswerte beigetragen haben (vgl. Abschnitt 4.2). Fiir das
Verstidndnis trigonometrischer Funktionen ist also nicht nur ein allgemeines
Verstidndnis von Funktionen und arithmetischen Operationen notwendig, son-
dern auch die inhaltlichen Deutungen dieser Funktionen in unterschiedlichen
mathematischen und geometrischen sowie realen Kontexten. Diese inhaltlichen
Deutungen bauen jeweils auf umfangreichem fachlichen Vorwissen auf und sind
mit weiteren mathematischen Konzepten verkniipft. Zur Beschreibung des kom-
plexen Netzwerks an Informationen konnen verschiedene didaktische Theorien
genutzt werden, darunter die Theorie der kognitiven Schemata (Skemp 1987) oder
des concept image (Tall & Vinner 1981). Weiterhin steht die Thematik in Bezie-
hung zur Konstruktion von Wissen und dem Aufbau von Grundvorstellungen
(vom Hofe 1995).
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Obwohl trigonometrische Funktionen aufgrund der oben genannten Griinde
ein weitreichendes Feld fiir mathematikdidaktische Forschungen darstellen, gibt
es im deutschsprachigen Raum wenig empirische Studien, die explizit einen
inhaltlichen Schwerpunkt in der Trigonometrie setzen. Ganz anders stellt sich
die Situation im englischsprachigen Raum dar, wo die Trigonometrie Bestand-
teil zahlreicher didaktischer Studien ist. Diese groBe Anzahl an Studien kann
durch den hohen Stellenwert der Trigonometrie in den High-School-curricula der
Vereinigten Staaten begriindet werden (van Sickle 2011).

In diesem Kapitel wird nun zunchst ein kurzer Uberblick iiber die didaktische
Forschung im Allgemeinen gegeben. AnschlieSend werden relevante didaktische
Studien zur Trigonometrie vorgestellt. Zum Schluss werden auf der Grundlage
der untersuchten Studien Forschungsdesiderata entwickelt.

2.1 Didaktische Forschung

In der didaktischen Forschung kann grob zwischen theoretischer und empiri-
scher Forschung unterschieden werden (Bellmann 2020). Theoretische Forschung
versucht Modelle zu entwickeln, die Lern- und Denkprozesse adidquat und
praktikabel abbilden konnen. Dahingegen versucht die empirische Forschung
Zusammenhinge in Lernsituationen zu beobachten und dadurch Vorhersagen iiber
das Lernverhalten zu iiberpriifen. Diese Unterscheidung darf keinesfalls trenn-
scharf verstanden werden, stattdessen zeigt sich stets eine enge Verzahnung der
Theorie und der Praxis. Empirische Befunde beeinflussen die in der Theorie
aufgestellten Modelle und die theoretischen Modelle spielen eine Rolle bei der
Entwicklung der Messinstrumente und der Auswertungsmethoden.

Die theoretische Forschung beinhaltet inhaltsbezogene und kognitionsbe-
zogene Aspekte. Inhaltsbezogene theoretische Forschung beschiftigt sich mit
konkreten mathematischen Inhalten, wie zum Beispiel der Ableitung, Brii-
chen oder der Sinusfunktion. Diese Inhalte konnen beispielsweise durch eine
didaktisch orientierte Sachanalyse untersucht werden, um normative Grundvor-
stellungen zu identifizieren oder idealtypische Lernwege zu entwickeln, die dabei
helfen konnen, die mathematischen Inhalte verstindnisorientiert zuginglich zu
machen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von Stoffdidaktik (HuB-
mann et al. 2016). Kognitionsbezogene theoretische Forschung beschiftigt sich
mit allgemeinen Theorien zum Lehren und Lernen von Mathematik. Dazu geho-
ren unter anderem Theorien zum genetischen Lernen (Wagenschein 1966), das
Grundvorstellungskonzept (vom Hofe 1995) oder kognitive Schemata (Skemp
1987).
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In der empirischen Forschung gibt es im Wesentlichen zwei Arten von Stu-
dien: explorative Studien, die geeignet sind um Hypothesen aufzustellen und
Interventionsstudien, die geeignet sind, um Hypothesen zu bestitigen oder zu
verwerfen. Je nach Art der Studie werden ein entsprechendes Forschungsde-
sign und eine Forschungsmethode gewihlt. Das Forschungsdesign beschreibt,
wie eine Forschung im Einzelnen durchgefiihrt wird. Welche Zielgruppe hat
die Arbeit? Gibt es eine Kontrollgruppe? Welche Methoden werden verwendet
und wie werden die Ergebnisse ausgewertet? Zu den Methoden zidhlen Inter-
views, Leistungstests, Beobachtungen, Experimente etc. Die Auswertung der
Daten geschieht quantitativ oder qualitativ. In der quantitativen Forschung wer-
den durch Operationalisierungen theoretische Begriffe in empirisch messbare
Merkmale umgewandelt. Viele der theoretischen Begriffe in der Mathematikdi-
daktik sind allerdings umfassender und priziser durch qualitative Methoden wie
Inhaltsanalysen oder interpretative Forschungsmethoden nachweisbar.

2.2 Didaktische Studien zur Trigonometrie

Um einen Uberblick iiber die didaktischen Studien zur Trigonometrie zu bekom-
men, lassen sich zunéchst zwei Zielgruppen ausmachen. Studien mit einem Fokus
auf Lernende und Studien mit einem Fokus auf Lehrende (Jamshid Nejad 2017).
Unabhingig von den spezifischen Inhalten formuliert Jamshid Nejad zu jeder
dieser Zielgruppen zentrale prozessorientierte Aspekte der Forschung.

Studien mit einem Fokus auf Lernende, die sich beschiftigen mit...

e .. der Konstruktion von Wissen und Vorstellungen zu Begriffen aus der
Trigonometrie.

e ... Schwierigkeiten und Fehlvorstellungen von Lernenden im Umgang mit
Konzepten aus der Trigonometrie.

e ... dem Einfluss von digitalen Medien beim Lernen von Trigonometrie.

Studien mit einem Fokus auf Lehrende, die sich beschiftigen mit...

e ... unterschiedlichen Einfithrungen in die Trigonometrie.

e ... Schwierigkeiten von Lehrenden im Umgang mit Konzepten aus der
Trigonometrie.

e .. Umsetzung trigonometrischer Inhalte im Unterricht.

e .. Lehrerprofessionswissen.
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Inhaltlich werden in den Studien unterschiedliche Schwerpunkte gesetzt, die in
der Regel mit dem Umgang des Sinus am rechtwinkligen Dreieck, am Ein-
heitskreis und als trigonometrische Funktion zu tun haben. In einigen Studien
werden Unterschiede sowie Zusammenhinge zwischen diesen Darstellungen her-
ausgearbeitet. Brown (2005) untersucht in ihrer Studie den Ubergang zwischen
den Darstellungen bei Schiilerinnen und Schiilern und entwickelt ein Verstehens-
modell des Sinus am Einheitskreis. Kendall und Stacey (1996) vergleichen den
Zugang zur Trigonometrie iiber rechtwinklige Dreiecke mit dem Zugang iiber den
Einheitskreis und stellen fest, dass eine Einfiihrung iiber rechtwinklige Dreiecke
zu besseren Ergebnissen in dem von ihnen entwickelten Test fiihrt.

Die Entwicklung von kohirenten Vorstellungen zum Winkelmall ist Kern
der Studie von Moore (2012). Er stellt in Fallstudien mit Lehramtsstudieren-
den fest, dass bestimmte Winkelmafle fest mit konkreten geometrischen Objekten
verkniipft und von den Studierenden nicht als Ergebnisse eines Messprozesses
verstanden werden. Der Umgang mit dem Bogenmal} ist Untersuchungsgegen-
stand mehrerer Studien (Thompson et al. 2007; Akkoc 2008; Cetin 2015; Katter
2019). Akkoc (2008) stellt fest, dass Lehramtsstudierende iiberwiegend das
Gradmall dem Bogenmal3 vorziehen. Viele Studierende hatten generell Schwierig-
keiten damit, reelle Zahlen als Definitionsbereich fiir trigonometrische Funktionen
zuzulassen und akzeptierten nur Werte im Gradmal. Diese Ergebnisse decken
sich mit den Einsichten von Cetin (2015), der auerdem mittels Selbsteinschét-
zungstests zu den Ergebnissen kommt, dass Studierende sich im Bereich der
Trigonometrie kompetenter einstuften als der in der Studie verwendete Leis-
tungstest es misst. Weitere Studien untersuchten den Umgang mit dem Sinus als
periodische Funktion (Challenger 2009; Jamshid Nejad 2017; Martinez Ortega
et al. 2017). Jamshid Nejad fand heraus, dass viele Mathematikstudierende
Schwierigkeiten damit haben, den Zusammenhang zwischen den Parametern in
der allgemeinen Funktionsgleichung der Sinusfunktion a - sin(b - x 4+ ¢) +d und
dem zugehorigen Graphen herzustellen.

Nach diesem kurzen Uberblick iiber exemplarische Studien, wird im Folgen-
den auf einige relevante Studien genauer eingegangen. Diese Studien wurden
deshalb ausgewihlt, weil die dort verwendeten und entwickelten Theorien einen
Bezug zum Grundvorstellungskonzept aufweisen. So werden im Bereich der
Trigonometrie Verstehensmodelle entwickelt, sinngebende Handlungserfahrungen
untersucht, kognitive Schemata analysiert und Grundwissen, das im Zusammen-
hang mit den trigonometrischen Funktionen steht, bei Studierenden abgepriift.
Anschlieend werden auf Grundlage der untersuchten Studien Forschungsdeside-
rata formuliert.
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2.2.1 Brown - Verstehensmodell

Eine der umfangreichsten Arbeiten zu fachdidaktischen Fragen der Trigono-
metrie wurde von Brown (2005) durchgefiihrt. Brown verfolgt dabei zwei
Forschungsziele:

1. Entwicklung und Erprobung eines Tests, basierend auf der vorgestellten
Rahmentheorie.
2. Entwicklung eines Verstehensmodells zur Trigonometrie am Einheitskreis.

Mit dem entwickelten Test iiberpriift Brown, welche Verbindungen Studierende
zwischen den Darstellungen des Sinus am rechtwinkligen Dreieck, am Ein-
heitskreis und am Funktionsgraphen herstellen konnen. In dem von Brown
anschliefend entwickelten Verstehensmodell wird zwischen drei Interpretation
des Sinus am Einheitskreis unterschieden. In den folgenden Abschnitten wird
dargelegt, welche Ergebnisse des Tests zur Entwicklung des Verstehensmodells
beigetragen haben. Abschlieend wird dieses Modell vorgestellt und es werden
Zusammenhénge zu den Grundvorstellungen des Sinus hergestellt.

Der Test umfasst zwolf offene Fragen, in denen Eigenschaften der Sinus-
funktion anhand unterschiedlicher Darstellungen begriindet und Zusammenhinge
zwischen diesen Darstellungen erkldrt werden sollten. Ein besonderer Fokus liegt
auf dem Ubergang von der Darstellung des Sinus am Einheitskreis zur Dar-
stellung der Sinusfunktion durch den Funktionsgraphen. An dem Test nahmen
120 Studierende teil. Von diesen wurden sieben Studierende zu einem Interview
eingeladen. Es folgt nun eine Darstellung der Ergebnisse von Browns Studie.

Brown kommt zu dem Ergebnis, dass Studierende, welche die unterschied-
lichen Interpretationen des Sinus verkniipfen und flexibel zwischen diesen
Interpretationen wechseln konnen, die Sinusfunktion sowohl besser definieren
als auch Probleme besser mathematisch 16sen konnen. Dariiber hinaus identifi-
zierte Brown mehrere didaktisch relevante Themenbereiche im Zusammenhang
mit trigonometrischen Funktionen:

die unterschiedlichen Definitionen des Sinus,
das Konzept des Drehwinkels,

Sinuswerte als reelle Zahlen und als Quotient,
Koordinaten als Distanzen,

positive und negative Sinuswerte,

der Ubergang zum Graphen der Sinusfunktion.
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Brown nutzt in ihrer Arbeit das Modell der concept definition (Tall & Vinner
1981). Sie unterscheidet zwischen der concept definition des Sinus und Kosinus,
also der Definition, die auf direkte Anfrage hin konkret von den Lernenden for-
muliert wird und der working definition, also der Definition mit der tatséchlich
gearbeitet wird. Sie stellt fest, dass diese beiden Konzepte bei den Teilnehmen-
den meist iibereinstimmen und in der Testbearbeitung sowie in Interviews hiufig
lediglich eine Definition genutzt wird, statt abzuwigen welche Definition fiir
entsprechende Aufgaben am besten geeignet ist (Brown 2005, S. 194).

Die nun folgenden von Brown identifizierten Problemfelder stehen im Zusam-
menhang mit unterschiedlichen Erkldrungsmodellen der Studienteilnehmenden.
Diese Erkldrungsmodelle werden von Brown in einem Verstehensmodell zusam-
mengefasst, dass am Ende dieses Abschnittes erldutert wird.

Brown stellt fest, dass sich das Winkelkonzept beim Ubergang von der Deu-
tung des Sinus am rechtwinkligen Dreieck hin zur Deutung des Sinus am
Einheitskreis grundlegend dndert. Die starre Auffassung eines Winkels als Teil
eines Dreiecks wird erweitert durch die dynamische Vorstellung des Drehwinkels
in einem Koordinatensystem. Im Umgang mit Drehwinkeln formuliert Brown drei
Schwierigkeiten (Brown 2005, S. 199):

1. Das Einzeichnen eines Referenzdreiecks im Einheitskreis.

2. Das Verstindnis des Rotationswinkels als unabhingige Variable der Sinus-
funktion.

3. Das Einzeichnen eines Rotationswinkels im Koordinatensystem.

Eine weitere Schwierigkeit, mit der sich die Studienteilnehmenden konfrontiert
sahen, liegt in der Unterscheidung des Sinus als Zahl und als Verhiltnis von
Zahlen.

Another issue is related to the definition of sine and cosine in terms of triangles,
distances and coordinates. There is a very basic dichotomy at play. The sine or cosine
of an angle is both a single number and a comparison between two numbers. (Brown
2005, S. 204)

In Browns Studie hatten einige Teilnehmende Schwierigkeiten, die Darstellung
eines Sinuswertes als Bruch mit der Deutung des Sinus am Einheitskreis in
Einklang zu bringen. Die Darstellung des Sinuswertes sin(x) = % weckte bei
einer Studierenden die Vorstellung, der Sinus sei das Verhiltnis zweier Seiten der
Lange 3 und 5 in einem rechtwinkligen Dreieck (Brown 2005, S. 205). Dadurch

war sie nicht in der Lage, diesen Quotienten als Wert des Sinus am Einheitskreis
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zu deuten. Eine Darstellung in Dezimalschreibweise sin(a) = 0, 6 hitte in die-
sem Fall moglicherweise andere Assoziationen geweckt. Dieses Problem hingt
laut Brown damit zusammen, dass das Verhéltnis in der Definition des Sinus am
Einheitskreis im Verborgenen bleibt.

Algebraische Ausdriicke haben im kartesischen Koordinatensystem geome-
trische Entsprechungen. Brown (2005) spricht in diesem Zusammenhang von
der Cartesian Connection. So kann beispielsweise dem Ausdruck y, — y; im
Koordinatensystem eine gerichtete Strecke auf der y-Achse zugeordnet werden.
Ahnlich verhilt es sich in der Trigonometrie mit den Koordinaten eines Punk-
tes P = (x,y) auf dem Einheitskreis. Diesen Koordinaten konnen die Lingen
einer Strecke vom Punkt P zur y-Achse bzw. zur x-Achse zugeordnet wer-
den. Diese Interpretation der Punktkoordinaten ist notwendig, um die Deutung
am Einheitskreis und am rechtwinkligen Dreieck zu verkniipfen. Es zeigt sich,
dass diese Verkniipfung einigen Lernenden Schwierigkeiten bereitet. Diese Stu-
dierenden arbeiten nicht aktiv mit den Koordinaten als Streckenldngen. Andere
hingegen haben Probleme damit sich von der Vorstellung der Streckenldngen zu
16sen und Sinus und Kosinus allein als Koordinaten des Punktes zu deuten.

Im Hinblick auf den Ubergang vom Einheitskreis zur Sinusfunktion konnte
Brown beobachten, dass nur die Hilfte der Teilnehmenden einem Punkt auf dem
Einheitskreis einen korrekten Punkt auf dem Graphen der Sinusfunktion zuordnen
konnte. Diejenigen, die den korrekten Punkt zuordnen konnten, bekamen Schwie-
rigkeiten, wenn sie dazu aufgefordert wurden zu erkldren, welche GroBen auf der
x- und der y-Achse dargestellt werden. Einige Studierende konnten nicht sagen,
dass die x-Achse das Winkelmal3 darstellt und die y-Achse die Hohe bzw. die
y-Koordinate des entsprechenden Punktes auf dem Einheitskreis.

Auf der Grundlage der oben genannten Problemfelder, die jeweils verschie-
dene Erkldrungsmodelle des Sinus nutzen, entwickelt Brown ein Verstehensmo-
dell, in dem der Sinus am Einheitskreis auf drei unterschiedliche Arten dargestellt
wird:

1. Der Sinus als Verhiltnis von Seitenldngen in einem rechtwinkligen Referenz-
dreieck.

2. Der Sinus als Abstand eines Punktes auf dem Einheitskreis zu den Achsen.

3. Der Sinus als Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis.

Die von Brown identifizierten Verstehensmodelle stehen in Beziehung zu der
von Salle und Frohn (2017) formulierten Einheitskreisvorstellung mit und ohne
einbeschriebenem Dreieck (vgl. Abschnitt 2.2.5). Die Ausschirfung der Ein-
heitskreisvorstellung in Abschnitt 4.6 bezieht die Uberlegungen von Brown mit
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ein und formuliert zu Punkt 1. und Punkt 3. ihres Verstehensmodells neue
Grundvorstellungen.

Am Ende ihrer Arbeit bemerkt Brown, dass der Unterschied in diesen Deutun-
gen zundchst nicht gravierend zu sein scheint und die Gefahr besteht, dass geiibte
Mathematikschaffende und erfahrene Lehrende diesen Unterschied nicht mehr
wahrnehmen, da sie keine Notwendigkeit sehen, zwischen diesen Darstellun-
gen zu differenzieren. Lernenden konnen diese Unterschiede allerdings Probleme
bereiten. Daher ist es hilfreich diese Nuancen zu beriicksichtigen, um typische
Fehler friihzeitig zu erkennen und den Schiilern und Schiilerinnen die Inhalte der
Trigonometrie verstindnisorientiert zuginglich zu machen.

2.2.2 Weber - Prozept

Einen anderen Ansatz, um das Verstindnis von Studierenden im Bereich der Tri-
gonometrie zu erfassen, verfolgt Weber (2005). Dafiir nutzt er als didaktisches
Modell den von Gray und Tall (1994) geprigten Begriff des Prozepts, der von
ihnen wie folgt beschrieben wird:

the amalgam of three components: a process that produces a mathematical object, and
a symbol which is used to represent either process or object. (Gray & Tall 1994, S.
121)

Das Wort Prozept ist eine Neuschopfung, welches aus den beiden Wortern Pro-
zess und Konzept zusammengesetzt ist. Ein Prozept kann als verinnerlichter
Prozess, Prozedur oder Handlung verstanden werden, der/die so tief verankert
ist, dass der Lernende damit wie mit einem Objekt operieren kann. Das heif3t, die
Lernenden kénnen zum Beispiel Merkmale eines Prozesses verdndern und die
Konsequenzen vorhersagen, ohne den Prozess selbst komplett zu durchlaufen.
Weber beantwortet in seiner Studie die Fragen, welche Prozesse sich Stu-
dierende hinter dem Begriff Sinus vorstellen und ob sie in der Lage sind,
trigonometrische Funktionen als Prozept zu begreifen. Webers theoretische Arbeit
mit dem Begriff des Prozepts im Zusammenhang mit dem Sinus liefert eine neue
Perspektive auf die Darstellungen des Sinus am Einheitskreis und am recht-
winkligen Dreieck. Er unterscheidet zwischen der symbolischen Darstellung,
dem dahinterliegenden Prozess und dem mathematischen Objekt und gibt der
didaktischen Arbeit mit mathematischen Darstellungen dadurch eine begriffliche
Klarheit. Da Darstellungen mathematischer Objekte in der vorliegenden Arbeit
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als Triger von Grundvorstellungen fungieren, erweist sich diese begriffliche
Trennung als sachdienlich.

Um trigonometrische Funktionen als Prozept zu begreifen, stellt Weber
zunichst die Prozesse vor, die hinter dem Sinusbegriff stecken. Studierende,
die dazu aufgefordert werden den Wert fiir sin(20°) zu schitzen, konnen diese
Aufgabe auf zwei unterschiedliche Weisen 16sen:

e Sie konstruieren (mental oder auf einem Stiick Papier) ein rechtwinkliges Drei-
eck mit einem Winkel von 20°, schiitzen die Linge der Gegenkathete und der
Hypotenuse des so konstruierten Dreiecks und bemerken, dass die Hypotenuse
ungefiahr dreimal so lang ist wie die Gegenkathete. Anschliefend bilden sie

das Verhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse und erhalten einen Wert von
1

. §ie konstruieren (mental oder auf einem Stiick Papier) einen Einheitskreis in
einem Koordinatensystem. Schlagen einen Winkel von 20° auf, dessen Schen-
kel den Einheitskreis schneidet und bestimmen den y-Wert des Schnittpunktes.
Auf diese Weise erhalten sie einen Wert von ca. 0,3.

In beiden Fillen ist das Symbol sin(20°) stellvertretend fiir einen Prozess, der
wiederum ein bestimmtes mathematisches Objekt liefert. Im Fall des Sinus kon-
nen diese Objekte die y-Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis oder das
Seitenverhéltnis in einem Dreieck sein (vgl. Abbildung 2.1). Weber argumentiert,
dass das Begreifen trigonometrischer Funktionen als Prozept nicht nur hilfreich
ist, um Werte der Funktionen zu schitzen, sondern auch, um Eigenschaften der
Sinusfunktion zu begriinden, beispielsweise, dass sin(270°) = —1 oder dass die
Sinusfunktion keine Werte grofler als 1 annehmen kann.

Um herauszufinden, wie sich unterschiedliche Lehrmethoden auf die Entwick-
lung prozeptuellem Wissens auswirken, fiihrt Weber eine Vergleichsstudie mit
einem Pre- und Posttest durch, bei der zwei Klassen im Bereich der Trigonometrie
gepriift wurden. Eine der Klassen erhilt eine Standardeinfiihrung in die Trigono-
metrie, die andere verfolgt einen experimentellen Ansatz, der darauf ausgelegt ist
prozeptuelles Denken zu fordern. Weber nutzt dazu unter anderem Arbeitsblit-
ter, in denen zeichnerisch der Wert der Sinusfunktion am Einheitskreis bestimmt
werden soll. Der Pretest besteht aus vier offen Fragen, in dem die Schiilerinnen
und Schiiler beschreiben, was sie sich unter dem Sinus vorstellen. Der Posttest
besteht aus fiinf Fragen in denen unter anderem begriindet werden soll, warum die
Gleichung cos(x)? + sin(x)? = 1 gilt. Weber stellt erwartungsgemil fest, dass
Schiilerinnen und Schiiler aus der experimentellen Gruppe besser dazu in der
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Abbildung 2.1 Sinus als Prozept

Lage waren, bestimmte Eigenschaften der Sinusfunktion zu begriinden. Aufer-
dem brachten sie Werte der Sinusfunktion mit entsprechenden geometrischen
Prozessen in Verbindung, wodurch eine inhaltliche Deutung moglich war.

2.2.3 Burch - trigonometrische Schemata

Burch (1981) untersucht in seiner Arbeit die kognitiven Strukturen, die beim
Lernen von Trigonometrie konstruiert werden. Dazu entwickelt er zunéchst auf
theoretisch-normativer Ebene Schemata zu trigonometrischen Funktionen, die
spater zur Analyse von Problemlosestrategien genutzt werden. Diese Schemata
entspringen der Theorie der kognitiven Strukturen nach Skemp (1987) und
basieren auf drei Interpretationen der trigonometrischen Funktionen:

1. Die Interpretation am rechtwinkligen Dreieck.
2. Die Interpretation im Koordinatensystem.
3. Die Interpretation am Einheitskreis.

Daraus entwickelt er das R-Schema fiir rechtwinklige Dreiecken, das C-Schema
fiir das Koordinatensystem, das U-Schema fiir den Einheitskreis und das T-
Schema, welches die Verbindung zwischen dem U- und C-Schema herstellt. R
steht fiir right angled triangel, C fiir coordinate system, U fiir Unit Circle und
T fiir trigonometry. Die von Burch entwickelten kognitiven Schemata stehen im
Zusammenhang mit den Darstellungen des Sinus am rechtwinkligen Dreieck, am
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Einheitskreis und als Funktionsgraph. Ein trigonometrisches Schema wird von
Burch graphisch durch ein Netzwerk von Knoten und Kanten dargestellt (vgl.
Abbildung 2.2). Die Knoten des Graphen entsprechen mathematischen Konzep-
ten, die fiir einen verstindigen Umgang entscheidend sind. Die Verbindungslinien
zwischen den Knoten symbolisieren Operationen, die diese Zustinde miteinan-
der verbinden. Die Schemata bilden, so betrachtet, ein Modell fiir das Netzwerk
an Grundvorstellungen, das notwendig ist um tragfdhige sekunddre Grundvor-
stellungen aufzubauen (vgl. Abschnitt 3.2). Diese Schemata werden schlieBlich
bei Burch dazu verwendet, Problemloseprozesse zu analysieren. Es folgt nun
eine Darstellung des R-Schemas. Das R-Schema basiert auf der Definition der
trigonometrischen Funktionen an rechtwinkligen Dreiecken:

Ist o ein Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck und a die Gegenkathete, b die
Ankathete und c die Hypotenuse, dann gilt:

. a b a
sin(a) = e cos(a) = = tan(a) = 5

Burch identifiziert vier mathematische Konzepte, die in dem R-Schema enthal-
ten sind. Diese Konzepte werden im Schema durch Knotenpunkte dargestellt
und konnen unterschiedliche Ausprigungen annehmen. Diese mathematischen
Konzepte konnen elementar sein oder bei genauerer Analyse selbst wieder
in kleinere Struktureinheiten zerfallen. Das Verstdndnis des R-Schemas hingt
also grundlegend mit der Verkniipfung dieser vier mathematischen Konzepte
zusammen.

1. Winkelmaf3 (AM)
Gradmal
2. Rechtwinklige Dreiecke (RT)
Das Konzept eines rechten Winkels
Kenntnis iiber die Begriffe Ankathete, Gegenkathete und Hypotenuse
3. Ldnge (L)
Linge von Strecken
4. Verhdltis (R)
Kenntnis iiber die speziellen trigonometrischen Verhéltnisse
Kehrwertbildung
Aquivalenz von Briichen
Umkehrfunktion
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In der folgenden Abbildung 2.2 ist das R-Schema mit den vier Knoten AM,
RT, L und R und den jeweiligen Verbindungslinien zu sehen. Insgesamt befin-
den sich elf unterschiedliche Verbindungslinien im Schema. Beispielsweise kann
die Verbindungslinie Calculator zwischen AM—R und R—AM gefunden wer-
den. Diese Verbindung stellt die Benutzung eines Taschenrechners dar, mit dem
entweder aus dem Winkelmal} trigonometrische Verhéltnisse oder aus den trigo-
nometrischen Verhéltnissen das Winkelmall berechnet wird. Andere Operationen
sind das Konstruieren von rechtwinkligen Dreiecken aus den Seitenldngen L—RT
(Construct), das Bilden von Verhiltnissen aus den Seitenlingen L—R (Form
Ratio) oder das Losen von trigonometrischen Gleichungen zum Berechnen der
Seitenlingen R—L (Solve).

Abbildung 2.2 Das R-Schema (Burch 1981)

Burch formuliert auferdem eine Reihe von Routineaufgaben, die mit dem R-
Schema gelost werden konnen. Jeder dieser Aufgaben ordnet er einen Pfad im
Schema zu, bestehend aus einer Kette von Zustidnden, die jeweils mit Operationen
verbunden sind (vgl.Abbildung 2.3). Eines der Probleme lautet:
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3
Sei tan(0) = 3 = 1,5. Bestimme cos(0)

Zur Losung dieser Aufgabe existieren vier Wege im R-Schema.

e RLRT—@»RTL-—-——-----

Abbildung 2.3 Losungspfade im R-Schema (Burch 1981)

An der Studie nahmen insgesamt sechs Studierende teil, davon vier Minner
und zwei Frauen. Von diesen sechs Teilnehmenden hatten zwei sehr gute Noten
(A-students) in Mathematik, zwei sehr schlechte (D-students) und zwei mittelmé-
Bige (B-, C- students). Jeder von ihnen wurde viermal jeweils eine Stunde lang
zu einem der vier Schemata interviewt. Die Fragen der Interviews bildeten die
von Burch formulierten Routineaufgaben, mit dazugehorigen Detailfragen. Zur
Analyse wurden dann im theoretischen Modell gebildeten Losungspfade heran-
gezogen und mogliche neue Losungspfade, die in den Interviews auftauchten,
festgehalten. Auf diese Weise rekonstruierte Burch die individuellen Schemata
der Teilnehmenden zu dem gegebenen Inhalt. Dabei stellte er fest, dass sich bei
Teilnehmenden mit sehr guten mathematischen Leistungen ein vollstdndigeres
Schema zeigte, als bei Teilnehmenden mit schlechten mathematischen Leistun-
gen. Das heifit, dass die Schemata der leistungsstarken Teilnehmenden mehr
Knotenpunkte und Verbindungen besafen.

2.24 Fi - fachliches und fachdidaktisches Wissen und die
geplante Umsetzung der Inhalte im Unterricht

Fi (2003) widmet sich in seiner Studie der Frage, in welcher Beziehung Fach-
wissen und fachdidaktisches Wissen von angehenden Mathematiklehrenden der
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Sekundarstufe zur geplanten Umsetzung der Inhalte im Unterricht steht. Es han-
delt sich dabei um eine explorative Studie, bei der unterschiedliche Methoden
zum FEinsatz kommen und eine umfangreiche Sammlung an fachlichen Testitems
entwickelt wurde.

Dazu erhebt er Daten von insgesamt 14 angehenden Mathematiklehrenden, die
bereits an Methodenkursen fiir den Unterricht teilgenommen und Erfahrungen im
Unterrichten gesammelt haben. Die erste Phase der Datenerhebung besteht aus
drei Teilen:

1. Ein Test zum Fachwissen im Bereich der Trigonometrie.
2. Eine Kartensortieraktivitdt zum iiberpriifen des fachdidaktischen Wissens.
3. Die Anfertigung zweier Mindmaps.

Der Test zum Fachwissen war so konzipiert, dass man ihn ohne Taschen-
rechner 16sen konnte. Darin enthalten waren Fragen, die auf das konzeptuelle
Verstidndnis trigonometrischer Inhalte abzielen. Inhaltlich wurden die folgenden
Bereiche abgedeckt (Fi 2003, S. 46): Definitionen und Terminologien, Winkel und
Bogenmal}, Umkehrfunktionen, Drehwinkel, besondere Winkel (30°, 45°, 60°)
und deren Sinuswerte, trigonometrische Funktionen und ihre Graphen, Werte-
und Definitionsbereiche, Transformationen trigonometrischer Funktionen, gerade
und ungerade Funktionen, Kosinussatz, Periodizitit, trigonometrische Identitd-
ten, Algebra und Analysis mit trigonometrischen Funktionen und der Nutzen
trigonometrischer Funktionen beim Modellieren realer Prozesse.

Es gab zwei unterschiedliche Karten-sortier-Aktivititen. In der ersten wurden
15 Karten mit Aussagen aus der Trigonometrie ausgeteilt. Diese Aussagen muss-
ten auf drei Stapel verteilt werden. Auf dem ersten Stapel landeten die Karten
mit Aussagen die “immer wahr” sind, auf dem zweiten Stapel die, die “manch-
mal war” sind und auf dem dritten Stapel die, die “nie wahr” sind. In der zweiten
Karten-sortier-Aktivitdt ging es darum Karten mit trigonometrischen Begriffen
in eine sinnvolle Reihenfolge zu bringen. Diese Aktivitit war darauf ausge-
legt, zu tiberpriifen, ob die Teilnehmenden sich bewusst dariiber sind, inwieweit
bestimmte mathematische Konzepte als Voraussetzung fiir andere Konzepte die-
nen. Wird bei dieser Aktion der Begriff , Koordinatensystem nach dem Begriff
,.Einheitskreis* eingeordnet, wird dies als ,,out-of-place placement* [falsche Ein-
ordnung] (ebd. S. 71) eingestuft. Die so gewonnenen Daten messen nach Fi die
prerequisite integrity* [das Wissen iiber notwendige Vorkenntnisse].

Fi kommt zu dem Ergebnis, dass Lehrende, die den zu lehrenden trigonometri-
schen Konzepten nicht explizit die notwendigen Vorkenntnisse zuordnen konnen,
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Probleme damit haben konnen, angemessene Unterrichtsplanungen zu entwi-
ckeln. Es kann ihnen schwerfallen, Fehler von Lernenden zu diagnostizieren und
zu erklidren. Auch konnen Schwierigkeiten auftreten, Zusammenhinge zwischen
unterschiedlichen trigonometrischen Aspekten und Darstellungen herzustellen.
Insgesamt ist eine unzureichende Kenntnis der notwendigen Vorkenntnisse ein
Indiz fiir schwaches fachdidaktisches Wissen (ebd. S. 207).

2.2.5 Frohn und Salle - Grundvorstellungen

Frohn und Salle (2017) formulieren in ihrem Artikel vier fiir die Schule relevante
Grundvorstellungen zu Sinus und Kosinus: Die Verhiltnisvorstellung, die Pro-
jektionsvorstellung, die Einheitskreisvorstellung und die Oszillationsvorstellung.
Diese vier Grundvorstellungen werden in Beziehung zueinander und zu anderen
Grundvorstellungen gesetzt, wodurch ein Blick auf das mentale Netzwerk der
Grundvorstellungen im Bereich der Trigonometrie gegeben wird.

Die Verhiltnisvorstellung kniipft an die Definition des Sinus als Verhilt-
nis von Gegenkathete zu Hypotenuse am rechtwinkligen Dreieck an: ,.In der
Gleichung sin(a) = ¢ interpretiert man den Bruch als Verhdltnis von a zu c*
(Frohn & Salle 2017). Damit baut diese Grundvorstellung auf der Grundvorstel-
lung eines ,,Bruchs als Verhiltnis* auf. Der Sinus dient in diesem Zusammenhang
als Werkzeug um unbekannte GroBen in rechtwinkligen Dreiecken zu bestimmen.

Die Projektionsvorstellung kniipft auch an rechtwinklige Dreiecke an. In der
Gleichung b = sin(«) - ¢ wird sin(«) als Faktor interpretiert, der angibt, wie stark
sich die Strecke c unter einer orthogonalen Projektion verkiirzt. Diese Vorstellung
ist in der Physik niitzlich, wenn es um die Projektion von Kriiften geht, und taucht
auch in der Definition des Skalarproduktes auf.

Die Einheitskreisvorstellung kniipft an die Definition des Sinus am Ein-
heitskreis an. Salle und Frohn unterscheiden zwei Sichtweisen: mit und ohne
einbeschriebenem Dreieck. Stellen Lernende sich ein einbeschriebenes Dreieck
im FEinheitskreis vor, so wird in der Gleichung sin(«) = y das Verhiltnis der
Gegenkathete mit der Linge y zur Hypotenuse der Linge 1 gebildet. Ohne ein-
beschriebenes Dreieck hingegen liefert sin(¢) = y den y-Wert eines Punktes,
der sich auf dem Einheitskreis bewegt. Der entsprechende Wert kann durch die
Projektion auf die y-Achse erhalten werden.

Die Oszillationsvorstellung bezieht sich auf die Vorstellung der Sinusfunktion
als Modellfunktion fiir periodische Prozesse. Sie baut auf der Vorstellung einer
Funktion als Objekt auf, indem sie einen sich zeitlich ablaufenden Prozess als
Objekt fassbar macht.
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Neben diesen vier Grundvorstellungen weisen Salle und Frohn darauf hin, dass
es durchaus noch weitere Grundvorstellungen geben kann, und nennen die Sinus-
funktion in ihrer Potenzreihendarstellung sowie die Schwingungsdifferentialglei-
chung. Dabei lassen die Autoren die Frage offen, welche Sachzusammenhiénge
beziehungsweise empirischen Belege die Grundlage fiir diese Grundvorstellung
bilden.

23 Forschungsdesiderata

Die ausgewdhlten Studien und deren Ergebnisse verdeutlichen, dass die Trigono-
metrie in mathematikdidaktischer Hinsicht groes Potential fiir die theoretische,
wie auch fiir die empirische Forschung bereithilt. Dies zeigt sich unter anderem
in der theoretischen Auseinandersetzung mit fachlichen Aspekten trigonometri-
scher Funktionen, des Winkelmafes und des Einheitskreises. Die entwickelten
Verstehensmodelle, idealtypischen Lernwege und normativen Grundvorstellungen
tragen weiterhin zu einer fachlichen wie auch didaktischen Durchdringung des
mathematischen Inhaltes auf theoretischer Ebene bei.

In der empirischen Forschung konnen didaktische Theorien hinsichtlich ihrer
Anwendbarkeit auf trigonometrische Inhalte gepriift werden. Dadurch, dass der
Trigonometrie in der didaktischen Forschung bisher wenig Beachtung geschenkt
wurde, eignet sie sich besonders dafiir, um Lehr- und Lernprinzipien auf
unerforschte mathematische Inhalte anzuwenden und dadurch ihre Applikabili-
tat und Allgemeingiiltigkeit zu iiberpriifen. Nach der Sichtung des derzeitigen
Forschungsstandes lassen sich einige Themengebiete ausmachen, die bisher uner-
forscht oder liickenhaft blieben und deren Klidrung einen substantiellen Beitrag
zur mathematikdidaktischen Forschung leisten. Diese Themenbereiche werden in
den folgenden Forschungsdesiderata zusammengefasst.

Forschungsdesiderat 1 — Didaktisch orientierte Sachanalyse: Allgemeine Grund-
vorstellungen zum Funktionsbegriff wurden bereits 1989 von Vollrath formuliert
und sind nach wie vor relevant in der aktuellen mathematikdidaktischen For-
schung (Klinger 2018). Zu diesen Grundvorstellungen zihlt die Objektvorstel-
lung, die Kovariationsvorstellung und die Zuordnungsvorstellung (Vollrath 1989;
Greefrath et al. 2016). Diese Vorstellungen konnen auf alle Funktionsklassen glei-
chermafBien angewendet werden. In jeder Funktionsklasse sind diese Vorstellungen
allerdings mit charakteristischen Sachzusammenhingen sowie Denk- und Hand-
lungsweisen verbunden, die wiederum als Ausgangspunkt neuer, differenzierter
Grundvorstellungen dienen konnen. Um den Ursprung der Grundvorstellungen
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zum Sinus (Frohn & Salle 2017) zu kldren, benotigt es die Durchfiihrung einer
ausfiihrlichen didaktisch orientierten Sachanalyse (Griesel 1971). Eine erste syste-
matische Herleitung der Verhiltnis- und der Projektionsvorstellung iiber geeignete
Sachzusammenhinge wurde von Salle und Cliiver (2021) durchgefiihrt. Eine
umfassende didaktisch orientierte Sachanalyse, die auch die historisch epistemo-
logische Genese und die Anwendungsfelder miteinbezieht, steht dagegen noch
aus.

Forschungsdesiderat 2 — Grundvorstellungskonzept: Die in Abschnitt 2.2 unter-
suchten empirischen Arbeiten zur Trigonometrie nutzen als theoretische Grund-
lage das concept image, fachliches und fachdidaktisches Wissen, den Begriff des
Prozept oder die Theorie der kognitiven Schemata. Die Analyse von Denkpro-
zesse mithilfe von Grundvorstellungen ist bisher nicht durchgefiihrt worden. Es
zeigt sich in anderen mathematischen Bereichen, dass das Grundvorstellungs-
konzept geeignet ist, um Schwierigkeiten beim Darstellungswechsel und bei
Umbriichen auf Vorstellungsebene zu erkldren (Padberg & Wartha 2017) und
Denkprozesse von Lernenden zu rekonstruieren (Kollhoff 2021). Daher scheint
es vielversprechend, dieses Konzept auf den Sinus anzuwenden, der sich eben
dadurch auszeichnet auf vielen unterschiedlichen Darstellungsebenen Bedeutung
zu erlangen.

Forschungsdesiderat 3 — Kooperatives Problemldsen: Die wenigen qualitativen
Studien, die Daten zum Umgang mit trigonometrischen Funktionen erhoben
haben, arbeiten fast ausschlieflich mit Interviews oder Fragebogen (Brown 2005;
Weber 2005; Martin-Fernandez et al. 2019). Es lieBen sich keine Arbeiten finden,
in denen Denkprozesse von Lernenden rekonstruiert wurden, die sich in koope-
rativen Arbeitssituationen befanden. Eine qualitative Beforschung kollaborativer
Problemldsesituationen ldsst erhoffen, einen natiirlicheren und unverfilschten
Einblick in die Aushandlungsprozesse von Bedeutung zu erlangen.

Forschungsdesiderat 4 — Fachdidaktisches Wissen: Es gibt kaum Studien, die
sich mit fachdidaktischem Wissen im Bereich der Trigonometrie beschéftigen.
Arbeiten, die das fachdidaktische Wissen erheben, haben entweder einen anderen
inhaltlichen Schwerpunkt (Krauss et al. 2008; Schumacher 2017) oder das fach-
didaktische Wissen wird mit sehr unspezifischen Testinstrumenten erhoben, die
mathematisch relevante Details kaum erfassen (Fi 2003; Challenger 2009). Chal-
lenger untersucht das fachdidaktische Wissen durch die Anfertigung von concept
maps, wihrend Fi das fachdidaktische Wissen seiner Probanden mithilfe zweier
Karten-sortier-Aktivititen liberpriift. Beide Autoren bilden damit hauptsidchlich
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den Bereich der Sequenzierungskompetenz mathematischer Inhalte ab. Der Teil-
bereich des Erkldrens und Darstellens mathematischer Inhalte bleibt weitgehend
unberiicksichtigt. Die Konstruktion passender Testitems, die weitere Teilbereiche
des Professionswissen angehender Lehrenden erfassen, wiirde dabei helfen, die
Anforderungen des Lehramtsstudiums weiter zu konkretisieren und Divergenzen
mit den tatsdchlichen Kompetenzen der Lehrenden aufzudecken.

Die Forschungsdesiderata gliedern die vorliegende Arbeit in zwei Teile.
Im Theorieteil werden Grundvorstellungen mithilfe einer didaktisch orientier-
ten Sachanalyse hergeleitet. Im Empirieteil werden Fallstudien durchgefiihrt, bei
denen sich Lehramtsstudierende in kooperativen Problemlosesituationen befin-
den. Anschliefend werden die Denkprozesse der Teilnehmenden in einem
rekonstruktiven Verfahren mithilfe des Grundvorstellungskonzeptes analysiert.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veroffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemif nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben,
ob Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Com-
mons Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt
ist, ist fiir die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des
jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.
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Konzeptioneller Rahmen der 3
theoretischen Analyse

Die Zielsetzung des theoretischen Teils dieser Arbeit ergibt sich aus den ers-
ten beiden Forschungsdesiderata des vorigen Abschnittes und liegt darin, eine
didaktisch orientierte Sachanalyse durchzufiihren und damit funktionsklassen-
spezifische Grundvorstellungen zum Sinus zu begriinden und zu formulieren.
Um dieses Ziel zu erreichen, wird in diesem Abschnitt eine Begriffskldrung
vorgenommen und dargelegt, worum es sich bei Grundvorstellungen und mathe-
matischen Darstellungen, die als Trdger von Grundvorstellungen aufgefasst
werden konnen, aus didaktischer Sicht handelt. Anschlieend wird die Entwick-
lung der didaktisch orientierten Sachanalyse in der Mathematikdidaktik geklart
und damit klargestellt, was unter einer didaktisch orientierten mathematischen
Sachanalyse verstanden werden kann. AbschlieBend wird aufgezeigt, wie die
didaktisch orientierte Sachanalyse im Sinne des genetischen Prinzips umgesetzt
werden kann.

3.1 Darstellungen mathematischer Objekte

Darstellungswechsel in der Mathematik situationsgerecht einzusetzen bzw. anzu-
wenden, sind entscheidende Fahigkeiten, die fiir die Ausbildung funktionalen
Denkens notwendig sind (Bruner 1974; Duval 1993; Stolting 2008; Klinger
2018). Die flexible Verwendung unterschiedlicher Darstellungen kann auBer-
dem zum Aufbau inhaltlicher Vorstellungen zu einem mathematischen Begriff
beitragen (Prediger & Wessel 2013). Dariiber hinaus zéhlt das Verwenden von
mathematischen Darstellungen zu den allgemeinen mathematischen Kompeten-
zen, die Schiilerinnen und Schiiler gemif den Bildungsstandards (KMK 2012)
am Ende ihr Schulzeit erworben haben sollten.
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Im philosophischen Diskurs iiber die Grundlagendiskussion der Mathematik
im frithen 20. Jahrhundert kommen Darstellungen mathematischer Objekte unter-
schiedliche Bedeutung zu. Diese Bedeutungen lassen sich im Kern auf die Frage
zuriickfiihren, ob mathematische Wahrheiten unabhéngig von unserer Wahrneh-
mung und unserem Denken existieren. Eine Frage, die der Intuitionismus verneint
und ihr die Annahme entgegen stellt, dass Mathematik ein Erzeugnis des mensch-
lichen Geistes ist und nicht dariiber hinaus geht (Heyting 1931). In diesem
Sinne ist die Menge der Darstellungen eines mathematischen Objekts gleich dem
mathematischen Objekt selbst. Eine kontrdre Sichtweise vertritt Duval (2006),
der den mathematischen Objekten im platonischen Sinne eine Existenz auflerhalb
der menschlichen Wahrnehmung zukommen ldsst. Nach Duval birgt das Lernen
von Mathematik in sich ein uniiberwindbares Dilemma, welches darin begriindet
ist, dass die mathematischen Objekte, die Gegenstand des Erkenntnisinteresses
sind, dem Geiste niemals unmittelbar zugénglich sind, sondern nur mittelbar, {iber
Darstellungen, an uns gelangen. Die Darstellungen des Objektes konnen jeweils
nur Aspekte erkennbar machen. Daher ist es wichtig, das mathematische Objekt
nicht mit einer seiner Darstellungen zu verwechseln. In dieser Unterscheidung
zwischen mathematischem Objekt und seiner Darstellung liegt laut Duval das
entscheidende Problem und die Herausforderung fiir den Lernenden:

How can they distinguish the represented object from the semiotic representation
used if they cannot get access to the mathematical object apart from the semiotic
representations? (Duval 2006, S. 107)

Um die unterschiedlichen Darstellungen und das zugehorige mathematische
Objekt voneinander zu unterscheiden und dadurch Klarheit dariiber zu schaf-
fen, wie mit Darstellungen umgegangen werden soll, fiihrt Duval den Begriff des
Registers ein. Register sind Darstellungssysteme in denen es erkennbare Regeln
gibt, um Darstellungen zu bilden, Darstellungen umzuformen und Darstellung
von einem ins andere Register zu iibersetzen (Stolting 2008). Duval nutzt in sei-
ner Arbeit beispielhaft das Register der natiirlichen Sprache, der geometrischen
Figuren, das formale Register und das Register der Graphen (Duval 2017). Predi-
ger und Wessel (2013) unterscheiden zwischen dem verbalen, dem graphischen,
dem symbolisch-algebraischen und dem symbolisch-numerischen Register. Bei
den Darstellungen von Funktionen kann das Register der Tabellen hinzugezogen
werden (Stolting 2008). Greefrath et al. (2016) Fassen die Darstellungsformen
von Funktionen unter den fiinf Begriffen Realsituation, Text, Tabelle, Term und
Graph zusammen.
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Neben den verschiedenen Registern, in denen ein mathematisches Objekt dar-
gestellt werden kann, unterscheidet Duval (2006) zwischen dem Sinn und der
Bedeutung einer Darstellung. Der Sinn einer Darstellung leitet sich mafgeblich
von dem verwendeten Register ab und liegt darin, bestimmte Aspekte des mathe-
matischen Objektes sichtbar zu machen. Die Bedeutung einer Darstellung bezieht
sich auf das zu reprisentierende mathematische Objekt, das hinter dieser Dar-
stellung steht. Funktionen werden beispielsweise oft analytisch durch einen Term
dargestellt. Der Sinn dieser Darstellung liegt unter anderem darin, konkrete Werte
der Funktion auszurechnen, mit denen wiederum Tabellen erstellt oder der Graph
der Funktion skizziert werden konnen.

Der Begriff der Darstellungen steht im engen Zusammenhang zum Begriff
der Vorstellungen. In beiden Fillen handelt es sich um Reprisentationen eines
mathematischen Inhaltes. Bender (1991) schreibt zum Begriff der Vorstellungen
folgendes:

Mit ,, Vorstellungen “ bezeichnet man traditionell (innere) anschauliche Reprdsentatio-
nen eines Objekts, einer Situation, einer Handlung usw., deren sensorische Grundlagen
im Langzeitgeddchitnis gespeichert sind und die in bewussten Prozessen aktiviert wer-
den. Dabei wird ein solcher Prozess auf einen bestimmten Sinn hin organisiert, den
der Vorstellende schon als Ziel mit einbringt. (Bender 1991, S. 52)

Vorstellungen zidhlen aus deskriptiver Sicht zu den mentalen Représentationen,
die vom Individuum konstruiert werden und in Hinblick auf ein bestimmtes Ziel
aktiviert werden konnen. Bei Darstellungen handelt es sich vorwiegend um ikoni-
sche bzw. symbolische Reprisentationen, die in Form von Bildern oder Formeln
vorliegen. Darstellungen konnen in diesem Sinne Vorstellungen aktivieren und
dienen so als Vorstellungstrager. Dieser Zusammenhang spielt eine wichtige Rolle
bei der Konstruktion von Grundvorstellungen. Im Folgenden wird auf den Begriff
der Grundvorstellungen niher eingegangen.

3.2 Grundvorstellungen

Zur Klirung der individuellen Begriffsgenese von Lernenden leistet das Grund-
vorstellungskonzept einen entscheidenden Beitrag. Vom Hofe (1995) schreibt
dazu:
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In psychologischer Hinsicht erkldrt die Annahme von Grundvorstellungen die individu-
elle Genese mathematischer Begriffe. In didaktischer Hinsicht dient die Beschreibung
von Grundvorstellungen als Leitlinie zur Organisation von Mathematikunterricht.
(vom Hofe 1995, S. 82)

Grundvorstellungen sind demnach einerseits dazu geeignet, um individuelle Lern-
prozesse zu erkldren, andererseits haben sie eine strukturierende Komponente, die
zweckmifBig dazu eingesetzt werden kann den Unterricht zu entwickeln.

Charakterisierung des Grundvorstellungskonzepts: Das Grundvorstellungs-
konzept lédsst sich historisch auf zwei Wurzeln zuriickfiihren: Die sogenannte
Rechendidaktik und die studiumsvorbereitende Mathematikdidaktik nach Felix
Klein (vgl. vom Hofe & Blum 2016). Dabei unterscheiden sich diese beiden
Waurzeln insbesondere durch die von ihnen untersuchten mathematischen Inhalte.
Das Grundvorstellungskonzept in der Rechendidaktik des 19. Jahrhunderts ist als
solches dafiir konzipiert worden, um Zahlen und Rechenoperationen eine inhalt-
liche Deutung zu geben (vom Hofe & Fast 2015). Die Weiterentwicklung der
Rechendidaktik im 20. Jahrhundert fiihrte dazu, dass der Anwendungsbereich
von Grundvorstellungen zu einem Grofteil in der Grundschule zu verorten war:

Der Anwendungsbereich liegt im Wesentlichen in der Grundschule und in den unteren
Klassen der Mittelstufe. Ansditze, wie eine Genese von Grundvorstellungen bei hoheren
Inhalten aussieht, sind bislang nur wenige zu finden. (vom Hofe 1995, S. 101)

Das Grundvorstellungskonzept erlangte dadurch besonders im elementaren Arith-
metikunterricht an Bedeutung. Zu elementaren Konzepten wie der Addition
und Subtraktion, sowie zu etwas komplexeren Konzepten wie der Division,
Multiplikation oder Bruchrechnung lassen sich anhand von konkreten Hand-
lungserfahrungen wie das Zusammenfiigen, Wegnehmen oder Aufteilen von
Gegenstinden, Grundvorstellungen konstruieren.

Parallel dazu entwickelte sich die studiumsvorbereitende Hochschuldidaktik
nach Felix Klein (1924). Klein beabsichtigt in seinen Lehren mithilfe heuristi-
scher Methoden Anschauungen zu mathematisch anspruchsvollen Begriffen, wie
beispielsweise dem Integral, der Ableitung und Funktionen, bei den Lernenden
aufzubauen. Er betont aulerdem in seiner Arbeit die didaktische Relevanz mathe-
matische Inhalte durch anschauliche Beispiele einzufiihren und dadurch fiir den
Lernenden greifbar zu machen. Dieser Ansatz wurde vermehrt zum Ende des
20. Jahrhunderts wieder aufgegriffen und stellte damit einen Gegenpol zur axio-
matisch geprigten schulischen Lehrpraxis der neuen Mathematik in den 1960er



3.2 Grundvorstellungen 31

und 1970er Jahren dar. Heutzutage gibt es didaktische Arbeiten, die sich auf nor-
mativer und deskriptiver Ebene mit Inhalten der Sekundarstufe II beschiftigen.
Untersuchungen befassen sich mit Grundvorstellungen zu Variablen (Malle &
Wittmann 1993), Funktionen (Stolting 2008), Logarithmen (Weber 2016), zu
Grenzwerten, Ableitungen und Integralen (Greefrath et al. 2016), zum Sinus
(Frohn & Salle 2017), zu Gleichungen (Hischer 2020) und zur Exponentialfunk-
tion (Katter & Alarcon Relmucao 2021). Diese Arbeiten identifizieren Mittel und
Wege um komplexe mathematische Inhalte mit Sinn und Bedeutung zu fiillen,
indem sie an die Erfahrungen und das Vorwissen der Lernenden ankniipfen.
Vom Hofe (2003) sah in diesem Ankniipfen an bekannte Sachzusammenhénge
einen wesentlichen Baustein fiir die Ausbildung von Grundvorstellungen und
charakterisierte das Grundvorstellungskonzept durch drei zentrale Aspekte:

Erfassung der Bedeutung eines neuen mathematischen Begriffs, durch Ankniipfen an
bekannte Sach- und Handlungszusammenhdinge;

Aufbau entsprechender mentaler Modelle, die den Begriff auf der Vorstellungsebene
repriisentieren;

Anwendung des Begriffs auf neue Sachsituationen (d. h. Modellierung). (vom Hofe
2003, S.7)

Diese Charakterisierung vereinigt normative und deskriptive Aspekte auf die nun
genauer eingegangen wird.

Aspekte von Grundvorstellungen: Die Entwicklung des Grundvorstellungskon-
zepts in Deutschland steht in engem Zusammenhang mit der Entwicklung der
padagogischen und psychologischen Forschung in den Anfingen bis hin zur
Mitte des 19. Jahrhunderts (vom Hofe & Blum 2016). Lange Zeit blieben
Grundvorstellungen eine normative Kategorie, mit deren Hilfe fachlich geeig-
nete Vorstellungen beschrieben wurden, die Lernende entwickeln sollen. Erst in
den 80er Jahren, durch die wachsende Bedeutung von deskriptiven Studien in
der Mathematikdidaktik, erweiterte sich das Grundvorstellungskonzept und wurde
genutzt, um Unterrichtseinheiten zu analysieren oder Fehlermuster und Fehlvor-
stellungen von Lernenden zu diagnostizieren (vom Hofe 1995). SchlieBlich wurde
durch die steigende Prominenz des Grundvorstellungskonzeptes die Konstruk-
tion von Grundvorstellungen durch passende methodische Entscheidungen immer
weiter in den Fokus geriickt. In Anbetracht dieser Entwicklung lassen sich drei
Aspekte von Grundvorstellungen identifizieren (vom Hofe & Blum 2016):
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® Normativer Aspekt: Grundvorstellungen sind das Ergebnis einer stoffdidakti-
schen Analyse und beschreiben das, was sich Lernende unter einem mathe-
matischen Begriff vorstellen sollen. Es handelt sich um fachlich adiquate
Vorstellungen, die den mathematischen Kern eines Begriffs erfassen. Sie die-
nen Lehrenden als normative Leitideen zur Planung und Durchfiihrung von
Unterricht.

® Deskriptiver Aspekt: Grundvorstellungen werden von Lernenden konstruiert.
Sie beschreiben das, was sich Lernende tatscichlich unter einem mathemati-
schen Begriff vorstellen und unterscheiden sich mitunter von den intendier-
ten normativen Grundvorstellungen. Lehrende konnen mithilfe deskriptiver
Methoden Grund- und Fehlvorstellungen von Lernenden diagnostizieren und
Problemloseprozesse analysieren.

o Konstruktiver Aspekt: Die tatsidchlich ausgebildeten Individualvorstellungen
die unter dem deskriptiven Aspekt zusammengefasst werden unterscheiden
sich mitunter von den normativ intendierten Grundvorstellungen. Der kon-
struktive Aspekt beschiftigt sich mit der Frage, worauf diese Divergenzen
zurlickzufiihren sind und wie sie sich beheben lassen. (vgl. vom Hofe 1995,
S. 116 f.)

Grundvorstellungen sind Teil eines mentalen Netzwerkes, das sich in einem
stetigen Wandel befindet. Um geeignete Grundvorstellungen aufzubauen, muss
das Vorwissen der Lernenden in passender Weise mit einbezogen werden. Der
konstruktive Aspekt hilft bei der Suche nach geeigneten Methoden zur Konstruk-
tion von tragfihigen Grundvorstellungen und vermittelt zwischen den normativ
intendierten und den individuell konstruierten Vorstellungen.

Primére und sekundire Grundvorstellungen: Wihrend sich das Grundvor-
stellungskonzept Ende des 20. Jahrhundert immer groferer Beliebtheit erfreute,
stellte sich die Frage, fiir welche mathematischen Inhalte neben der elementaren
Arithmetik es sinnvoll ist, um normative Grundvorstellungen zu identifizieren. So
wurden Grundvorstellungen zur Ableitung, zum Integral, zu Funktionen und zu
Variablen bestimmt. Dabei zeigte sich bei einigen Inhalten, dass die Verkniipfung
mit realen Handlungskontexten nicht immer moglich ist und dariiber hinaus nicht
den intendierten Vorstellungen entspricht. Einige mathematische Konzepte, wie
die Ableitung, das Integral oder die Logarithmusfunktion, werden oft innerma-
thematisch motiviert (Weber 2013; Greefrath et al. 2016; Roos 2020). Wihrend
also die Sinnkonstruktion zu hinreichend elementaren Konzepten der Arithme-
tik anhand konkreter Handlungserfahrungen mit realen Gegenstanden vollzogen
werden kann, werden bei zunehmend komplexeren mathematischen Konzepten
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abstrakte Handlungen mit mathematischen und symbolischen Darstellungsmitteln
benotigt. Um diesem wesentlichen Unterschied in der Konstruktion von Grund-
vorstellungen gerecht zu werden, wurde die Unterscheidung von priméren und
sekundédren Grundvorstellungen vorgeschlagen (vom Hofe 1996; Hafner 2012;
Weigand 2015; vom Hofe & Blum 2016).

® Primdre Grundvorstellungen geben mathematischen Begriffen einen Sinn
durch das Ankniipfen an gegenstindliche Handlungserfahrungen.

e Sekunddre Grundvorstellungen geben mathematischen Begriffen einen Sinn
durch das Ankniipfen an mathematische Operationen mit symbolischen Objek-
ten.

Konstruktion von Grundvorstellungen: Erst durch den Aufbau tragfihiger
Grundvorstellungen ist es Lernenden moglich, die Welt mit den Mitteln der
Mathematik zu beschreiben (Prediger 2010). Wie stark verankert eine Grund-
vorstellung ist, hingt mafBgeblich vom Umfang und von der Héufigkeit der
Aktivierung der zugrundeliegenden Handlungserfahrung bzw. der mathemati-
schen Operation ab (vom Hofe & Fast 2015). Bei priméren Grundvorstellungen
konnen Lernende auf eine Vielzahl von Erfahrungen zuriickgreifen, die bereits
im Vorschulalter gemacht wurden. Die so erworbenen Grundvorstellungen bil-
den daher ein solides Fundament fiir mathematisches Arbeiten. Bei sekundéren
Grundvorstellungen miissen die Lernenden mit den entsprechenden Kontexten
und Operationen erst vertraut gemacht werden. Dies kann dazu fiihren, dass
diese Grundvorstellungen anfilliger fiir Fehlinterpretationen bzw. den Aufbau von
Fehlvorstellungen sind. Eine Moglichkeit den Aufbau von Grundvorstellungen zu
fordern, liefern Schulz und Wartha (2011) mit ihrem Vier-phasen-modell, bei dem
der Prozess vom konkreten zum gedanklichen Handeln unterstiitzt wird. Prediger
(2010) beschreibt den Lernprozess zum Aufbau von Grundvorstellungen durch
ein Vier-Stufen-Modell. Auf der ersten Stufe werden mathematische Modelle zu
lebensweltlichen Situationen aufgebaut. Auf der zweiten Stufe werden formale
Fragen durch inhaltlich-anschauliche Begriindungen geklirt. Auf der dritten Stufe
wird ein interpretationsfreies Kalkiil entwickelt. Auf der vierten Stufe konnen alle
drei Stufen flexibel genutzt werden.

Die Konstruktion tragfihiger Grundvorstellungen ist kein ,,passiver statisch-
abbildhafter, sondern ein aktiver dynamisch-operativer Prozess* (vom Hofe 1995,
S. 103) und sollte durch das Ankniipfen an bekannte Sachkontexte durch den
Lehrenden bewusst unterstiitzt werden. In anderen Worten:
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Grundvorstellungen zu einem Begriff entwickeln sich etwa, wenn sich Lernende mit
Phéinomenen befassen, durch die Aspekte des Begriffs erfahrbar werden. (Greefrath
etal. 2016, S. 17)

Passende Phidnomene zu einem mathematischen Begriff zu finden, die diesen
zuginglich machen, wird umso schwieriger, je komplexer der mathematische
Begriff ist. Das hat zur Folge, dass Grundvorstellungen im Primarbereich wesent-
lich elaborierter und besser durchdrungen sind als in der hoheren Mathematik.
Grundvorstellungen zu komplexen mathematischen Begriffen, wie beispielsweise
der Ableitung, bauen auf betrichtlichen Vorkenntnissen auf und verzweigen sich
sowohl nach unten als auch nach oben in mehrere Richtungen. Von beson-
derem Interesse sind in dieser Arbeit die allgemeinen Grundvorstellungen zu
Funktionen, die im Folgenden ndher erldutert werden.

Allgemeine Grundvorstellungen zu Funktionen: Bereits zu Beginn des 20.
Jahrhunderts wurde im Rahmen der Meraner Reform die Ausbildung des funk-
tionalen Denkens zu einer der Hauptaufgaben des hoheren Mathematikunterrichts
erkliart (Klinger 2018). Seitdem wurde die Funktionenlehre aus verschiedenen
didaktischen Perspektiven betrachtet und analysiert. Dabei spielte die Frage
nach den Charakteristika funktionalen Denkens stets eine wichtige Rolle. Stoye
(1983) entwickelt aus den unterschiedlichen Darstellungen einer Funktion als
mengentheoretisches Konstrukt, Tabelle, Funktionsterm oder Graphen normative
Vorstellungen, die als Vorgédnger der charakteristischen Grundvorstellungen einer
Funktion angesehen werden konnen. Er spricht von der kausalen Vorstellung, der
kinematischen Vorstellung und der algorithmischen Vorstellung. Vollrath (1989)
gibt diesen Uberlegungen in seinem Artikel ,funktionales Denken* ein neues
Gewand, indem er drei charakteristische Grundvorstellungen zu Funktionen vor-
stellt, die bis zum heutigen Tage in der Mathematikdidaktik Verwendung finden
(Greefrath et al. 2016).

e Die Zuordnungsvorstellung: Funktionen werden genutzt, um eine Zuordnung
zwischen Werten und GroBen herzustellen. Im Schulkontext findet sich diese
Vorstellung in der Formulierung: Eine Funktion ordnet jedem x-Wert genau
einen y-Wert zu. Diese Vorstellung des Funktionsbegriffes wird besonders deut-
lich, wenn Funktionen in Tabellen dargestellt werden, kann aber auch in
anderen Darstellungen wiedergefunden werden. Situationen, in denen diese
Vorstellung eine Rolle spielt, sind beispielsweise Datenerhebungen, wie Mes-
sungen in einem Experiment oder schlicht das Ausrechnen eines bestimmten
Funktionswertes mithilfe des Funktionsterms.
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e Die Kovariationsvorstellung: Eine Funktion gibt an wie sich ein Wert in
Abhingigkeit eines anderen Wertes verdndert. Bei der Kovariationsvorstellung
steht das Anderungsverhalten einer Funktion im Vordergrund. Das Anderungs-
verhalten exponentieller Funktionen ldsst sich dadurch beschreiben, dass die
Funktionswerte bei konstantem Zuwachs stets mit demselben Faktor multi-
pliziert werden. Die Flidche eines Quadrates hingegen vervierfacht sich bei
Verdopplung der Seitenldnge und periodische Funktionen reproduzieren in
gleichen Abstinden immer dasselbe Muster. Auch die Kovariationsvorstellung
lasst sich auf verschiedenen Darstellungsebenen verdeutlichen.

e Die Objektvorstellung: Eine Funktion wird als Objekt wahrgenommen, mit
dem operiert werden kann und das globale Eigenschaften wie Symmetrien,
Steigungsverhalten oder Periodizitit aufweist. Lernende, welche die Funktion
als Objekt verstehen, kénnen den Funktionsgraphen im Koordinatensystem
verschieben, strecken und stauchen oder sind auf formaler Ebene dazu in der
Lage eine Funktion mit anderen Funktionen zu verkniipfen.

Diese Grundvorstellungen konnen auf alle Funktionsklassen angewendet werden.
Fiir jede Funktionsklasse lassen sich allerdings charakteristische Sachzusammen-
hinge herausarbeiten, die fiir die Lernenden sinngebend sein kénnen und damit
als Ausganspunkt fiir die Formulierung normativer Grundvorstellungen dienen
konnen.

Sinnkonstruktion: Was genau von einer Person als sinnvoll eingestuft wird, ist
individuell und hidngt von diversen personlichen Merkmalen ab (Vorholter &
Vollstedt 2012). Sinn kann in vielen verschiedenen Bereichen konstruiert werden.
Sinn kann sich durch einen personlichen Nutzen ergeben, den ein Konzept im
Alltag erbringt, wie beispielsweise die Division beim Aufteilen von Siiligkeiten
unter Freunden. Sinn kann aber auch rein innermathematisch ohne Alltagsbezug
gegeben werden, zum Beispiel durch den Gebrauch von Matrizen statt Glei-
chungssystemen. Auf der anderen Seite kann Sinn in nutzlosen, aber dsthetischen
Objekten gefunden werden, wie bei Symmetrien in Mandalas. Was fiir eine Per-
son Sinn ergibt, kann fiir eine andere sinnlos sein. Was ist also gemeint mit
Sinngebung und wie wird diese vollzogen?

Die wichtigsten Faktoren bei der Sinnkonstruktion zu einem mathemati-
schen Begriff sind die personlichen Vorerfahrungen: ,,Schiilerinnen und Schiiler
konstruieren ihren subjektiven und individuellen Sinn in Abhdngigkeit von ihren
Erfahrungen, Zielen und Wiinschen“ (Vorholter & Vollstedt 2012, S. 152).
Dabei spielen sowohl personliche Merkmale wie Fleifl, Motivation, Interesse
oder mathematischer Denkstil, als auch personliche Hintergrundmerkmale, etwa
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der soziookonomische Status oder der kulturelle Hintergrund, eine zentrale
Rolle (Vorholter & Vollstedt 2012). Anhand empirischer Interviewstudien ent-
wickeln Vorholter und Vollstedt ein zweidimensionales Modell der Typologie
von Sinnkonstruktionen. Dazu wurden die Kategorien Intensitdit der Individu-
umsbezogenheit sowie Intensitit der Mathematikbezogenheit gewihlt, welche
jeweils drei Niveaus (hoch, mittel, gering) annehmen konnen. Durch einen
anschlieBenden Vergleich der Sinnkonstruktionen wurden sieben verschiedene
Sinnkonstruktionstypen ermittelt:

Erfiillung gesellschaftlich gepréigter Anforderungen,

Aktive Auseinandersetzung mit Mathematik,

Effiziente und unterstiitzende Gestaltung von Unterrichtsprozessen,
Kognitive Selbstentwicklung,

Anwendungsrelevanz,

Wohlbefinden durch eigene Leistung,

Emotional-affektiv geprigte Entfaltung.

Diese Studie zeigt die Wichtigkeit affektiver und affirmativer Impulse beim
Lernen mathematischer Inhalte. Vom Hofe schrieb dazu:

Das heifst nichts anderes, als dass der neu geschaffene Begriff eine individuelle Prd-
gung hat, die mit Erfahrungen und Gefiihlen zusammenhdngt, die beim Lernen dieses
Begriffs aktual waren. (vom Hofe 1995, S. 107)

Neben den stark aufs Individuum bezogenen Sinnkonstruktionstypen, wie die
emotional-affektiv geprigte Entfaltung, gibt es auch Faktoren, auf die Lehrende
einen direkteren Einfluss haben. Von besonderem Interesse sind in der vorliegende
Studie die effiziente und unterstiitzende Gestaltung von Unterrichtsprozessen,
welche auf Grundlage normativ geprigter idealtypischer Lernwege entwickelt
werden konnen und die Anwendungsrelevanz des zu unterrichtenden Themas,
welche durch die in der Sachanalyse herausgearbeiteten Anwendungskontexte in
Abschnitt 4.4 begriindet ist.

Grundkenntnisse und Grundverstindnis: Zu jeder Grundvorstellung, die von
einem Lernenden zu einem mathematischen Begriff konstruiert wird, kommt eine
Reihe von Grundkenntnissen, die im Umgang mit dieser Vorstellung entwickelt
werden sollten. Diese Grundkenntnisse umfassen technische Fertigkeiten wie die
Arbeit mit formalen Werkzeugen der Mathematik, inhaltliche Deutungen symbo-
lischer Elemente und die Herleitung von Zusammenhingen zu anderen Konzepten
der Mathematik. Das Netz, bestehend aus verschiedenen Grundvorstellungen und
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deren Grundkenntnissen, wird auch als Grundverstindnis eines mathematischen
Begriffs bezeichnet (vom Hofe 2003). Weigand (2015) spricht in dhnlicher Weise
vom Verstindnis des Begriffsnetzes:

Ein Begriffsnetz kann zum einen die Beziehung zwischen verschiedenen Spezialformen
des Begriffs aufzeigen [ ... ], zum anderen aber auch den Bezug eines Begriffs zu anderen
Begriffen veranschaulichen. (Weigand 2015, S. 266)

Grundvorstellungen und fachliche Charakterisierungen: Zur Klirung des
Zusammenspiels von Aspekten der formalen und der semantischen Ebene,
beschiftigen sich Greefrath, Oldenburg, Siller, Weigand und Ulm (2016) mit
fachlichen Aspekten und Grundvorstellungen eines mathematischen Begriffs (vgl.
auflerdem Roos 2020). Sie definieren fachliche Aspekte und Grundvorstellungen
wie folgt:

Ein Aspekt eines mathematischen Begriffs ist ein Teilbereich des Begriffs, mit dem
dieser fachlich charakterisiert werden kann.

Eine Grundvorstellung zu einem mathematischen Begriff ist eine inhaltliche Deutung
des Begriffs, die diesem Sinn gibt. (Greefrath et al. 2016)

Diese Unterscheidung dient Greefrath et al. als Basis fiir eine didaktisch
orientierte Sachanalyse des Ableitung- und Integralbegriffes, sowie als Diskus-
sionsgrundlage fiir den Zusammenhang zwischen fachlichen Charakterisierungen
und individuellen Vorstellungen eines mathematischen Begriffes. Was mit einer
didaktisch orientierten Sachanalyse gemeint ist und wie sich Grundvorstellungen
aus dieser ergeben konnen, wird im nédchsten Abschnitt besprochen.

3.3 Die didaktisch orientierte Sachanalyse

Die Bedeutung einer didaktisch orientierten Sachanalyse ldsst sich gut erkennen,
wenn sie von einer reinen Sachanalyse abgegrenzt wird. Die reine Sachanalyse
beschiftigt sich mit der logischen Struktur eines mathematischen Inhaltes und
durchdringt den Inhalt auf fachlicher Ebene. Im Gegensatz dazu handelt es sich
bei der didaktisch orientierten Sachanalyse in erster Linie um ein Hilfsmittel, das
einen Uberblick iiber die unterschiedlichen Facetten eines mathematischen Inhal-
tes liefert. Dazu gehoren nicht nur fachliche, sondern auch didaktische Aspekte.
Zu den didaktischen Aspekten gehort beispielsweise die individuelle Konstruk-
tion von Bedeutung zu einem mathematischen Begriff, klassische Phianomene, die
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Konkretisierung mathematischer Inhalte im Schulunterricht oder typische Fehler-
muster im Zusammenhang mit bestimmten mathematischen Inhalten. Der Ablauf
einer solchen Analyse hingt stark vom untersuchten Inhalt und von den ver-
folgten Zielen ab. Dennoch lassen sich einige iibergeordnete inhaltsunabhéngige
Prinzipien formulieren, die der didaktisch orientierten Sachanalyse einen Rahmen
geben:

Die didaktische Analyse nach Klafki: Klafki (1958) unterscheidet zwischen dem
Bildungsinhalt und dem ihm innewohnenden Bildungsgehalt. Ein Bildungsinhalt
lasst sich vordergriindig dadurch identifizieren, dass er in Lehrplidnen auftaucht.
Die Auswahl der Bildungsinhalte eines Lehrplans sollte allerdings bestimmte
Kriterien erfiillen. Diese Kriterien fasst Klafki folgendermaflen zusammen:

Immer soll ein Bildungsinhalt Grundprobleme, Grundverhdltnisse, Grundmoglichkei-
ten, allgemeine Prinzipien, Gesetze, Werte, Methoden sichtbar machen. Jene Momente
nun, die solche Erschliefsung des Allgemeinen im Besonderen oder am Besonderen
bewirken, meint der Begriff des Bildungsgehaltes. (Klafki 1958, S. 14)

Bevor sich Lehrende mit der Umsetzung der im Lehrplan gesammelten Inhalte
beschiftigen, geht also immer eine didaktische Vorentscheidung voraus, bei der
aus der Fiille an Inhalten eines Fachbereiches geeignete Bildungsinhalte ausge-
sucht und in den Lehrplan aufgenommen werden. Die Aufgabe des Lehrenden
besteht nach Klafki in einem ersten Schritt darin, in den Bildungsinhalt ein-
zudringen und die bildenden Momente eines Inhaltes herauszuarbeiten. Eine
reine Sachanalyse wird diesem Eindringen in den Bildungsinhalt nicht gerecht,
da es mitunter passieren kann, dass in ihr die spezifische pddagogische Auf-
gabe aus dem Blick verloren geht und der Lehrende eine ,,vorpadagogische-
fachwissenschaftliche Analyse* durchfiihrt. AnschlieBend muss durch eine didak-
tische Analyse der Bildungsgehalt bestimmt werden.

Die didaktische Analyse soll ermitteln, worin der allgemeine Bildungsgehalt des
Jeweils besonderen Bildungsinhaltes liegt. Dabei erweist sich der Bildungsgehalt fast
immer als ein ,,Geflecht von Beziehungen*, als ,,eine Zusammenhangsbestimmtheit,
ein Relationskomplex, der selbst wiederum in grofieren ... Zusammenhang gestellt
ist...“. (Klafki 1958, S. 14)

Die allgemeine Frage nach dem Bildungsgehalt strukturiert Klafki in fiinf didak-
tische Grundfragen, die meist erst in der Praxis im Hinblick auf die jeweilige
Schulklasse beantwortet werden konnen. Die Fragen sind nicht hierarchisch
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geordnet, miissen also nicht in einer bestimmten Reihenfolge beantwortet werden,
sondern ergédnzen sich und stehen in wechselseitiger Beziehung zueinander.

1. Welchen grofseren bzw. welchen allgemeinen Sinn- oder Sachzusammenhang
vertritt und erschliefst dieser Inhalt? Welches Urphdnomen oder Grundprinzip,
welches Gesetz, Kriterium, Problem, welche Methode, Technik oder Haltung
ldsst sich in der Auseinandersetzung mit ihm ,,exemplarisch* erfassen?

2. Welche Bedeutung hat der betreffende Inhalt im Leben der Kinder meiner Klasse,
welche Bedeutung sollte er — vom pddagogischen Gesichtspunkt aus gesehen —
darin haben?

. Worin liegt die Bedeutung des Themas fiir die Zukunft der Kinder?

4. Welches ist die Struktur des (durch die Fragen 1 und 2 und 3 in die spezifische

pddagogische Sicht geriickten) Inhaltes?

5. Welches sind die besonderen Fiille, Phinomene, Situationen, Versuche, in oder
an denen die Struktur des jeweiligen Inhaltes den Kindern dieser Bildungsstufe,
dieser Klasse interessant, frag-wiirdig, zugdnglich, begreiflich, , anschaulich“
werden kann. (Klafki 1958, 15-20)

w

Diese Fragen lassen sich mithilfe der folgenden Stichworter zusammenfas-
sen: Sinnzusammenhang, aktuelle Bedeutung fiir die Lernenden, zukiinftige
Bedeutung fiir die Lernenden, Struktur des Inhaltes und typische Phdnomene.

Die didaktisch orientierte Sachanalyse nach Kirsch: In den 70er und 80er Jahren
wurden didaktisch orientierte Sachanalysen genutzt, um Inhalte zu strukturieren
und fiir den Unterricht zugénglich zu machen (Vollrath 1987). Im ,,zugénglich
machen* eines mathematischen Inhaltes sieht Kirsch (1977) die Hauptaufgabe der
didaktisch orientierten Sachanalyse und charakterisiert diese durch vier zentrale
Aktivititen:

Konzentration auf den Kern eines mathematischen Inhaltes
Miteinbeziehen von inhaltsnahen Phédnomenen

Riickgriff auf das Vorwissen der Lernenden

Wechsel der mathematischen Darstellungen

Mit der Konzentration auf den Kern eines mathematischen Inhaltes meint Kirsch
nicht die vollstindige Axiomatisierung eines mathematischen Begriffs. Vielmehr
geht es ihm um die geeignete Wahl einer mathematischen Definition, die dem
Verstiandnis zutrdglich ist, und nicht dem Vereinfachen der deduktiven Struktur
nutzen soll, denn ,,strukturelle Vereinfachung kann den Zugang auch erschweren®
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(Kirsch 1977, S. 152). Das Miteinbeziehen von inhaltsnahen Phdnomenen ist inso-
fern wichtig, da es aus lerntheoretischer Perspektive die Motivation der Lernenden
fordert und dadurch ein besserer Lerneffekt erzielt wird. Dabei soll auch vor kom-
plizierten Anwendungen nicht zuriickgeschreckt werden, da ,,nach aller Erfahrung
eine gewisse Kompliziertheit Schiiler und Lehrer nicht so abschreckt wie iiber-
miBige Abstraktheit.” (Kirsch 1977, S. 153). Der Riickgriff auf das Vorwissen
der Lernenden macht neue Lerninhalte fiir den Mathematikunterricht tiberhaupt
erst zugédnglich. Dieser Aspekt steht im Kontrast zur axiomatischen Einfiihrung
bestimmter Begriffe, wie sie in Mathematikvorlesungen gepflegt wird, die nicht
zuletzt hdufig mit der Aufforderung beginnen, alles zu vergessen, was man bisher
tiber die Mathematik gelernt hat. Abschliefend weist Kirsch auf die Wichtigkeit
des Darstellungswechsels hin und kritisiert die rein formale mathematische Dar-
stellung mancher Inhalte, bei denen die Schwierigkeit in der Formulierung und
Symbolisierung steckt und nicht etwa in der Sache selbst.

Die didaktisch orientierte mathematische Sachanalyse nach Salle und Cliiver:
Salle und Cliiver (2021) nutzen die didaktisch orientierte Sachanalyse um Grund-
vorstellungen als normative Leitlinie zu einem mathematischen Inhalt herzuleiten.
Sie entwickeln ein sachanalytisches Vorgehen, bestehend aus fiinf Schritten,
das als flexibel zu durchlaufender Kreislauf verstanden wird. Dabei werden
.Kernelemente der mathematischen Definitionen mit den Phdnomenen in Beziehung
gebracht (Salle & Cliiver 2021, S. 11). Die einzelnen Schritte dieses Kreislaufs
lassen sich wie folgt zusammenfassen:

1. Bestimmung von Richtlinien fiir den Herleitungsprozess

2. Sachanalyse des mathematischen Begriffs und seiner Phinomene sowie Einbezug
empirischer Ergebnisse

. Formulierung konkreter Grundvorstellungen

. Prizisierung des Bezugsrahmens

5. Feststellung und Bewertung der didaktischen Relevanz (Salle & Cliiver 2021, S. 12)

A~ W

Im ersten Schritt werden die Richtlinien bestimmt. Diese Richtlinien umfassen
den Giiltigkeitsbereich und den Bezugsrahmen der mathematischen Begriffe, zu
denen Grundvorstellungen formuliert werden sollen. Der Giiltigkeitsbereich eines
Begriffs gibt dessen mathematische Reichweite an (Salle & Cliiver 2021). Bei-
spielsweise ist die Deutung des Sinus am rechtwinkligen Dreieck nur fiir Winkel
im Intervall (0°,90°) giiltig. Der Bezugsrahmen gibt an, welche Vorkenntnisse
notwendig sind, um eine Grundvorstellung aufzubauen. Eine grundlegende Deu-
tung des Sinus am Einheitskreis setzt beispielsweise die Kenntnis des kartesischen
Koordinatensystems voraus.
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Die im zweiten Schritt durchzufiihrende Sachanalyse eines mathematischen
Begriffs umfasst drei Teile. Der erste Teil bezieht sich auf die Identifikation
und Analyse geeigneter Definitionen, womit die innere mathematische Struktur
des Begriffs gekldrt wird. Im zweiten Teil werden relevante Sachzusammen-
hinge gesammelt, die aus Anwendungszusammenhingen oder der historischen
Entwicklung eines Begriffs entspringen. Zuletzt werden empirische Ergebnisse
beriicksichtigt, die Hinweise auf die Bedeutung bestimmter Sachzusammenhinge
fir Lernende geben. Nachdem diese drei Teile ausfiihrlich beleuchtet wurden,
werden schlieBlich die ausgewihlten Definitionen und Phinomene miteinander
verglichen und Klassen gebildet.

Ausgehend von diesen Klassen werden im dritten Schritt neue Grundvorstel-
lungen formuliert. Im vierten Schritt wird der Bezugsrahmen einer formulierten
Grundvorstellung evaluiert, in Verbindung zu anderen Grundvorstellungen gesetzt
und gegebenenfalls angepasst. Im fiinften Schritt wird die didaktische Relevanz
der identifizierten Grundvorstellungen bewertet. Dazu wird beispielsweise iiber-
priift, ob sich die Grundvorstellungen auch tatsdchlich bei Lernenden nachweisen
lassen oder ob sie hilfreich sind, um Denkprozesse zu rekonstruieren.

Die didaktische Phiinomenologie nach Freudenthal: Ein zentraler Punkt in allen
drei vorgestellten Verfahren liegt darin, typische Phinomene, die den mathema-
tischen Begriff greifbar machen, miteinzubeziehen. Mit Phinomenen sind im
Allgemeinen mathematische oder reale Zusammenhinge gemeint. Die Integra-
tion von Phidnomenen in den Lernprozess spielt auch bei Freudenthal (1983)
eine wichtige Rolle. In seiner didaktischen Phidnomenologie geht es darum,
ausgehend von den Phidnomenen, eine Ordnung zu schaffen, welche durch die
mathematischen Begriffe strukturiert wird.

What a didactical phenomenology can do is to prepare the converse approach: starting
from those phenomena that beg to be organised and from that starting point teaching
the learner to manipulate these means of organising. (Freudenthal 1983, S. 32)

Vollrath (1987) weist daraufhin, dass eine didaktische Sachanalyse in die didakti-
sche Phidnomenologie nach Freudenthal eingebettet werden kann und ihr dadurch
ein Fundament verschafft wird.

Innerhalb einer didaktischen Phdnomenologie erhdilt die didaktische Sachanalyse die
Aufgabe, die mathematische Tragfihigkeit bestimmter Vorstellungen zu iiberpriifen
und Zusammenhiinge und logische Abhdngigkeiten deutlich hervortreten zu lassen.
(Vollrath 1987, S. 251)
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Um den Kern eines mathematischen Begriffs zu bestimmen, ist es also denkbar
in einem ersten Schritt moglichst viele Anwendungskontexte zu bestimmen, in
denen dieser mathematische Begriff eine Rolle spielt. In einem zweiten Schritt
werden diese Anwendungskontexte geordnet und miteinander verglichen. Kénnen
Ahnlichkeiten zwischen unterschiedlichen Kontexten festgestellt werden, wird
im dritten Schritt aus diesen Kontexten eine Klasse gebildet und anschlieSend
tiberpriift, wie der mathematische Kern dieser Klasse beschrieben werden kann.
Dieses Vorgehen kann zum Auffinden von Grundvorstellungen genutzt werden.
Greefrath et al. schreiben dazu:

Die didaktische Phinomenologie kann als Leitlinie fiir die Entwicklung von Grund-
vorstellungen zu Begriffen dienen. Dabei geht es Freudenthal nicht um das Lehren
eines in irgendeiner Weise abstrakt vorhandenen Begriffs, der durch unterschiedliche
Darstellungen veranschaulicht oder mit Phdnomenen erkldrt wird, sondern er mochte
ausgehend von Phdanomenen Vorstellungen iiber Begriffe aufbauen. Phdanomene sind
die Ausgangspunkte fiir das Lehren und das Lernen. (Greefrath et al. 2016, S. 43)

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass die didaktisch orientierte Sach-
analyse stets darauf bedacht ist Sachzusammenhinge aufzufinden, die als Grund-
lage dienen konnen, um geeignete Vorstellung aufzubauen. In dieser Hinsicht
erinnert die didaktisch orientierte Sachanalyse an Vorgehensweisen genetischer
Lehrmethoden, bei denen die Erfahrungen und das Vorwissen der Lernenden
besonders beriicksichtigt werden. Daher wird im néchsten Abschnitt das gene-
tische Prinzip vorgestellt und auf dieser Grundlage ein moglicher Ablauf fiir eine
didaktisch orientierte Sachanalyse entwickelt.

34 Das genetische Prinzip

Das genetische Prinzip bezeichnet in der Mathematikdidaktik eine Unterrichts-
methode zum Lehren mathematischer Inhalte. Der Begriff ,,genetisch* lésst sich
vom griechischen Wort yéveotc (Genesis) ableiten, welches Herkunft/Ursprung
bedeutet. Zu einem der wichtigsten Vertreter des genetischen Lernens gehort Mar-
tin Wagenschein, der lange Zeit als Mathematik- und Physiklehrer, aber auch in
der Lehrerausbildung an Studienseminaren und Hochschulen titig war und als
solcher wichtige Beitrige zur Didaktik der Mathematik und Physik geleistet hat.
Wagenschein kennzeichnet seine genetische Lehrmethode mit den drei Worten
genetisch-sokratisch-exemplarisch (Wagenschein 1966). Dieser Methode folgend,
sollen mathematische Inhalte im Unterricht exemplarisch durch reale Phino-
mene eingefiihrt werden. Die mathematische Theorie wird als Endprodukt eines
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Verstehensprozesses gesehen, der sich primdr mit erfahrbaren Gegebenheiten
beschiftigt. Statt, wie es in der Fachmathematik iiblich ist, ein Theoriekonstrukt
erst axiomatisch einzufiihren und dann anhand von Beispielen zu erldutern, geht
es bei der genetischen Methode darum, die Theorie aus alltdglichen Proble-
men und Phénomenen zu entwickeln. Der Lernende nimmt bei einer genetisch
orientierten Unterrichtsreihe die Rolle eines Entdeckers ein, der selbststindig
Antworten auf die von ihm aufgeworfenen Fragen finden soll. Der Lehrende hin-
gegen fungiert als Begleitperson, die dhnlich wie in einem sokratischen Dialog
die Gedanken des Lernenden auf wesentliche Aspekte eines Problems lenkt, und
ist nicht nur der Vermittler statischen Wissens. Wagenschein schreibt dazu:

Ein genetischer Lehrgang nun wird etwa dieselben Tatsachen und Theorien — nicht
,bringen*, sondern — entdecken lassen. Er meint die eigentliche, die lebende, nicht
die ihre Funde sichernde und zur Nutzung iibersichtlich verwaltende Wissenschaft. Er
verldsst sich darauf, , dass uns die Betrachtung der Natur zum Denken auffordert”.
(Wagenschein 1966, S. 334)

Vom Hofe beschreibt das genetische Prinzip weiter wie folgt:

Das genetische Prinzip stellt der Ansicht, Lerninhalte seien im Unterricht als Fertig-
produkt vom Lehrer zu vermitteln, die Uberzeugung gegeniiber; dass sich Wissen und
Fihigkeiten nur iiber eigenstindige Lernprozesse in aktiver Auseinandersetzung mit
den Lerninhalten entwickeln konnen. (vom Hofe 1998, S. 260)

In diesem Sinne eignet sich das genetische Prinzip, um den Lernenden die erste
wintersche Grunderfahrung zu ermoglichen und ,,Erscheinungen der Welt um uns,
die uns alle angehen oder angehen sollten, aus Natur, Gesellschaft und Kultur,
in einer spezifischen Art wahrzunehmen und zu verstehen* (Winter 1996, S. 35).
Moller (2001) unterscheidet weiter drei Aspekte der genetischen Methode: den
individual genetischen, den historisch genetischen und den logisch genetischen
Aspekt:

Der individual genetische Aspekt beriicksichtigt den individuellen Wissensaufbau
durch eigenstindige Denkprozesse. Hier stehen die kognitive Entwicklung der
Lernenden und die Genese des Wissens im Individuum im Vordergrund. Bei einer
Unterrichtsplanung mit einem Fokus auf den individual genetischen Aspekt ist
die Beriicksichtigung des Vorwissens und Entwicklungsstandes der Lernenden
von hoher Wichtigkeit. Bei der individuellen Genese kann aulerdem zwischen
der normativ intendierten Genese, die sich in den idealtypischen Lernwegen der
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Schulcurricula widerspiegelt und der individuell konstruierten Genese, die sich
bei jedem Individuum unterschiedlich vollzieht, unterschieden werden.

Der historisch genetische Aspekt beschiftigt sich mit der geschichtlichen
Entwicklung der Mathematik als Wissenschaft. In der Praxis kann es leicht pas-
sieren, dass bei einem historisch genetischen Unterrichtsentwurf die individual
genetische Konstruktion von Wissen durch den Fokus auf die geschichtli-
che Entwicklung der Wissenschaft iiberschattet wird. Genetisch unterrichten
bedeutet also nicht zwangsldufig die Geschichte zu unterrichten, dennoch kann
der geschichtliche Werdegang eines mathematischen Begriffs einen genetischen
Zugang begiinstigen.

Der logisch genetische Aspekt eines mathematischen Inhaltes bezieht sich auf die
Darstellung des Lehrgebiets innerhalb der Fachdisziplin Mathematik. Diese Art
der genetischen Methode zeigt sich in mathematischen Fachvorlesungen, in denen
ein Begriff deduktiv aus den vorher bewiesenen Sitzen und Axiomen hergeleitet
wird. Diese Darstellung hat oft nur geringfiigig mit der historischen Entwicklung
zu tun. Auch die individual genetische Entwicklung wird hiufig auler Acht gelas-
sen. Es geht hier primér darum, ein konsistentes formales System aufzubauen, in
das der Begriff fachlich korrekt eingebettet werden kann.

Diese drei Aspekte des genetischen Prinzips eignen sich als Grundlage, um
eine didaktisch orientierte Sachanalyse durchzufiihren und damit Grundvorstel-
lungen zu einem mathematischen Begriff zu identifizieren (vgl. Abbildung 3.1).
Im Falle des Sinus werden die Phinomene die den Sinusbegriff erfahrbar machen,
in den folgenden Abschnitten zusammengetragen. Dies geschieht strukturiert
in den Darstellungen der historischen, logischen und individuellen Genese. In
einem néchsten Schritt werden die so gefundenen Sachzusammenhiénge den Dar-
stellungen der Sinusfunktion zugeordnet. AnschlieBend werden ausgehend von
dieser Ordnung Klassen gebildet, durch die Aspekte des mathematischen Begriffs
erfahrbar werden. Schlieflich werden konkrete Grundvorstellungen formuliert

Der erste Schritt der didaktisch orientierten Sachanalyse umfasst die
Abschnitte 4.1, 4.2, 4.3 und 4.4. Schritt zwei wird in Abschnitt 4.5 bearbeitet.
Schritt drei und vier finden gemeinsam in Abschnitt 4.6 statt. Zu jeder gebildeten
Klasse wird anschlieBend eine konkrete Grundvorstellung formuliert.
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Sammeln von inhaltsnahen Phinomenen |

Auf der Grundlage des genetischen Prinzips werden Phédnomene ausfindig
gemacht, die im Zusammenhang zum untersuchten mathematischen Begriff
stehen. Dazu gehoren z.B. schulische Aufgaben (normativ intendierte
individuelle Genese), historische Beispiele/ Anwendungszusammenhdnge
(historische Genese) und mathematische Definitionen (logische Genesg

2
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Ordnen der Phinomene nach Darstellungsformen

Die Phdnomene werden unterschiedlichen Darstellungsformen des
mathematischen Begriffs zugeordnet, darunter fallen z.B. geometrische
Darstellungen, Funktionsgraphen und symbolische Darstellungen.

Phdnomene werden zu Klassen zusammengefasst, durch die Aspekte oder
Grundprinzipien des mathematischen Begriffs erfahrbar werden.

—©

Klassenbildung

mO,

Formulierung konkreter Grundvorstellungen

Zu jeder Klasse werden konkrete Grundvorstellungen formuliert. Dazu
gehoren Grundkenntnisse, Grundprinzipien und die Verbindung zu anderen
Grundvorstellungen.

)

N

Abbildung 3.1 Ablauf der didaktisch orientierten Sachanalyse



46 3 Konzeptioneller Rahmen der theoretischen Analyse

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) verdffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemiB nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben,
ob Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Com-
mons Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt
ist, ist fiir die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des
jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.


http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de

l‘)

Check for
updates

Didaktisch orientierte Sachanalyse der 4
Trigonometrie

Die Herleitung von Grundvorstellungen durch eine didaktisch orientierte Sach-
analyse ist ein in vieler Hinsicht offenes Forschungsfeld. Eine der wenigen
Arbeiten die sich mit dieser Aufgabe auseinandersetzt, wurde von Salle und Clii-
ver (2021) veroffentlicht und beschiftigt sich mit der Herleitung der Verhiltnis-
und Projektionsvorstellung des Sinus. Um die Urspriinge moglicher weiterer
Grundvorstellungen zur Sinusfunktion auf normativer Ebene zu kldren, wird in
diesem Kapitel eine didaktisch orientierte Sachanalyse durchgefiihrt, wie sie in
Abschnitt 3.4 beschrieben wurde. Im ersten Schritt wird die normativ intendierte
individuelle Genese der Trigonometrie erkundet, indem die schulische Umset-
zung der Inhalte untersucht wird. Dazu wird die Geschichte der Trigonometrie im
mathematischen Unterricht mit einer abschlieBenden Betrachtung der aktuellen
schulischen Umsetzung dargestellt. Ziel dieser Darstellung ist die Beantwortung
folgender Fragen:

e Welche Rolle spielt die Trigonometrie in aktuellen und in fritheren Lehrpli-
nen?

e Welche Sachzusammenhinge werden in schulischen Aufgaben verwendet, um
trigonometrische Inhalte zu vermitteln?

e Welche typischen schulischen Lernwege gibt es, um trigonometrische Funk-
tionen einzufiihren?

Nach dieser Darstellung wird die didaktisch orientierte Sachanalyse mit der
Zusammenstellung inhaltsnaher Phianomene fortgesetzt. Diese inner- und aufler-
mathematischen Sachzusammenhinge werden aus der historischen und logischen
Genese entnommen und durch relevante Anwendungskontexte angereichert.
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4.1 Zur Geschichte der Trigonometrie im
mathematischen Unterricht

Anfang des 20. Jahrhunderts nahm die Trigonometrie eine bedeutende Stellung
im mathematischen Unterricht hoherer Schulen ein. Dem Entwurf eines mathema-
tischen Lehrplans fiir die Oberrealschulen aus dem Jahr 1911 ist zu entnehmen,
dass die Trigonometrie in der Untersekunda (Klasse 10) auftauchte. Dort heilit es
in den ,,.Lehraufgaben*:

Gegenseite Abhdngigkeit von Seitenverhdiltnissen und Winkeln im rechtwinkligen Drei-
eck; Winkelfunktionen zahlenmdf3ig und zeichnerisch. Trigonometrische Aufgaben:
Verbindung von Zeichnen, Messen und Rechnen. (Schimmack 1915, S. 138)

In der Oberprima, der Abschlussklasse der Oberstufe, kommen die folgenden
Lehraufgaben hinzu:

Ergdnzung der Goniometrie und Trigonometrie. [...] Das Wichtigste aus der sphdri-
schen Trigonometrie in Verbindung mit mathematischer Erd- und Himmelskunde und
der Lehre von Kartenprojektionen. (Schimmack 1915, S. 139)

Diese Forderung, den mathematischen Unterricht im Gebiet der Erd- und Him-
melskunde in der Oberprima als Kronung des Geometrieunterrichts ausklingen
zu lassen, standen schon damals mehrere Umstdnde hinderlich im Wege. Zum
einen bedarf es einer umfangreichen Klidrung der himmelskundlichen Begriffe,
zum anderen muss die Festigung dieser Grundbegriffe im Idealfall durch Beob-
achtungen unterstiitzt werden (Hoffmann 1915). Wie genau also die Inhalte zur
damaligen Zeit in der Schule umgesetzt wurden, bleibt unklar; zumal die dama-
ligen Lehrpldne aus dem Jahre 1901 mehr Wert auf methodische Bemerkungen
als auf konkrete Lehraufgaben gesetzt haben (Hoffmann 1915).

Ein Blick in die Schulbiicher der damaligen Zeit gibt einen Uberblick iiber
die intendierten Inhalte und schulischen Aufgaben der sphirischen Trigonometrie.
Als typisches Beispiel sei das mathematische Unterrichtswerk von Reinhardt und
Zeisberg (1929) genannt. In diesem Werk beschiftigt sich die sphérische Trigono-
metrie mit der Berechnung von Flacheninhalten und Seitenldngen in sphirischen
Zweiecken und rechtwinkligen sowie schiefwinkligen sphirischen Dreiecken. Da
in einem sphérischen Dreieck die Innenwinkelsumme stets grofer als 180° ist,
kann der Flicheninhalt mithilfe des sphirischen Exzesses ¢ = o + 8 + y — 180°
berechnet werden. Die Fliacheninhaltsformel fiir ein sphérisches Dreieck auf einer
Kugel mit Radius r lautet dann
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In dem Unterrichtswerk folgen sphirische Formulierungen des Kosinus- und
Sinussatzes, die es erlauben, alle Groflen eines sphdrischen Dreiecks aus drei
Seiten, zwei Seiten und einem Winkel, einer Seite und zwei Winkeln und drei
Winkeln zu berechnen.

Im Abschnitt zur mathematischen Erd- und Himmelskunde werden zunichst
die himmelskundlichen Begriffe geklart. Dazu gehoren beispielsweise geographi-
sche Breite und Liange, Himmelsachse, Scheitel- und Vertikallinie, Zenit, Nadir,
Median, Azimut und Deklination. Aufgaben aus dem Bereich der Himmelskunde
beschiftigen sich mit der Berechnung der genannten GroBen oder, etwas kon-
kreter, mit der Berechnung der Sonnenaufgangszeiten aus dem Jahrestag und der
geographischen Breite.

Zur Mitte des 20. Jahrhunderts hin nahm die Bedeutung der sphirischen Tri-
gonometrie auch im mathematisch-naturwissenschaftlichen Zweig der Gymnasien
zunehmend ab und verschwand schlieflich aus den Lehrplinen. In einem ansons-
ten mathematisch sehr anspruchsvollen Unterrichtswerk aus dem Jahr 1959 (Fladt
et al. 1959) gibt es z. B. kein Kapitel zur sphirischen Trigonometrie mehr. Dafiir
werden auf 13 der 209 Seiten des Buches die Winkelfunktionen behandelt. Daran
anschlieBend folgt ein neunseitiger Abschnitt iiber die Trigonometrie am recht-
winkligen Dreieck. Dieser Trend — weg von trigonometrischen Inhalten — setzt
sich bis in die heutige Zeit fort. Es folgt nun eine Darstellung der aktuellen
Umsetzung trigonometrischer Inhalte im mathematischen Unterricht.

Aktuelle Umsetzung trigonometrischer Inhalte im mathematischen Unter-
richt: Um zu verstehen, wie Lernende im Bereich der Trigonometrie Bedeutung
konstruieren, ist es zunichst hilfreich, die Probleme zu untersuchen, die in der
Schule als Motivation dienen um den Sinus im Unterricht einzufiihren. Dazu wur-
den unterschiedliche Mathematikbiicher der Sekundarstufe I und II hinsichtlich
der trigonometrischen Inhalte untersucht (Gersemehl et al. 2013; Dippel et al.
2016; Griesel et al. 2016). In diesen Schulbiichern kann zwischen innermathe-
matischen Problemen und Problemen mit Realitdtsbezug unterschieden werden.
Diese Probleme stehen auflerdem im Zusammenhang mit unterschiedlichen Dar-
stellungen: Im Einzelnen sind das rechtwinklige Dreiecke, der Einheitskreis und
der Graph der Sinusfunktion. Die mathematischen und die anwendungsorien-
tierten Probleme, die als Zugang zu den trigonometrischen Verhiltnissen am
rechtwinkligen Dreieck oder zur Definition am Einheitskreis dienen konnen,
werden in den folgenden Abschnitten besprochen.

Die Einfithrung trigonometrischer Verhiltnisse am rechtwinkligen Dreieck:
Die Einfiihrung trigonometrischer Verhiltnisse in rechtwinkligen Dreiecken lésst
sich im Schulunterricht auf zwei Weisen motivieren: anhand von Problemen
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mit Realititsbezug oder anhand innermathematischer Probleme. Als Losung zu
Problemen mit Realititsbezug findet sich die Trigonometrie oftmals in eingeklei-
deten Aufgabenstellungen wieder. Typische Themengebiete sind das Messen und
Berechnen im Gelédnde, aber auch Anwendungen in der Technik und der Physik.
Aufgabenformate aus dem Bereich ,,Messen und Berechnen im Geldnde* weisen
mitunter historische Beziige auf. So wird die Hohe von Pyramiden berechnet,
wie es einst Thales von Milet tat (vgl. Abschnitt 4.2.3), oder es werden antike
Messinstrumente, wie der Sextant oder der Jakobsstab, untersucht. Mithilfe dieser
Messinstrumente konnen handlungsorientierte Unterrichtseinheiten durchgefiihrt
werden, mit deren Hilfe den Lernenden ein verstindnis- und motivationsfordern-
der Zugang zur Trigonometrie angeboten wird. Dazu wird in einigen Lehrwerken
vorgeschlagen, mit den Schiilerinnen und Schiilern Ausfliige ins Freie zu unter-
nehmen und trigonometrische Werkzeuge eigenstindig zur Bestimmung der Hohe
von Gebiduden zu nutzen (Griesel et al. 2016; vom Hofe et al. 2019). Dariiber
hinaus gibt es eine Fiille an Aufgaben in denen Bauwerke der unterschiedlichs-
ten Art vermessen und berechnet werden, allen voran der schiefe Turm von Pisa,
der aufgrund seiner markanten Schieflage ein naheliegendes Objekt fiir die Ver-
wendung rechtwinkliger Dreiecke liefert. Weitere typische Aufgaben beschiftigen
sich mit der Berechnung der Breite eines Flusses, der Steigung einer Strafle
oder der Linge des Landeanflugs eines Flugzeuges. Anwendungen aus der Tech-
nik und der Physik beziehen sich meist auf die Projektion von Kriften (vgl.
Abschnitt 4.4.4).

Nachdem die Niitzlichkeit der Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck durch
anwendungsorientierte Aufgaben gerechtfertigt wurde, findet in den meisten
Schulbiichern eine Mathematisierung der Zusammenhénge statt und innermathe-
matische Probleme werden vermehrt thematisiert. Zu diesen innermathematischen
Problemen gehort in erster Linie die Berechnung von unbekannten Grofien in
rechtwinkligen Dreiecken. Allerdings konnen dariiber hinaus auch unbekannte
Groflen in dreidimensionalen geometrischen Objekten wie Quader, Wiirfel oder
Pyramide mithilfe der trigonometrischen Verhiltnisse berechnet werden. Das
innermathematische Kernproblem, welches dahintersteht und den notwendigen
Weg von der Satzgruppe des Pythagoras zum Sinus- und Kosinussatz verdeutlicht,
lasst sich wie folgt formulieren:

An Korpern und Flichen lassen sich einerseits mittels des Satzes von Pythagoras viele
genaue Berechnungen durchfiihren, andererseits kann man jedoch eine Reihe einfa-
cher Dreiecke nicht berechnen, obgleich z.B. iiber Kongruenzsdtze die Konstruktion
eindeutig ist. (Graumann 1987, S. 148)
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Ein innermathematisch motivierter Lernweg, der in der Berechnung von unbe-
kannten GroBen in beliebigen Dreiecken endet, beginnt mit der Berechnung
von Flidcheninhalten einfacher geometrischer Figuren und soll an dieser Stelle
skizziert werden.

In der Primarstufe lernen Schiilerinnen und Schiiler, Fldcheninhalte von Recht-
ecken zu bestimmen und zu deuten. An diesem Punkt wird durch das Aufstellen
von Formeln zur Fldchenberechnung der Grundstein zum Umgang mit forma-
len Aspekten der rechnerischen Geometrie gelegt. Sobald in der Sekundarstufe I
Schiilerinnen und Schiiler in der Lage sind Winkel zu konstruieren und zu mes-
sen, stellt sich die Frage, wie ausgewihlte Winkel bei sich schneidenden Geraden
bestimmt werden konnen. So gelangt man zu den Scheitelwinkeln, Nebenwin-
keln, Stufenwinkeln und Wechselwinkeln und daraufhin zum Innenwinkelsatz fiir
Dreiecke. Dieser lisst sich letztlich zum Innenwinkelsatz fiir beliebige n-Ecke
ausweiten. Im weiteren Lernverlauf konnen nach der Behandlung des Strahlen-
satzes nun auch Seitenldngen von Dreiecken bestimmt werden, indem diese in
geeigneter Weise in Strahlensatzfiguren eingebettet werden. Die Satzgruppe des
Pythagoras ermoglicht es Schiilerinnen und Schiilern weitere Streckenldngen in
rechtwinkligen Dreiecken zu berechnen und zeigt ihren Nutzen in vielfiltigen
Anwendungsaufgaben, die meist darauf beruhen, Figuren in rechtwinklige Drei-
ecke zu zerlegen. Der Riickbezug auf dhnliche Dreiecke muss nun nicht mehr
erfolgen. SchlieBlich lassen sich durch die Einfiihrung der trigonometrischen
Beziehungen und der Entdeckung des Sinus- und Kosinussatzes alle unbekannten
GroBen in beliebigen Dreiecken berechnen. Zusammenfassend ldsst sich diese
Entwicklung in fiinf Stufen darstellen (vgl. Filler 2021):

1. Berechnung von Fldcheninhalten in Rechtecken, Dreiecken und Parallelo-
grammen.

2. Berechnung von Winkeln ebener geometrischer Figuren durch Winkelsdtze.

3. Berechnung von Seitenlidngen durch die Anwendung von Strahlensdtzen und
der Ahnlichkeit geometrischer Figuren.

4. Weitere Moglichkeiten zur Berechnung von unbekannten GroBSen durch die
Satzgruppe des Pythagoras.

5. Berechnung aller unbekannten Grofen in beliebigen Dreiecken durch trigono-
metrische Beziehungen.

Diese Darstellung zeigt, wie sich die trigonometrischen Verhéltnisse am recht-
winkligen Dreieck aus innermathematischer Perspektive in das Schulcurriculum
einfiigen und an welche mathematischen Lerninhalte diese ankniipfen.

Die Einfiihrung der Sinusfunktion am Einheitskreis: Verglichen mit der
Interpretation des Sinus am rechtwinkligen Dreieck und der Fiille an Anwen-
dungsaufgaben, gibt es nur wenige Aufgaben mit Realitdtsbezug aus der Schule,
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die an die Darstellung des Sinus am Einheitskreis ankniipfen. Meist handelt es
sich um eingekleidete Aufgaben, die den Zweck der mathematischen Modellie-
rung erfiillen. Eine typische Aufgabe besteht in der Modellierung der Bewegung
einer Gondel, die an einem Riesenrad aufgehiingt ist. Statt eines Riesenrades
konnen alternativ auch andere, sich im Kreis drehende Objekte genutzt wer-
den. Darunter fallen zum Beispiel Schallplatten, Zahnriader oder Kreissdgen. Es
geht stets um die Lokalisierung eines Punktes auf dem sich drehenden Objekt in
Abhingigkeit der Zeit. In diesem Modellierungsprozess steht nicht die Antwort
auf die konkrete Frage, wo sich ein Objekt zu einem expliziten Zeitpunkt befin-
det, im Vordergrund, sondern der Modellierungsprozess selbst. Das bedeutet, dass
der herausgearbeitete funktionale Zusammenhang von zentraler Bedeutung ist.

Durch die Interpretation am Einheitskreis konnen Argumente auferhalb des
Intervalls (0°,90°) mit trigonometrischen Funktionen ausgewertet werden. Die
Einfiihrung des Bogenmafes durch die Umrechnungsformel «;,q = @Graq - wa
erlaubt schlielich eine Erweiterung auf die reellen Zahlen:

Mithilfe des Einheitskreises konnen auBerdem Symmetrieeigenschaften der
Sinusfunktion hergeleitet werden. In Abbildung 4.1 werden die folgenden drei
Gleichungen veranschaulicht:

sin(a) = —sin(180° + ), sin(er) = — sin(—a), sin(a) = sin(180° — &)

Abbildung 4.1 Symmetrieeigenschaften der Sinusfunktion am Einheitskreis

Des Weiteren konnen mithilfe des Einheitskreises die Additionstheoreme herge-
leitet werden (vgl. Abschnitt 4.2.6). In der Sekundarstufe II kann der Zusam-
menhang zwischen der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion als ihre Ableitung
hergestellt werden (vgl. Abschnitt 4.3.3). Vermittels der Definition am Einheits-
kreis kann schlieflich der Graph der Sinusfunktion hergeleitet und unter der
Zuhilfenahme dynamischer Geometriesoftware anschaulich dargestellt werden
(vgl. Abbildung 4.2).
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Abbildung 4.2 Herleitung des Graphen der Sinusfunktion vermittels der Definition am
Einheitskreis

Ergidnzend zum schulischen Weg bei dem der Einheitskreis als analytisches
Werkzeug zur Definition und Untersuchung der Sinusfunktion genutzt wird, kann
das Spannungsfeld zwischen Konstruierbarkeit und Berechenbarkeit, das bereits
in der Dreieckstrigonometrie zur Einfithrung der trigonometrischen Seitenverhilt-
nisse gefiihrt hat, als Motivation zum Einstieg in die Kreistrigonometrie beitragen.
Das Grundproblem lautet dann: Wie lassen sich unbekannte Grofien in einem Kreis
berechnen? Bressoud (2010) sieht in dieser Frage auch historische Relevanz und
fiihrt das Beispiel der Sehnenberechnung an, das seiner Meinung nach auch in
der Schule als einfiihrendes Beispiel in die Trigonometrie genutzt werden kann.
Inwieweit diese historische Einfiihrung tatsidchlich der individuellen Begriffsge-
nese zutriglich ist, ist allerdings eine noch offene Frage. Der iibliche Weg fiihrt in
der Schule von der Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck zur Definition
am Einheitskreis und nicht umgekehrt.

Modellierung periodischer Prozesse: Durch die Einfiihrung der Sinusfunktion
erschlielt sich eine Reihe neuer Vorginge, die sich der Modellierung durch
mathematische Funktionen bis dahin entzogen. Dabei handelt es sich um Vor-
ginge, die sich nach einer bestimmten Zeitspanne periodisch wiederholen, wie
die Schwingung eines Federpendels oder der Wechsel von Ebbe und Flut.
Durch die Nutzung zur Modellierung periodischer Prozesse gewinnen die tri-
gonometrischen Funktionen im Unterricht erheblich an Bedeutung und weisen
zudem eine hohe Anwendungsrelevanz in den Naturwissenschaften auf. Im
Zusammenhang mit periodischen Prozessen tauchen allerdings neue Begrifflich-
keiten auf, mit denen sich die Lernenden vertraut machen miissen und die den
Umgang mit Winkelfunktionen deutlich anspruchsvoller machen. Begriffe wie
Amplitude, Periodenlidnge, Wellenlidnge oder Frequenz miissen in den passenden
Anwendungskontext korrekt verwendet und gedeutet werden.

Bezugnehmend auf die zu Beginn des Kapitels gestellten Fragen nach der
Rolle der Trigonometrie in aktuellen und in fritheren Kernlehrpldnen, den in der
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Schule verwendeten Sachzusammenhidngen und den typischen Lernwegen, las-
sen sich folgende Antworten formulieren: Die Bedeutung der Trigonometrie in
der Schule hat in den letzten 100 Jahren einen inhaltlichen Wandel durchlau-
fen. Anfang des 20. Jahrhunderts diente die Trigonometrie in der Schule zum
groBen Teil der Himmelskunde und Navigation auf der Erde. Heutzutage liegen
die Anwendungsbereiche in der Physik, im Messen und Berechnen im Gelédnde
und in der Modellierung periodischer Prozesse. Der typische schulische Lernweg
der Trigonometrie fiihrt iiber rechtwinklige Dreiecke zum Einheitskreis und von
dort zur Definition der trigonometrischen Funktionen. Auf diesem Weg werden
unterschiedliche Darstellungen des Sinus genutzt und miteinander in Verbindung
gebracht. Erginzend werden innermathematische und realititsbezogene Aufgaben
zur Einfiihrung und Verfestigung des trigonometrischen Wissens genutzt.

Nachdem nun ein Uberblick iiber die schulische Behandlung der Trigono-
metrie damals und in der heutigen Zeit gegeben und die eingangs gestellten
Fragen beantwortet wurden, folgt nun eine Darstellung der geschichtlichen Ent-
wicklung der Trigonometrie, aus der weitere Gesichtspunkte zur Herleitung der
Grundvorstellungen folgen.

4.2 Historische Genese der Trigonometrie

Die Geschichte der Mathematik kann auf verschiedene Weise in den Mathema-
tikunterricht eingebunden werden (Kronfellner 1998). In Form einer Anekdote,
die vom Lehrenden vorgetragen wird, oder als historische Kurzinformationen,
die zum Nachdenken und Diskutieren anregen soll. Neuere mathematische Fort-
schritte der Zeitgeschichte konnen thematisiert werden, um die Mathematik als
eine sich entwickelnde Wissenschaft erfahrbar zu machen. Die Geschichte der
Mathematik kann weiter eine Rolle bei der Entwicklung ficheriibergreifenden
Unterrichts spielen, indem der soziokulturelle Kontext in die Unterrichtsplanung
mit einbezogen wird. Nicht zuletzt kann die Einbindung historischer Beispiele
in den Mathematikunterricht affektive Ziele verfolgen, indem sie den Unterricht
auflockern oder motivierend auf Schiilerinnen und Schiiler wirken:

Die Erkenntnis, dass Mathematik vom Menschen ,,gemacht“ wurde, dass diese Fehler
begangen und uns naheliegend erscheinende Weiterentwicklungen nicht erkannt haben,
konnte der vielen Menschen als kiihl und unmenschlich erscheinenden Mathematik
ein menschlicheres Antlitz verleihen und zum Abbau psychischer Barrieren fiihren.
(Kronfellner 1997, S. 84)

Die Aufarbeitung der Entstehungsgeschichte der Trigonometrie verfolgt zum
einen das Ziel, relevante Sachzusammenhinge zu erkunden, die als Grundlage
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fiir die Formulierung normativer Grundvorstellungen dienen konnen. Zum ande-
ren ldsst sie verstehen, wie und warum es zu den unterschiedlichen Darstellungen
der Sinusfunktion gekommen ist. Zum genetischen Lehren der Himmelskunde
schreibt Wagenschein (2010) Folgendes:

Wir miissen Verstehen lehren. Das heif3t nicht: es den Kindern nachweisen, so dass sie
es zugeben miissen, ob sie es nun glauben oder nicht. Es heif3t: sie einsehen lassen, wie
die Menschheit auf den Gedanken kommen konnte (und kann), so etwas nachzuweisen,
weil die Natur es ihr anbot (und weiter anbietet). (Wagenschein 2010, S. 311)

Die Analyse der historischen Genese der Trigonometrie wird unter Berticksichti-
gung der folgenden Fragen durchgefiihrt:

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen der historischen Genese der Trigo-
nometrie und der derzeitigen Umsetzung mathematischer Inhalte im Schulun-
terricht?

e Welche Erkenntnissinteressen haben zur historischen Entwicklung der Trigo-
nometrie beigetragen?

o Welche Sachzusammenhinge konnen als Grundlage fiir die Formulierung
normativer Grundvorstellungen dienen?

Im folgenden Abschnitt wird zunichst eine tabellarische Ubersicht iiber die his-
torische Entwicklung des Sinusbegriffs gegeben. AnschlieBend werden einzelne
Entwicklungsschritte ausgewihlt, die eine didaktische Relevanz aufzeigen, und im
Detail dargestellt. Diese Hintergriinde sind zum Beispiel dazu geeignet, um einen
indirekten genetischen Zugang (Graumann 1987) zur Thematik herauszuarbeiten.

4.2.1 Tabellarische Ubersicht

Die Trigonometrie ist aus mathematikhistorischer Sicht eine der bedeutsamsten
Bereiche der Mathematik. Dies hidngt damit zusammen, dass auf eine fast 4000-
jahrige Entwicklungsgeschichte zuriickgeblickt werden kann, die auf mehreren
Kontinenten spielte und kulturiibergreifend stattgefunden hat (Braunmiihl 1903;
Katz 2004). Die Trigonometrie und mit ihr die Himmelskunde waren treibende
Krifte in der Entwicklung von anspruchsvollen mathematischen Algorithmen,
die zu immer besseren Berechnungen der Sinuswerte gefiihrt haben (Espenshade
1967; McCarthy & Byrne 2003; Shirali 2011). Im Folgenden werden einige wich-
tige Meilensteine der historischen Entwicklung tabellarisch dargestellt, aus denen
anschlieend ausgewihlte Beispiele im Detail vorgestellt werden (Tabelle 4.1):
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Tabelle 4.1 historische Entwicklung der Trigonometrie

Zeitpunkt

Ort/Person

Entdeckung

1650 v. Chr.

Ahmes/ Agypten/ Babylonier

Im Papyrus Rhind wird niedergeschrieben, wie das
Seitenverhiltnis in rechtwinkligen Dreiecken beim
Bau von Pyramiden genutzt wird.

600 v. Chr.

Griechenland/Thales von
Milet

Berechnet Entfernungen und Hohen von Gebduden
mit dem Seitenverhiltnis in rechtwinkligen Dreiecken.

360 v. Chr.

Griechenland/ Aristarchos
von Samos

Berechnet die Entfernung von Sonne zur Erde. Er
nutzte dafiir Verhiltnisse von Kreissehnen und
Kreisbogen.

300 v. Chr.

Griechenland/ Euklid

Bestimmt die Lingen von regelméBigen 3-, 4-, 5-, 6-
und 10-Ecken. Es ist die Grundlage fiir die
Berechnung von Kreissehnen.

190 v. Chr.

Griechenland/ Hipparch von
Nicia

Berechnet die Abweichung der Erde vom Mittelpunkt
der Kreisbahn der Sonne. Nutzt dafiir die Léngen von
Sehnen in einem Kreis. Berechnete Sehnenlingen zu
Winkeln im Abstand von 7 ¥2°.

100 n. Chr.

Alexandria, Agypten/
Menelaus

Weiterentwicklung der sphirischen Trigonometrie.
Menelaus® Theorem ist ein Satz iiber
Seitenverhéltnisse von Dreiecken in der Ebene wie
auch auf einer Kugeloberfldche.

160 n. Chr.

Griechenland/ Ptolemius

Verfasst den Almagest, eine Abhandlung iiber die
Errungenschaften der Astronomie. Berechnet
Sehnentafeln fiir Werte im Abstand von 1°. Benutzte
dafiir u. a. die Formel fiir die Sehne des halben
Winkels und einige Additionstheoreme.

500 n. Chr.

Indien/Aryabhata

Rekursive Berechnung der Sinuswerte durch die
Differenzenmethode.

600 n. Chr.

Indien/ Bhaskara

Nutzung der Sinusfunktion statt der Sehnenfunktion
sin(x) = %crd(Zx) Entwicklung einer

Approximationsformel fiir sin(x), die als Quotient
quadratischer Funktionen dargestellt werden kann.

1440 n. Chr.

Deutschland/ Regiomontanus

Kopernikus* einziger Schiiler veroffentlichte Tabellen
mit Werten zu allen sechs trigonometrischen
Funktionen und entwickelte so die ebene
Trigonometrie als eigenstindiges Teilgebiet der
Mathematik weiter.

1588 n. Chr.

Deutschland Kassel/
Nicolaus Reimers Ursus

Erste Veroffentlichung der Prosthapaeresis: Ein
Verfahren zur Vereinfachung der Multiplikation
zweier Zahlen (dhnlich dem Logarithmus) vermittels
der Formel fiir das Produkt zweier Sinuswerte:
sin(A4) sin(B) = 1 cos(A — B) — Lcos(A + B)

1600 n. Chr.

Deutschland, Kassel/ Jost
Biirgi

Entwicklung des ,, Kunstwegs“: Ein Algorithmus zur
beliebig genauen Berechnung von Sinuswerten.

1750 n. Chr.

Deutschland/ Euler

Analytische Behandlung der Sinusfunktionen.
Entdeckung der eulerschen Formel

&Y = cos(x) +i - sin(x)

1759 n. Chr.

Deutschland/ Lambert

Entwicklung der hyperbolischen trigonometrischen
Funktionen.
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Bei der vorliegenden Tabelle handelt es sich um eine exemplarische Samm-
lung wichtiger Meilensteine, anhand derer die Fortschritte, typischen Probleme
und Fragestellungen der damaligen Zeit erkannt werden konnen. Zunéchst fin-
den sich Seitenverhiltnisse in rechtwinkligen Dreiecken bei der Vermessung im
Geldnde und konstruktionsbedingten Problemen bei dem Bau der Pyramiden.
Die Entwicklung der Sehnentafeln und damit letztlich die Definition des Sinus
als halbe Sehne lassen sich auf astronomische Berechnungen zuriickzufiihren,
bei denen unbekannte Groflen im Kreis gesucht wurden. Diese astronomi-
schen Berechnungen wurden unter anderem durchgefiihrt um Sonnenauf- und
Sonnenuntergangszeiten zu bestimmen, den Lauf der Planeten vorherzusagen
oder die Zeiten von Sonnen- und Mondfinsternissen zu berechnen. Die immer
genauere Bestimmung dieser Werte fiihrte zu besseren numerischen Verfah-
ren und Algorithmen, die eng an die geometrische Darstellung am (Einheits-)
Kreis ankniipfen. Erst im 15. Jahrhundert entwickelte sich die Trigonometrie zu
einem eigenstindigen Themengebiet, dass von da an, losgeldst von der Astrono-
mie, eine Eigendynamik entwickelte und auf formaler Ebene neue Erkenntnisse
produzierte.

Auf der Grundlage dieser Ubersicht werden historische Beispiele ausgewihlt,
die eine didaktische Relevanz aufweisen. Diese Relevanz ergibt sich unter ande-
rem aus den Grundproblemen und allgemeinen Prinzipien, die durch das Beispiel
sichtbar gemacht werden und es somit zu einem Bildungsinhalt im Sinne Klaf-
kis machen (vgl. Abschnitt 3.3). Weiterhin kann eine Relevanz dadurch gegeben
sein, dass es entsprechende Schulbuchaufgaben gibt, die sich mit dem histori-
schen Zusammenhingen befassen. Es folgt nun eine detaillierte Darstellung der
ausgewihlten Beispiele.

4.2.2 Ahmes - Papyrus Rhind (1650 vor Chr.)

Auf einer seiner Reisen nach Agypten im Jahre 1858 erstand der schottische
Anwalt und Antiquar Henry Rhind auf einem Basar im Niltal eine fiinf Meter
lange und 32 Zentimeter breite Papyrusrolle, die von unschétzbarem histori-
schem Wert war. Der nach ihm benannte Papyrus Rhind wird auf das Jahr 1650
vor Christus zuriickdatiert und wurde niedergeschrieben von A’h-mose, der auch
unter dem Namen Ahmes bekannt ist. Was diesen Papyrus so besonders macht,
ist neben seinem Alter besonders der Inhalt. Es handelt sich um eine der ersten
mathematischen Abhandlungen der Menschheitsgeschichte. Der Papyrus Rhind
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enthdlt 84 mathematische Probleme zu verschiedenen mathematischen Teilberei-
chen. Die meisten Probleme beziehen sich auf konkrete Aufgaben des Alltags,
wie beispielsweise die Berechnung der Fliche eines Feldes oder das Volumen
eines Getreidespeichers oder darauf, wie man eine Menge Brotlaibe auf mehrere
Leute aufteilen kann (Eisenlohr 1877). Die Probleme 56—60 beschiftigen sich
mit dem Bau von Pyramiden und sind fiir die vorliegende Arbeit von besonde-
rem Interesse, da sich dort erste Ansitze trigonometrischer Uberlegungen finden
lassen. Die Agypter nutzten bereits ein Seitenverhltnis im rechtwinkligen Drei-
eck, welches mit dem Wort seqt bezeichnet wird (vgl. Tropfke, 1903, S. 190).
Eine Definition des seqt wird nicht vorgelegt, kann aber durch eine Analyse der
bereitgestellten Losung zum Problem 56 abgeleitet werden. Eine Ubersetzung
der ca. 3650 Jahre alten Losung aus dem Papyrus Rhind findet sich bei Eisenlohr
(vgl. Abbildung 4.3).
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Abbildung 4.3 Originaltext aus dem Papyrus Rhind. Aufgabe 65 (Eisenlohr 1877, S. 139)
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In angepasster Sprache lautet die eingangs gestellte Frage:

Die Kante einer Pyramide ist 250 Ellen lang und eine Seite ihrer Grundfliiche
ist 360 Ellen lang. Lass mich ihr Verhdltnis (seqt) wissen?

Und die Losung dazu:

Nimm die Hilfte von 360. Multipliziere 250 so, dass du 180 bekommst. Das macht
% % % einer Elle. Eine Elle sind sieben Handfldchen. Das ergibt 5 2—15 Hdndfldchen.

Eine Elle entspricht in etwa der Linge von der Spitze des Mittelfingers bis zum
Ende des Ellenbogens und variiert zwischen 440 und 529 mm. Es gehort zu den
historischen dgyptischen LingenmaBen. Eine konigliche Elle entspricht dort ca.
526 mm und ist aufgeteilt in sieben Handflachen, die wiederum in vier Finger
aufgeteilt sind.

Es ist zunidchst nicht ersichtlich, welches Verhiltnis in diesem Problem
gemeint ist. Der Satz ,,Multipliziere 250 so, dass du 180 bekommst* verrit aller-
dings, dass das Produkt des gesuchten Verhiltnisses s mit der halben Grundseite
der Liange der Kante entspricht:

250 -5 =180

Anders ausgedriickt: s entspricht dem Verhiltnis von halber Grundseite zur
Kante der Pyramide; also dem Verhiltnis von Ankathete zu Hypotenuse im
rechtwinkligen Dreieck bzw. dem Kosinus.

In Problem 57 wird die vorherige Problemstellung umgedreht: Statt den seqt
einer Pyramide zu bestimmen, ist dieser nun gegeben und wird dazu benutzt,
die Hohe einer Pyramide zu finden. Problem 58 benutzt dieselben Werte wie in
Problem 57, diesmal ist jedoch der seqt gesucht:

Problem 57: Der seqt einer Pyramide ist fiinf Handfldchen und ein Finger und
eine Seite ihrer Grundfliche ist 140 Ellen lang. Wie viele Ellen ist die Pyramide
hoch?

Problem 58: Eine Pyramide ist 93 1/3 Ellen hoch und eine Seite ihrer Grundfliche
ist 140 Seiten lang. Wie grof; ist ihr seqt?

Problem 59 und 60 sind analog zu den beiden vorherigen Problemen mit jeweils
anderen Werten.
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Es ist interessant festzustellen, dass dieselben Aufgabentypen, die schon vor
ca. 3500 Jahren formuliert wurden, auch heutzutage in der Schule verwendet wer-
den. Auch wenn die Terminologien und die MaBleinheiten sich verdndert haben,
so ist das Prinzip das Gleiche. Schiilerinnen und Schiiler erhalten die Aufgabe, die
Hohe von Baumen anhand der Schattenlidnge und des Blickwinkels zu bestimmen,
berechnen die Steigung einer Strale oder erhalten dhnliche Aufgaben im Pyra-
midenkontext (Dippel et al. 2016). Weitere typische Aufgabenformate, die nach
wie vor in der Schule gebriduchlich sind, beziehen sich auf Thales von Milet, der
ca. 1000 Jahre nach Ahmes lebte.

4.2.3 Thales von Milet (634-548 vor Christus)

Thales von Milet war ein griechischer Geometer, Naturphilosoph und Astronom.
Er lebte in der Zeit von 624-548 vor Christus und hielt sich einige Zeit in
Agypten auf, wo er von den dortigen Priestern die Geometrie erlernte (Braun-
miihl 1903). Im schulischen Kontext ist er bis heute bekannt fiir den nach ihm
benannten Satz:

Ein Dreieck, dessen Eckpunkte alle auf einem Kreis liegen und bei dem
eine Dreiecksseite der Linge des Durchmessers des Kreises entspricht, ist
rechtwinklig.

Thales beschiftigte sich nicht nur mit Dreiecken in Kreisen, sondern auch mit
Dreiecken, die erzeugt werden, wenn hohe Gebédude ihre Schatten werfen. Es ist
tiberliefert, dass Thales bereits in der Lage war, die Hohe von Pyramiden iiber
ihren Schattenwurf zu berechnen. Braunmiihl schreibt dazu, dass Thales ,,die
Hohe der Pyramiden mittels ihres Schattens gemessen habe und zwar, indem
er denselben bestimmte, wenn seine Linge mit der Hohe des zu messenden
Gegenstandes iibereinstimmte” (Braunmiihl 1903, S. 6). Thales Trick bestand
also darin, die vertikale Messung durch eine horizontale Messung zu ersetzen,
was wesentlich einfacher durchzufiihren war. In den Sieben Weisen von Plutarch
wird Thales auch nachgesagt, dass er die Hohen von Pyramiden bestimmte, indem
er den Schatten eines Stockes zur Hilfe nahm. Er verwendete dabei sein Wissend
dariiber, dass die beiden so entstandenen Dreiecke dieselben Seitenverhiltnisse
aufweisen (Maor 1998). Auch hier wird die horizontale Messung wieder durch
eine vertikale Messung ersetzt, allerdings nutzt Thales dariiber hinaus die Ahn-
lichkeit von Dreiecken um die Hohe der Pyramide zu bestimmen. Eine weitere
Erzihlung iiber Thales, die in Verbindung mit der Ahnlichkeit von Dreiecken
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steht, befasst sich mit der Berechnung von Distanzen zwischen Schiffen und
einem Leuchtturm in Milet. Braunmiihl berichtet von der folgenden Geschichte:

Wahrscheinlich nahm er diese Messung vor, indem er von einem hohen Standpunkt,
etwa einem Turm aus, den Winkel bestimmte, welchen die von dem Beobachtungsorte
nach dem Schiffe gezogene Gerade mit der Vertikalen bildet. War nun die Hohe des
Turmes schon vorher gemessen, so konnte man mit Hilfe der Ahnlichkeit (aber geome-
trisch auch nur mit dieser) auf die Entfernung des Schiffes vom Fufspunkte des ersteren
schlieflen. (Braunmiihl 1903, S. 6)

Dieses Beispiel steht exemplarisch fiir eine Reihe von anwendungsbezogenen
Mathematikaufgaben, die sich mit der Vermessung im Geldnde beschiftigen, und
wird auch heutzutage noch in Schulbiichern thematisiert (Cornetz et al. 2019).
Innermathematisch ldsst es sich auf die Berechnung von unbekannten Grofien
in einem rechtwinkligen Dreieck zuriickfiihren. Das Grundprinzip, welches den
Lernenden durch dieses Beispiel sichtbar gemacht werden kann, liegt in der
Ahnlichkeit von Dreiecken und wird in besonderer Weise erfahrbar durch den
Vergleich unterschiedlicher Schattenlidngen.

4.2.4 Aristarch von Samos (310-230 vor Chr.)

Aristarch von Samos war mit seinen astronomischen Beobachtungen einer
der frithesten historischen Personen, die eine mathematische Aufarbeitung und
Begriindung seiner Entdeckungen bereitstellte. Er ist berithmt dafiir, dass er der
erste Mathematiker und Astronom war, der ein heliozentrisches Weltbild pra-
sentierte (van Brummelen, S. 22). Trotzdem basiert die einzig originale, von
ihm erhaltene Uberlieferung auf dem geozentrischen Weltbild und beinhaltet
eine Abhandlung iiber die GroSen und Distanzen von Sonne und Mond. Bei
seiner Berechnung der Entfernung zwischen Sonne und Erde, die als Methode
der Monddistanzen bekannt ist, nutzt Aristarch Argumentationen an rechtwink-
ligen Dreiecken, die in die Kreisbahn der Sonne um die Erde eingebettet sind
(Braunmiihl 1903). Aristarch gab die Entfernung zwischen Sonne und Mond in
Vielfachen der Entfernung zwischen Mond und Erde an. Dafiir untersuchte er
die Konstellation von Sonne, Mond und Erde, wenn auf der Erde ein Halbmond
zu sehen ist. Seinen Uberlegungen nach ergeben zu diesem Zeitpunkt Sonne,
Mond und Erde ein rechtwinkliges Dreieck. Den zweiten Winkel dieses Drei-
ecks wird Aristarch aus seinen Sternenbeobachtungen empirisch erhalten haben.
Dafiir musste er den Winkel zwischen Mondaufgang und Sonnenaufgang bestim-
men (vgl. Abbildung 4.4). Seine Messungen lieferten ihm einen Wert von 87°
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und mit diesem Wert kam er zu dem Ergebnis, dass die Entfernung der Sonne
zur Erde das circa 18-20 Fache der Entfernung von Erde zu Mond betrigt (Berg-
gren & Sidoli 2007). Ein extrem kleiner Wert, denn das eigentliche Verhiltnis
liegt bei einem durchschnittlichen Wert von 389. Um zu verstehen, wie es zu
diesem enormen Fehler kommen konnte, soll Aristarchs Modell an der verein-
fachten Darstellung in Abbildung 4.4 und mit dem heutigen Wissen iiber die
Kosinusfunktion erldutert werden.

Sonne

Mond

87°

Erde

Abbildung 4.4 Methode der Monddistanzen

In dem rechtwinkligen Dreieck erhilt man den Kosinus von 87° in dem das
Verhiiltnis der Distanzen zwischen Erde und Mond E M, sowie Erde und Sonne
ES gebildet wird. Das bedeutet

EM
c0s87° = —
ES

Stellt man die Gleichung nach ES um, erhilt man:

1
S = EM=19,1-EM
cos 87°

Wird dieser Wert im Sachkontext interpretiert, so bedeutet dies, dass die Entfer-
nung von der Erde zur Sonne 19,1 Mal der Entfernung von der Erde zum Mond
entspricht. Wo liegt nun der Fehler in Aristarchs Berechnung? Der gemessene
Winkel von 87° weicht 2°50° Minuten von der exakte Winkelgrof3e 89°50° ab.
Da der Kosinus von 90° gleich 0 ist, wird der Kehrwert des Kosinus in der Néhe
um 90° beliebig groB. Da dieser Kehrwert in der Verhiltnisgleichung auftaucht,
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hat ein kleiner Messfehler von 2°50° grofle Auswirkungen auf das Ergebnis und
1

man erhélt einen weitaus groeren Wert von s3T50 = 343, 78. Dieser ist schon
wesentlich ndher am eigentlichen Verhiiltnis.

Trotz der fehlerhaften Messung bleiben die Modellierung der Situation und
die Idee, die Liangen der Seiten in einem Dreieck in Relation zueinander anzu-
geben, eine aulergewohnliche und raffinierte Leistung. Eine Einbindung dieses
historischen Sachzusammenhanges in den mathematischen Unterricht der Sekun-
darstufe 1 wurde bereits von Jahnke (1998) vorgeschlagen und wird auch in
Mathematikbiichern erwihnt (Dippel et al. 2016). Als Anwendungsbeispiel aus
der Astronomie unterscheidet es sich von den Aufgaben zur Vermessung im
Geldnde und markiert einen wichtigen Entwicklungsschritt in der Genese der
Trigonometrie. Aus mathematischer Sicht lehrt dieses Beispiel, welche Auswir-
kungen kleine Messfehler auf das Ergebnis einer Rechnung haben. Es lassen sich
auBerdem Aussagen iiber das Anderungsverhalten der Kosinusfunktion um den
Wert 90° ableiten. Es zeigt sich, dass kleine Verdnderungen des Argumentes um
den Wert 90° eine relativ grole Auswirkung auf den Funktionswert habe. Dies
hingt wiederum damit zusammen, dass die Ableitung der Kosinusfunktion an der
Stelle 90° gleich 1 ist.

4.2.,5 Hipparch von Nicdaa (um 190 v Chr.)

Hipparch gehort zu den bedeutendsten Astronomen der Antike. Seine astrono-
mischen Beobachtungen und Berechnungen waren wegweisend fiir eine ganze
Generation von Wissenschaftlern und er gilt bei einigen als der Begriinder der
trigonometrischen Lehre (Tropfke 1903). Trotz seiner Wichtigkeit sind keine Ori-
ginalwerke von ihm erhalten und sein Beitrag zur Wissenschaft ist nur durch
Uberlieferungen bekannt. Uneinigkeit herrscht iiber die GroBe und Inhalte sei-
nes Lebenswerkes. Einigen Quellen zufolge (Tropfke 1903, S. 186; Maor 1998,
S. 24) bestand sein grofles Werk aus zwolf Biichern (oder Abschnitten), die sich
mit der Berechnung von Sehnen eines Kreises zu einem gegebenen Innenwinkel
beschiftigen (vgl. Abbildung 4.5).
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Abbildung 4.5
Berechnung der Kreissehne

In einem Kreis mit dem Radius r = 1 trennt die Sehne a ein Kreisbogenstiick
mit der Linge d = %7( ab.
Berechne die Linge von a.

Ausziige aus dem tatsdchlichen Werk wurden allerdings nie gefunden und auch
die GroBe des Werkes scheint unangemessen fiir den Inhalt, weswegen es starke
Zweifel an dieser Uberlieferung gibt (van Brummelen, 2009, S. 42). Es ist unbe-
stritten, dass Hipparch einen grofen Einfluss auf das Werk des Ptolemius ausiibte,
dessen Schrift Almagest bis ins Mittelalter einen hohen Stellenwert hatte. Ein
Problem aus dem Almagest wird vielfach als Originalarbeit Hipparchs zitiert und
beschiftigt sich mit den ungleichen Léngen der Jahreszeiten:

Bereits den Agyptern war die ungleiche Linge der Jahreszeiten bekannt, die
nicht so recht in das Weltbild passte, in dem die Sonne sich gleichmiBig in
einer Kreisbahn um die Erde dreht. Die Sonne braucht 94 %2 Tage um von der
Friihlings Tag-und-Nacht-Gleiche zur Sommersonnenwende zu gelangen und von
dort 92 Y2 Tage zur Herbst Tag-und-Nacht-Gleiche. Die restlichen Tage vertei-
len sich auf den Herbst mit einer Linge von 88 1/8 Tagen und auf den Winter
mit einer Linge von 90 1/8 Tagen (van Brummelen 2009). Zwar ist die Arbeit
von Hipparch zur Losung dieses Problems verloren gegangen, die Uberlieferung
durch Ptolemaius ist aber noch erhalten. Ptolemius 16ste das Problem, in dem er
die Erde aus dem Zentrum der Umlaufbahn der Sonne hinausbewegte, wodurch
die orthogonalen Sehnen, welche die Jahreszeiten voneinander abgrenzen, Kreis-
bogen unterschiedlicher Linge von der Umlaufbahn der Sonne abtrennen (vgl.
Abbildung 4.6). Das Ziel ist nun, sowohl die horizontale als auch die vertikale
Entfernung vom Zentrum der Sonnenumlaufbahn zu ermitteln. Dazu rechnete
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Ptolemius im ersten Schritt die Lingen der einzelnen Jahreszeiten in Grad um.
Wird der Kreis in 360 Teile geteilt, so beansprucht der Friihling bei einer Jah-
resdauer von 365,25 Tagen genau (94,5 = 365, 25) - 360° = 93, 15° und der
Sommer (92, 5 + 365, 25) - 360° = 91, 17°. Zusammengenommen ergibt das fiir
den Kreisbogen von Friihlingsanfang bis Herbstanfang eine Linge von 184,32
Grad. Die horizontale Abweichung vom Zentrum der Sonnenumlaufbahn ent-
spricht also der halben Sehnenlinge, die von einem Winkel von 4,32° abgetrennt
wird (vgl. Abbildung 4.6).

Sommer-Sonnen-Wende

Friihlingsanfang Herbstanfang

Winter-Sonnen-Wende

Abbildung 4.6 Abweichung der Erde vom Zentrum der Sonnenumlaufbahn

Da die tatsdchliche GroBe vom Radius der Umlaufbahn abhiéngt und dieser
damals nicht bekannt war, konnte Hipparch nur einen relativen Anteil, gemessen
an der Distanz von der Erde zur Sonne, bestimmen. Heutzutage ist bekannt, dass
diese Distanz ca. 149.600.000 km oder 1 Astronomische Einheit (AE) betrigt.
Da die Linge der halben Sehne eines Winkels von 4,32° dem Sinus von 2,16°
entspricht, erhélt man mit der Sinusfunktion eine Linge von sin(2, 16°) =~ 0, 038
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AE, also in etwa 3,8% der Entfernung von der Erde zur Sonne. Dahingegen
betridgt die vertikale Abweichung in etwa 0,0043 AE, also weniger als 0, 5%.

Zwar ist das vorliegende Beispiel nicht mit dem heliozentrischen Weltbild zu
vereinbaren und ist aus heutiger Sicht fehlerhaft, dennoch ist es wesentlicher
Bestandteil der geschichtlichen Entwicklung und zeigt als solches, wie Mathe-
matik vom Menschen gemacht wird (Kronfellner 1998). Es vermittelt dadurch
ein realistisches Bild der Entwicklungsgeschichte der Mathematik, die gepragt
ist von Versuchen, Abzweigungen und Verwerfungen und nicht so geradlinig
verlauft, wie mathematische Fachvorlesungen es mitunter suggerieren. Zudem
liefert es eine Problematik, die erst durch die Berechnung von Sehnenlingen
gelost werden kann. Dadurch erhilt die Berechnung von Sehnenléngen eine neue
Anwendungsdimension. Bressoud (2010) setzt Hipparchs Methode didaktisch um,
indem er eine historisch motivierte Einfiihrung der Trigonometrie entwickelt und
zeigt damit, dass eine Einfithrung des Sinus am Einheitskreis aus historischer
Sicht moglich und sinnvoll ist.

4.2.6 Ptolemaus (um 160 n. Chr.)

Ptoleméus war ein griechischer Mathematiker und Astronom. Er lebte in der Zeit
um 160 n. Chr. in Alexandria in Agypten, das zu dieser Zeit unter romischer
Herrschaft stand. Ptolemius ist durch seine Schriften zu weitreichendem und
langanhaltendem Ruhm gekommen. Sein Hauptwerk Almagest war bis ins spite
Mittelalter das am weitesten verbreitete Werk iiber die antike Astronomie. Es
beruht auf einem geozentrischen Weltbild, in dem sich die Planeten in Kreisbah-
nen um die ruhende kugelférmige Erde bewegen. Von grolem Nutzen waren die
von ihm niedergeschriebenen Sehnentafeln. Diese Sehnentafeln liefern die Linge
einer Sehne s, die von einem Winkel der Grofle o in einem Kreis abgetrennt
wird. Der Kreis hatte bei Ptolemius einen Durchmesser von 120 Einheiten. Die
Funktion, die zu einem Winkel « die Lange einer Sehne s ausgibt, wird meist mit
crd(a) bezeichnet [engl.: crd = chord, zu dt.: Sehne]. Diese Sehnenfunktion steht
in dem folgenden Zusammenhang zu der heutzutage geldufigeren Sinusfunktion:

crd(a) =2 - sin(2 : (3160° . 271)

Es wird {iberliefert, dass Ptolemius diese Sehnentafeln unter anderem dazu
nutzte, um den Durchmesser des Breitengrades von Rhodos (36°) zu bestimmen
(vgl. Abbildung 4.7, van Brummelen 2009).
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Abbildung 4.7
Berechnung des o
Breitengrades nach
Ptoleméus

o My,
-
-

Die Sehnentafel von Ptoleméus geht in 30 Sekunden-Schritten voran, was %
¢ entspricht. Die Einteilung des Kreises in 360° geht wiederum auf die Babylo-
nier ca. 800 vor Christus zuriick. Eine Vermutung lautet, dass diese Zahl gewéhlt
wurde, weil sie sehr nah an den 365 Jahrestagen liegt. Bei den Beobachtungen
der Planetenbewegungen konnten die Babylonier dann in etwa sagen, dass sich
die Sonne am Fixsternhimmel entlang der Ekliptik circa 1° pro Tag weiterbe-
wegt. Eine andere Erklédrung fiihrt diese Einteilung darauf zuriick, dass ein Kreis
auf natiirliche Weise in sechs Abschnitte eingeteilt werden kann, wobei jeder
dieser Abschnitte von einer Sehne abgetrennt wird, die dem Radius des Kreises
entsprechen (Maor 1998). Sicher ist, dass die Babylonier im Sexagesimalsys-
tem rechneten: Ein Zahlensystem zu der Basis 60. Die Griechen iibernahmen
schlieBlich diese Einteilung und fiihrten das Gradmal ein. Ein Grad entspricht im
Sexagesimalsystem 60 Minuten und eine Minute 60 Sekunden. Die Worte Minute
und Sekunde entstammen dem Lateinischen pars minuta prima, dies bedeutet
erster kleiner Teil und pars minuta secunda, dies bedeutet zweiter kleiner Teil
(Bressoud 2010). In Fachbiichern steht beispielsweise fiir 3 Grad, 14 Minuten
und 15 Sekunden die Notation 3°14°15* oder auch einfach 3;14,15. Dabei ist es
nicht uniiblich, auch Lingen und andere Grofen im Sexagesimalsystem auszu-
driicken. Ptolemius nutzte beispielsweise den Wert 3;8,30 als Naherung von .
Im Dezimalsystem entspricht das 3 + 8/60 + 30/3600 = 3,141666... Dariiber
hinaus ldsst sich die bereits erwihnte Einteilung des Durchmessers eines Kreises
in 120 Teile auf das Sexagesimalsystem zuriickfiihren. In diesem System hat die
Einteilung den Vorteil, dass Briiche groBtenteils vermieden werden. Der Radius
wird in 60 Teile geteilt, die jeweils wiederum in 60 kleinere Teile geteilt werden
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und so fort. Bei den Berechnungen von Sehnenldnge zu einem Kreisbogenstiick
gab Ptolemius die Linge also immer in Relation zu einem Radius von 60 Teilen
an.

4.2.7 Berechnung der Sehnentafeln

Die Berechnungen der Sehnentafeln von Ptoleméus stellen aus historischer Per-
spektive einen Meilenstein der geschichtlichen Entwicklung der Trigonometrie
dar. Ptoleméus schaffte es, die Sehne fiir einen Winkel von 1° zu bestimmen
und nutzte dafiir in systematischer Weise die mathematischen Erkenntnisse sei-
ner historischen Vorgédnger. AnschlieBend berechnete er alle weiteren Werte im
Abstand von 1°. Neben den Ergebnissen seiner Berechnungen, die grolen Nutzen
in der Astronomie aufwiesen, war demnach seine Vorgehensweise von besonde-
rer Bedeutung. Zusammenfassend ldsst sich seine mathematische Arbeit auf drei
Grundsitze zuriickfiihren:

1. Berechnung der Seitenlidngen vom regelmifligen 3-, 4-, 5-, 6- und 10-Eck,
2. der Ptolemiische Satz,
3. der Halbsehnensatz.

Auf der Grundlage dieser mathematischen Sitze entwickelte Katz (2011) eine his-
torisch orientierte Unterrichtsreihe die als Einfiihrung in die Trigonometrie dienen
kann. Dabei orientierte Katz sich an der Arbeit von Kopernikus (1995), dessen
Methoden denen von Ptolemius stark dhneln. Ein solcher Unterrichtsentwurf, der
die Arbeiten von Ptolemius einbezieht, hat fiir den Lernenden aus didaktischer
Sicht mehrere Vorteile. Durch eine Behandlung der historischen Rechenverfah-
ren im Unterricht wird den Schiilerinnen und Schiilern die Moglichkeit gegeben,
nachzuvollziehen, wie Werte der Sinusfunktion konkret ausgerechnet werden kon-
nen. Da es sich bei Ptolemidus Vorgehen um ein mehrstufiges Verfahren handelt,
dass in seiner Komplexitit von Schritt zu Schritt steigt, konnen seine Arbei-
ten auBlerdem zur Entwicklung differenzierender Unterrichtseinheiten verwendet
werden. Der erste Schritt — das Berechnen von Sehnenléngen in regelméBigen 3-,
4- und 6-Ecke — wird beispielsweise nach wie vor im Unterricht behandelt, um
die Werte der Sinusfunktion fiir « = 60°,45° und 30° geometrisch zu bestim-
men. Aus diesen Griinden werden im Folgenden die mathematischen Grundlagen
eines historisch orientierten Unterrichtskonzepts ausfiihrlich dargestellt. Ergén-
zend zum Artikel von Katz (2011) werden einige mathematische Berechnungen
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und Beweise in diesem Abschnitt im Detail durchgefiihrt, die im Original in der
Art nicht vorkommen.

Zunachst werden die Seitenldngen der regelméBigen 3-, 4-, 5-, 6- und 10-
Ecke im Einheitskreis bestimmt, die bereits in den Biichern von Euklid untersucht
wurden. Dort berechnete Euklid die Seitenldngen der regelméfBigen n-Ecke, die
jeweils den Sehnen zu den Winkeln 130°, 90°, 72°, 60° und 36° entsprechen. Die
Seitenléingen konnen mithilfe elementargeometrischer und algebraischer Uberle-
gungen im Einzelnen hergeleitet werden. Dabei bildet das 6-Eck den einfachsten
Fall: Dort sind die Seiten gleich dem Radius des Kreises. In einem Kreis mit dem
Radius r = 1 gilt also fiir die Seitenldnge des 6-Ecks s¢ = 1. Das regelméBige
4-Eck wird durch die Diagonalen in vier gleichschenklige rechtwinklige Dreie-
cke zerlegt, deren Katheten die Linge 1 haben. Fiir die Seitenlidnge gilt nach dem
Satz des Pythagoras s4 = /2. Die Seiten des regelmiBigen 3-Ecks konnen aus
der Seitenldnge des regelméfBigen Sechsecks und dem Satz des Pythagoras her-
geleitet werden, es gilt s3 = V3. Bei dem regelmifBigen 5- und 10-Eck stellt sich
die Situation etwas komplizierter dar. Euklid 16st das Problem in den Elemen-
ten in Kapitel XIII zu platonischen Koérpern mithilfe zweier Gleichungen (Geyer
2001). Er zeigt zunéchst in Gleichung Nr. 9, dass fiir die Seiten s¢ und s die
folgende Gleichung gilt:

56 +510 86
S6 510

Damit erhilt man den Wert s19 = @ Anschlielend folgert er aus Gleichung

Nr. 10 den Wert fiir s5 = # Die Gleichung lautet:

2_ 2,2
55 =8¢ + 519

Im Folgenden wird nun ein alternativer Weg vorgestellt, der ohne die beiden
Gleichungen auskommt und in keiner der in dieser Arbeit verwendeten Quellen
zu finden ist.

Das regelmiBige 5-Eck: Die Seiten eines regelméfigen 5-Ecks in einem Kreis

mit dem Radius » = 1 haben die Linge s5 = 4/ 5%@
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Abbildung 4.8
RegelmiBiges 5-Eck mit
Hilfslinien

B

In Abbildung 4.8 sind die Dreiecke AAMB und ACST sind dhnlich zueinander,
daher gilt fiir die Linge [ST|:

g ‘7| und damit ]ST| = s5

Mithilfe des Satzes von Pythagoras kann nun die Linge der Diagonale ds = |ﬁ|
in Abhingigkeit der Seitenlidnge ss5 angegeben werden. Es gilt:

1—N\> [1-—\>
<§|BC|> +<§]ST]) =
14

‘BC‘ =4. SS—ZSS
d5=|ﬁ|=S5~,/4—S§

Eine andere Moglichkeit ds in Abhédngigkeit von ss anzugeben, nutzt die
Seitenverhéltnisse im goldenen Dreieck AABC (vgl. Abbildung 4.9):
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Abbildung 4.9
RegelmiBiges 5-Eck mit
goldenem Dreieck

ds S5

K ds — s5

(ds)? — dsss = (s5)*

1 \? 1 \?
(ds)? — dsss + (*SS> = (s5)% + (*55>

2 2

p 1 2_( )2+ 1 2
5 255 = (85 255
V5o 1++/5

d5—557+555— ) - 85

Werden beide Gleichungen fiir ds gleichgesetzt, erhélt man:

14+4/5
LINY
2

S5 - 4—552: 5
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2
s (H«B)
—55 = —4
5 2

Mit dem Wissen iiber die Sehnenlidngen zu den Winkeln 130°, 90°, 72°, 60°
und 36° ermdoglicht es nun der Ptoleméische Satz, die Sehnen von Summen und
Differenzen zweier Winkel zu berechnen. Dadurch gelangt man zu Sehnenldngen
von weiteren Winkeln, die vorher nicht zu berechnen waren. So zum Beispiel zur
Sehnenlidnge eines Winkels von 12° = 72° — 60°.

Der Ptolemiische Satz: In einem Sehnenviereck ist das Produkt der Lingen der
Diagonalen gleich der Summe der Produkte der Lingen der gegeniiberliegenden
Seiten.

Abbildung 4.10
AD-BC+AB-CD =
BD - AC

-

Beweis: Zum Beweis wird der Winkel @ = £ABD an dem Schenkel BC abgetra-
gen (vgl. Abbildung 4.10) Auf diese Weise erhilt man einen neuen Punkt E auf
der Diagonale AC. Da die Winkel £ BDA und £ BC A nach dem Peripheriewin-
kelsatz gleich sind, sind die Dreiecke ADAB und ABEC &hnlich zueinander.
Daher gilt:

BD:AD=BC:EC
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BD-EC=BC-AD

Weiter sind auch die Dreiecke AABE und ABDC ihnlich zueinander und es
gilt:

AB:AE=BD:CD

BD-AE=AB-CD

Werden beide Gleichungen zusammenaddiert, erhidlt man die Behauptung:

BD-(EC + AE) = AD - BC + AB - DC

BD-AC=AD-BC+AB-DC

Hat man zwei Sehnen AB und AD zu den jeweiligen Winkeln « und B gegeben,
kann die Sehne zu dem Winkel o + B ausgerechnet werden. Diese entspricht
der Diagonalen BD. Dazu wird der Punkt C so gewihlt, dass die Strecke AC
gleich dem Durchmesser des Kreises ist. Nach dem Satz des Thales sind die
Dreiecke AABC und AADC rechtwinklig und es ist moglich, mit dem Satz
des Pythagoras die anderen Sehnen BC und DC auszurechnen. Damit sind bis
auf BD alle Werte in der ptoleméischen Gleichung bekannt und durch Umstellen
kann die Linge der Diagonale BD ausgerechnet werden.

Um die Sehne zur Differenz zweier Winkel zu berechnen, werden die bereits
bekannten Sehnen an die Stelle AD und BD gelegt. AnschlieBend wird C derart
gewihlt, dass DC gleich dem Durchmesser des Kreises ist. Darauthin werden
wieder alle Seiten bis auf AB mit dem Satz des Pythagoras berechnet. Die Seite
AB erhilt man schlieBlich durch den Satz des Ptolemius. Da sechs der grofite
gemeinsame Teiler von 120, 90, 72, 60, 36 ist, ist 6° auch die kleinste Winkel-
grofle, die mithilfe der Summe und der Differenzen der bekannten Sehnenldngen
ermittelt werden kann. Um zu weiteren Winkelgroen zu kommen, kann der
Halbsehnensatz genutzt werden.

Halbsehnensatz: In einem Kreis mit dem Radius r = 1 ist die Linge a einer Sehne
AB zu einem Mittelpunktswinkel o bekannt (vgl. Abbildung 4.11). Man erhdilt die
Lénge b einer Sehne BC zum halben Mittelpunktswinkel durch die Formel:
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b=+/2—+4—a?
(b =/2r2 —rv/4r? —a2>

Abbildung 4.11 der A
Halbsehnensatz 8

) B

Beweis: Angenommen AB = a ist bekannt. Durch die Teilung des Winkels
ABOA, kann die Sehne BC zu einem Kreisbogenstiick der halben Lénge kon-
struiert werden (vgl. Abbildung 4.12). Es wird gezeigt, wie die Linge dieser
Sehne berechnet werden kann.

Abbildung 4.12 Beweis A
des Halbsehnensatz C
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Das Dreieck ABD ist rechtwinklig. Der Satz des Pythagoras liefert die Linge

AD =+/4r2 — a2

Wird nun die Linge a° auf den Durchmesser DB abgetragen, erhilt man den
Punkt E. Die Strecke DC halbiert den Winkel in D, weshalb die beiden Dreiecke
ADAC und ADEC #hnlich zueinander sind. Damit gilt Gleichheit fiir die drei
Seiten AC = EC = BC.

Das Dreieck AEBC ist damit gleichschenklig und EZ = Z B. Daraus folgt fiir
1 1
ZB = (DB - DE) = 5(2r ~Varr - @)

Wird der Kathetensatz auf das Dreieck ADBC angewandt und der Radius des
Kreises auf r = 1 gesetzt, erhélt man fiir

BC =+ZB -DB =\2—+4—a?

Weiterfiihrende Bemerkung: Aus dem vorangegangen Satz kann in der heutigen
Notation die folgenden Gleichheit gefolgert werden: sin %oz =,/ %(1 —cosa).

Abbildung 4.13
Begriindung der Formel A

sin %a = ,/%(1 — cos )
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Wird der Einheitskreis in ein Koordinatensystem eingebettet (Abbildung 4.13),
so besitzt die Sehne mit AB der Linge a einen Zentriwinkel der Grée 2«c. Man
vergewissere sich dariiber hinaus, dass @ = 2 - sin« ist. Es gilt nun:

1 1 1
sin—a¢=-CD = 7\/2_\/77
2 2 2
1
- [ (-2 sw)
La )
= —(l —cCcosu
2

Der Halbsehnensatz kann nicht nur dazu genutzt werden, weitere Sehnenlidngen
zu berechnen, sondern hat auch noch eine innermathematische Bedeutung. So
wird im Abschnitt 4.3 gezeigt, wie die Gleichung fiir die halbe Sehne genutzt
werden kann, um die Sinusfunktion fachlich zu charakterisieren. Es handelt sich
bei der Formel also um eine charakteristische mathematische Eigenschaft der
Sinusfunktion.

Die Sehne zu 1°: Mit den Werkzeugen, die bisher dargelegt wurden, ist es mog-
lich, Sehnen fiir Winkel der Grofe 3°, 1% ° und % ° zu bestimmen. Es ist aber
nicht moglich, die Sehnenlénge fiir ganzzahlige Winkelgrofen zu berechnen, die
kein Vielfaches von 3° sind. Dafiir ist es notwendig, die Sehne fiir den Winkel
von 1° zu approximieren. Van Brummelen (2009) zufolge nutzte Ptoleméius dazu
die folgenden Ungleichung. Fiir Winkel o < 8 < 90° gilt:

Crd(o)
Crd(B)

o
< =
B

Dass diese Ungleichung korrekt ist, kann folgendermaflen begriindet werden:
Wichst o so wichst auch crd(w«), allerdings nimmt das Wachstum der Chord-
funktion mit groBer werdendem « ab. Das ist dquivalent zu der Aussage, dass
die Ableitung der Sinusfunktion im Intervall [0°, 90°] monoton fillt. Wird nun
zunidchst « = 1°, f = %0 und anschliefend o = %", B = 1° ausgewihlt, erhilt
man die folgende Ungleichungskette:

2 3 4 3
=Crd| zo ) <Crd(1) <-Crd| o
3 2 3 4

Fiir einen Kreis mit Durchmesser von — 120so wie Ptoleméus ihn wihlte — betragt
die obere und untere Schranke in etwa 1,402 Einheiten und damit crd(1) =
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1, 402. Gewappnet mit diesen Werkzeugen war Ptoleméus schlieBlich in der Lage,
seine Sehnentafeln fertig zu stellen.

Das vorgestellte Beispiel ist aus mathematischer Sicht bedeutend, da erstmals
geometrische Verfahrensweisen angewendet werden, um konkrete Werte fiir die
Sehnenldngen und damit fiir die Sinusfunktion zu berechnen. In der Schule kon-
nen Teile dieser Methode genutzt werden, um den Schiilerinnen und Schiilern
zu verdeutlichen, welche Schwierigkeiten das Berechnen dieser Werte mit sich
bringt und welches geometrische Geschick fiir die Losung von Noten ist. Diese
Erkenntnis ist auf3erdem von besonderem didaktischem Interesse, da die Berech-
nung der Sinuswerte in der Schule, bis auf wenige Ausnahmen, iiblicherweise
nur mit dem Taschenrechner stattfindet. Die Werte der Sinusfunktion konnen fiir
die Lernenden durch eine geeignete didaktische Umsetzung des Verfahrens im
Mathematikunterricht an Bedeutung gewinnen.

4.2.8 Aryabhata (um 500 n. Chr.)

Nach Ptolemédus Almagest blieb es zunidchst still um die griechische Astro-
nomie. Es gibt wenige Uberlieferungen die von herausragenden Werken oder
neuen Erkenntnissen berichten (van Brummelen 2009). Die Werkzeuge des Pto-
leméus waren lange Zeit ausreichend, um die damaligen Probleme zu losen.
Die ersten Fortschritte lieBen sich Jahrhunderte spiter bei den Indern erken-
nen. Indien gehort somit zu den ersten wirklichen Nachfolgern, die das Erbe
der Griechen antraten und ihre Werkzeuge, Berechnungen und Ideen weiterent-
wickelten. Aryabhata war einer der ersten indischen Astronomen, der die Arbeit
der Griechen fortfiihrte. Seine Erkenntnissinteressen waren dieselben wie die der
Griechen. Er bestimmte Sonnen- und Mondfinsternisse, berechnete Planetenbah-
nen und Auf- und Untergangszeiten der Sonne. Ungeachtet dessen war seine
Arbeit eine grundlegend andere, da er aus einer anderen Warte an die Dinge
heranging. Einer der augenfilligsten Unterschiede liegt darin, dass Aryabhata
keine Sehnenlidngen berechnete, sondern sich auf die jya-ardha (halbe Sehne)
beschriankte. Diesem Wort entstammt auch unsere heutige Bezeichnung Sinus.
Als arabische Astronomen die indische Trigonometrie weiterentwickelten, wurde
das Wort jya fdlscherweise durch das Wort Jayb ersetzt, was so viel bedeu-
tet wie Bucht oder Falte. Zu der Zeit, in der arabische Texte ins Lateinische
iibersetzt wurden, wurde als Ubersetzung das bedeutungsgleiche Wort Sinus
gewihlt (Bressoud 2010). Zudem arbeitete Aryabhata mit einem Kreis der einen
Radius von 3438 Einheiten hat. Diese Normierung riihrt daher, dass er zunichst
den Umfang des Kreises in 360° eingeteilt hat, die jeweils aus 60° bestehen.
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Es sind also 21600° in einem Kreis. Legt man diese Einteilung des Kreises
zugrunde und wihlt eine Bogenminute als Einheit, so erhélt man einen Radius
r= 21000 ~ 3438,

T

Aryabhata berechnete sukzessiv die Linge halber Sehnen im Abstand von 3%0 =
225'. Da die halben Sehnen fiir kleine Werte in etwa der Linge des Kreisbogens
entsprechen gilt fiir den Winkel o) = 225"

R -sin(a;) = R -sin(225") ~ 225

Fir ag = 0 gilt weiterhin R - sin(eg) = 0. Ausgehend von diesen Startwerten
lassen sich nun alle weiteren Werte in dquidistanten Abstdnden bestimmen. Gilt
fiir die Winkel o; =i - 3%0, so lésst sich seine Methode fiir diese Schrittweite in
einem Satz zusammenfassen:

Die Differenz zwischen einem Sinuswert und dem Ndchsten ist gleich der vor-
herigen Differenz minus 2175 des vorherigen Sinuswert (van Brummelen 2020).
Formal ausgedriickt:

An+1)=An) — % - sin(ay,)

Wobei A(n + 1) = sin(a,4+1) — sin(oy,)

Aryabhatas Formel beschreibt also in gewissem MaBe das Anderungsverhalten
der Sinusfunktion im Intervall [0, 90°] und kann historisch als Vorstufe zur
Differentialrechnung verstanden werden. Bei einer dquidistanten Einteilung des
Intervalls [0, 90°] kann aus der Gleichung der Differenzen gefolgert werden, dass
die absolute Anderung von einem Schritt zum Nichsten mit groBer werdendem
Winkel abnimmt. Das hingt damit zusammen, dass sich die neue Anderung aus
der alten ergibt, indem ein Teil des vorherigen Sinuswertes von ihr abgezogen
wird. Dieser Teil ergibt sich aus der Multiplikation mit einem konstanten Faktor,
der von der Einteilung des Intervalls abhingt. In Aryabhatas Fall entspricht der
Faktor dem Wert % Wie genau dieser Faktor von der Einteilung des rechten
Winkels abhingt, wird im Folgenden erldutert.
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4.2.9 Aryabathas Berechnung der Sehnentafel

In Anlehnung an van Brummelen (2009) wird Aryabhatas Algorithmus am Ein-
heitskreis erklart, indem der rechte Winkel in 90 Stiicke xg, x1,...x99 von
1° geteilt wird (vgl. Abbildung 4.14). Fiir die n-te Differenz gilt:A(n) =
sin(x,) — sin(x,—1). Es wird zunéchst eine Formel gesucht um diese Differenzen
Zu bestimmen.

09 fE .
oleg

o Yi

i1
08 / :

s / D Yi—1

03

0.2

O P, |Ti |PAT

0.1 02 03 04 05 06 o7 08 08 '

o

Abbildung 4.14 Berechnung der n-ten Differenzen

Der Ubersicht halber wurde der rechte Winkel in Abbildung 4.14 nicht in 90
sondern in neun Teile eingeteilt, wodurch die Abbildung allerdings nicht maB-
stabsgetreu ist. Die x; in der Abbildung stehen reprisentativ fiir die 90 Teile.
Die y; liegen auf dem Kreisbogen in der Mitte zwischen x; und x;4; d. h.
yi = X’“zJ Die gesuchten Sinuswerte sind gleich den Lingen der Strecken
x; P;. Die beiden Strecken Oy; und x;x;_1 stehen senkrecht aufeinander, daher
sind die rechtwinkligen Dreiecke AOy;T; und Ax;Cx;—_; #hnlich zueinander.
Dieser Zusammenhang ldsst sich zum Beispiel dadurch erkennen, dass die bei-
den Geraden auf denen Oy; und x;x;_1 liegen, eine negativ inverse Steigung



80 4 Didaktisch orientierte Sachanalyse der Trigonometrie

haben. Da die Steigung liber das Seitenverhiltnis in den jeweiligen Dreiecken
angegeben wird, sind diese damit &hnlich. Es gilt:

Cxi _ OT;
xixi—1 Oy

sin(x;) — sin(x;—1) _ cos(y;)
2.sin(0,5°) 1

A(i) = [sin(x;) — sin(x;—1)] = cos(y;) - 2 - sin(0, 5°)

Fiir die zweiten Differenzen gilt:

A@) — A + 1) = [cos(yi) — cos(yi+1)] -2 sin(0, 5°)

Als nichstes suchen wir eine Formel fiir die Differenzen der Kosinuswerte. Mit
demselben Argument wie oben beschrieen sind die beiden Dreiecke A Ox;_1 Pi_1
und A Dy;y;_1 dhnlich zueinander. Daher gilt fiir ihre Seitenverhéltnisse:

Dyi—1 X P
yivi-1  Ox;

cos(yi—1) —cos(y;) _ sin(x;)

2.sin(0,5°) 1

cos(yi—1) — cos(y;) = sin(x;) - 2 - sin(0, 5°)

Wird diese Formel in die Gleichung fiir die zweiten Differenzen der Sinuswerte
eingesetzt und umgestellt, erhélt man:

2O =ACED _y Gin(o, 5°)?
sin(x;)

Der Term auf der rechten Seite der Gleichung ist konstant, womit der Term
auf der linken Seite unabhingig von i ist. Das dieser Quotient konstant ist,
hat im Ubrigen damit zu tun, dass fiir die zweite Ableitung der Sinusfunktion
sin”(x) = —sin(x) gilt und die zweiten Differenzen A(i) — A(i + 1) aus histori-
scher Perspektive als diskrete Vorstufe zur zweiten Ableitung verstanden werden
konnen.
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Wir setzen nun ¢:=4 - sin(0, 5°)>. Hat man bereits zwei aufeinanderfolgende
Sinuswerte gegeben, z. B. die Startwerte sin(0°) = 0 und sin(1°) = 0, 0174, wird
zunichst die Differenz A(2) = A(1) — g - sin(1°) berechnet. AnschlieBend erhilt
man sin(2°) durch sin(2°) = sin(1°) + A(2). Allgemein wird die Berechnung der
Sinuswerte in zwei Schritten durchgefiihrt:

1. Schritt: Berechnung A(n)

An) =A@ —1) —q - sin(xy)

2. Schritt: Berechnung von sin(x,+1) durch

SinCrt1) = sin(x) + A(n)

Zur didaktischen Umsetzung des Verfahrens im Unterricht bietet sich eine Excel
Tabelle an, in der die einzelnen Schritte formalisiert werden. Die Formeln dafiir
lassen sich in der folgenden Tabelle ablesen (vgl. Tabelle 4.2):

Tabelle 4.2 Exceltabelle zur Berechnung der n-ten Differenzen

A B C

Winkel in Grad Sinuswerte sin(x,_1) Differenz A(n — 1)
1 0 0
2 1 0,01745241 = B2-BI
3 2 =B2+C3 = C2-4*SIN(1/360*PI())"2*B2
4 3 =B3+C4 = C3-4*SIN(1/360*PI())"2*B3
5

Weiterfiihrende Bemerkungen: Fiir eine Einteilung in n Teile kann der Faktor
q durch folgende Formel berechnet werden:

90° \?
:4~ 1
q sm<2.n>
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Aryabhata nutzt in seinem Beispiel fiir den Faktor ¢ = 4 - sin(% -3, 75)2 eine
Niherung von ﬁ = 0,004, der genaue Wert liegt bei ungefihr 0,00428.
Die beste Approximation durch einen Stammbruch liegt bei 2;—4 ~ 0, 004273.
Dennoch liefert diese Approximation sehr gute Werte.

Die Herleitung fiir die Differenzen der Sinus- und Kosinuswerte, mithilfe der
identifizierten dhnlichen Dreiecke, ldsst sich auch auf beliebige Werte y < x <
90° anwenden. Man erhilt dann die Formeln:

sin(y) — sin(x) =2- cos(x;y) .Sill<y ;x)
cos(x) —cos(y) =2+ sin(x—;y) ~sin<y ;x)

Dazu betrachte man Abbildung 4.15:

Abbildung 4.15 Skizze zur Differenzenformel
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Da die beiden Dreiecke AOAz und AxyS &hnlich zueinander sind gilt:

Sx _ Az
yx Oz
cos(x) —cos(y) sin(%)
sin(25%) - 1

cos(x) —cos(y) =2 - Sin(x;_y> ~Sin(y ;x)

In dhnlicher Weise kann man die Differenzenformel fiir den Sinus herleiten.
Aus genetischer Perspektive konnen mithilfe dieses Beispiels die historischen
Urspriinge trigonometrischer Identititen — in diesem Fall die Differenzenfor-
mel — aufgezeigt werden. Es wird ersichtlich, zu welchen Problemen die
Differenzenformel eine Antwort liefern kann und welche geometrischen Uber-
legungen zu der Formulierung einer solchen Gleichheit beigetragen haben. Bei
Aryabhaths Methode handelt es sich aus didaktischer Sicht um einen anspruchs-
vollen mathematischen Algorithmus, der gegebenenfalls in einem gymnasialen
Leistungskurs oder in der Hochschule thematisiert werden kann. Dabei kann ent-
schieden werden, das Verfahren mit digitalen Hilfsmitteln umzusetzen oder den
gesamten Herleitungsprozess zu besprechen. Weiterhin kann man diese Differen-
zenmethode historisch gesehen als Vorstufe der Differentialrechnung ansehen und
in diesem Zusammenhang auch die Ableitung der Sinusfunktion thematisieren.

4.2.10 Joost Biirgi (um 1588 n. Chr.)

Fast 1000 Jahre nach den Arbeiten der Inder entwickelte sich die Trigonome-
trie zu einem selbststindigen Teilgebiet der Mathematik weiter. Regiomontanus,
der einzige Schiiler von Kopernikus, verdffentlichte um 1440 n. Chr. Sinusta-
feln zu allen sechs trigonometrischen Funktionen: Sinus, Kosinus, Tangens und
den inversen Arcus-Funktionen. Diese Veroffentlichung wird als Beginn der ebe-
nen Trigonometrie angesehen. Circa 100 Jahre spiter, im Jahre 1552, wurde
Joost Biirgi in der Schweiz geboren. Biirgi ist bekannt fiir seine Arbeit zur
Logarithmen-Methode, die er parallel zu Napier entwickelte (Klein 1924). Mit
den Logarithmen konnten schwierige Multiplikationen von langen Dezimalzahlen
auf wesentlich einfachere Additionen zuriickgefiihrt werden, die mit Hilfe einer
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Logarithmentafel zu dem gewiinschten Produkt fiihren. Biirgi war auerdem Uhr-
macher am Fiirstenhof von Hessen-Kassel und konstruierte dort die erste Uhr mit
Sekundenzeiger. Sein Beitrag zur geschichtlichen Entwicklung der Trigonometrie
ist unter dem Namen Kunstweg bekannt. Bei dem Kunstweg handelt es sich um
eine Methode, mit der es moglich war, Sinuswerte fiir nahezu alle Winkelgro-
en beliebig genau zu bestimmen. Der dahinterstehende Algorithmus blieb lange
Zeit verschollen. Alles was dariiber bekannt war, war in einer réitselhaften Skizze
verborgen (Launert 2016, vgl. Abbildung 4.16).
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Abbildung 4.16 Biirgis Kunstweg in schematischer Darstellung (Ursus 1588)

Dies dnderte sich mit der Wiederentdeckung einer alten Schrift im Jahre 2016
in einer Universitit in Breslau, die von Folkerts, Launert und Thom (2016)
untersucht wurde. Folkerts et. al. waren in der Lage, Biirgis Algorithmus in
einer verstindlichen Form wiederzugeben. Es folgt nun eine Darstellung des
Kunstweges in fiinf Schritten:

1. Im ersten Schritt wird ein Winkel von 90° in n &dquidistante Teile aufgeteilt
und die entsprechenden Winkelgroen werden von oben nach unten in eine
Spalte geschrieben.

2. Werte fiir die halbe Sehne dieser n-Teile werden geschitzt und in einer neuen
Spalte in einer Tabelle eingetragen, diese Spalte liegt links von der ersten
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Spalte (der erste Wert der Spalte ist 0, der letzte Wert gibt den Durchmesser
des Kreises an).

3. Der letzte Wert wird halbiert und links unten in einer neuen Spalte eingetragen.
Schrittweise werden nun die alten Werte von unten nach oben addiert.

4. In einer neuen Spalte wird mit dem Wert 0 angefangen und dann der oberste
Wert der alten Spalte tibernommen. Nun werden die Werte schrittweise von
oben nach unten addiert.

5. Schritt 3 und 4 konnen beliebig oft wiederholt werden.

Biirgis Kunstweg soll nun an einem Beispiel verdeutlicht werden: Wird der Kreis
in fiinf dquidistante Teile geteilt, entstehen die Winkelgroen 0°, 18°, 36°, 54°,
72° und 90°. Anschlielend werden Werte fiir die Linge der Halbsehnen geschitzt;
beispielsweise 0, 1, 2, 3, 4, 5. Es handelt sich also um Schitzungen der Halbseh-
nen in einem Kreis mit dem Radius 5. Diese Schitzung ist sehr ungenau, wird
aber durch den Algorithmus Schritt fiir Schritt verbessert. Dazu wird der letzte
Wert halbiert und anschliefend werden sukzessiv die vorigen Werte addiert. Auf
diese Weise entstehen die Werte, die von unten nach oben eingetragen werden:

c6=2,5¢5=6,5¢4=9,5¢3=11,5¢,=12,5

Im néchsten Schritt wird eine Null oben in die nichste Spalte eingefiigt und der
oberste Wert der letzten Spalte libernommen. Es werden wieder sukzessiv die
Werte addiert, dieses Mal von oben nach unten. So erhélt man die Zahlenfolge:

dry=12,5d3 =24 d4 =33,5d5 =40 ds =42,5

Die Werte sind in der folgenden Tabelle dargestellt (vgl. Tabelle 4.3):

Tabelle 4.3 Beispielrechnung fiir Biirgis Kunstweg

A B C D E
1 0° 0 0
2 18° 1 12,5 12,5 131,25
3 36° 2 11,5 24 118,75
4 54° 3 9,5 335 94,75
5 72° 4 6,5 40 61,25
6 90° 5 2,5 42,5 21,25
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Auf diese Weise gelangt man von einer zur iiberndchsten Spalte zu immer
besseren Approximationen fiir die Halbsehnen, die allerdings in jedem Schritt zu
einem Kreis mit grolerem Radius gehoren. In Spalte B ist die erste Schitzung in
einem Kreis mit Radius 5, in Spalte D betrdgt der Radius bereits 42,5.

Es ist bis heute nicht einschldgig geklirt, wie Biirgi auf diese Methode
gekommen ist. Es finden sich aktuelle Arbeiten, welche die Funktionsweise mit
modernen mathematischen Werkzeugen erkldren und beweisen (Folkerts et al.
2016). Diese Werkzeuge standen Biirgi allerdings nicht zur Verfiigung. Einen
Erkldarungsversuch liefert Roegel (2015). Es ist davon auszugehen, dass Biirgi
sich intensiv mit den Tafeln des Regiomontanus auseinandergesetzt hat. Auf der
Suche nach einem Muster spielte er mit den Zahlen, las sie vorwirts und riick-
wirts, bildete Differenzen und Differenzen dieser Differenzen. Dabei kann ihm
aufgefallen sein, dass die Verhiltnisse zwischen den Ursprungswerten und den
zweiten Differenzen stets konstant waren. Der Wert dieser Konstanten hidngt von
der Einteilung des rechten Winkels ab. Wird der rechte Winkel in 10° Schritten
eingeteilt, liegt das Verhiltnis bei 32,911. Diese Tatsache hidngt damit zusam-
men, dass die zweite Ableitung der Sinusfunktion der negativen Sinusfunktion
entspricht, allerdings war die Differentialrechnung zu Biirgis Zeit noch weitge-
hend unbekanntes Terrain. Die zweite wichtige Beobachtung liegt darin, dass der
letzte Wert der ersten Differenz in etwa der Hilfte des Wertes am Ende der zwei-
ten Differenzen entspricht. Wurden diese beiden Beobachtungen einmal gemacht,
konnte es sein, dass Biirgi versucht hat den Prozess umzukehren und statt Dif-
ferenzen Summen zu bilden. Eine nachvollziehbare Erkldrung besagt also, dass
Biirgi durch aufmerksame Analyse der ihm gegebenen Sinustafeln in einer Art
heuristischem Verfahren zu seinem Ergebnis gelangte.

Zusammenfassung: Verglichen mit den schulischen Lernwegen, bei dem die
Trigonometrie mithilfe von Seitenverhiltnissen im rechtwinkligen Dreieck ein-
gefiihrt wird, geht die geschichtliche Entwicklung einen etwas anderen Weg.
Zwar finden sich die Seitenverhiltnisse rechtwinkliger Dreiecke bei dem Bau
der Pyramiden und den Vermessungstechniken des Thales wieder, allerdings war
die Berechnung unbekannter Grofen im Kreis, insbesondere die der Lingen
von Sehnen zu einem gegebenen Mittelpunktswinkel, die treibende Kraft in der
geschichtlichen Entwicklung der Trigonometrie. Durch die Arbeit der Inder, in
der die Sehne im Kreis halbiert wurde, entstand eine Definition, die der heut-
zutage liblichen Definition am Einheitskreis dhnelt. Erst spiter, Anfang des 15.
Jahrhunderts mit der Arbeit von Rheticus, entkoppelte sich die Trigonometrie
langsam von der Darstellung am Einheitskreis (Folkerts et al. 2016). Auch wenn
die Abfolge der Inhalte in der Schule nicht der historischen Abfolge entspricht,
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bleibt festzuhalten, dass die Darstellungen am rechtwinkligen Dreieck und am
Einheitskreis urtypische Darstellungsformen des Sinus sind, durch die mathema-
tische Grundprinzipien, wie die gleichbleibenden Seitenverhiltnisse in dhnlichen
Dreiecken, oder Grundkenntnisse, wie die Additionstheoreme, erfahrbar gemacht
werden konnen. Die didaktische Umsetzung derartiger historischer Beispiele im
schulischen oder universitiren Kontext konnte weiterhin dabei helfen, den Ler-
nenden die Mathematik als Schopfung des menschlichen Geistes nédher zu bringen
(Winter 1996) und ihnen dadurch ein authentisches Bild der Mathematik zu
vermitteln.

Die durch die historische Genese gefunden Sachzusammenhinge und Prin-
zipien werden in Abschnitt 4.5 mit Anwendungskontexten und mathematischen
Definitionen zusammengefiihrt und entsprechenden Darstellungsformen zugeord-
net. AnschlieBend werden sie in Klassen zusammengefasst, die den Ausgangs-
punkt fiir die Formulierung normativer Grundvorstellungen bilden. Im folgenden
Abschnitt wird nun die logische Genese der Trigonometrie untersucht.

4.3 Logische Genese der Trigonometrie

Die logische Genese eines mathematischen Begriffs offenbart die innere Struk-
tur des Begriffs und gibt Lernenden die Moglichkeit, diese Strukturen verstehend
nachzuvollziehen (Moller 2001). Auf diese Weise ldsst sich erkennen, wie ein
Begriff in das formale System der Mathematik eingebettet ist und welcher inneren
Aufbaulogik dieser folgt. Bei der Analyse der logischen Genese sind die unter-
schiedlichen Definitionen eines mathematischen Begriffs sowie Grundkenntnisse
im Umgang mit dem mathematischen Inhalt und Zusammenhéinge zu weiteren
Themenbereichen zu beriicksichtigen. Diese Aspekte sind Untersuchungsgestand
fachwissenschaftlicher und fachdidaktischer Arbeiten. Korntreff (2018) setzt sich
beispielsweise auf fachdidaktischer Ebene mit der Einfiihrung des Bogenmalfes,
den Additionstheoremen und der Ableitung der Sinus- und Kosinusfunktion aus-
einander. Weitere Arbeiten beschiftigen sich mit der Herleitung der Ableitung
der Sinusfunktion iiber Differentiale (Katz 1995; Petrache 2014). Sowohl Kirsch
(1979) als auch Lowsky (2013) geben unterschiedliche Zuginge zur Behandlung
der Sinusfunktion und ihrer Ableitung an, die in ihrer Anschaulichkeit und der
mathematischen Strenge variieren. Die Sachanalyse von Podbelsek (1972) liefert
eine umfassende und detaillierte Beschreibung dariiber, wie die Sinusfunktion in
verschiedenen Bereichen der Mathematik fachlich korrekt definiert werden kann.
Insgesamt kommt Podbelsek auf elf mogliche Definitionen. Diese reichen von der
Definition iiber das Seitenverhiltnis im rechtwinkligen Dreieck, den Einheitskreis,
die Euler-Formel, Vektormodelle, Aquivalenzklassen, Riemann Integrale, Potenz-
reihen, Differentialgleichungen bis hin zur Funktionalgleichung. Podbelsek stellt
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dariiber hinaus Varianten dieser Modelle vor, in denen er beispielsweise den Ein-
heitskreis durch ein Quadrat ersetzt und dadurch eine square function definiert.
Diese square function wurde bereits von Biddle (1967) eingefiihrt und ausfiihr-
lich analysiert. Salle und Frohn (2020) nutzen diese alternative Sinusfunktion, um
Transferprozesse im Unterricht zu aktivieren und dadurch ein tieferes Verstidndnis
von trigonometrischen Funktionen und Periodizitit bei Schiilerinnen und Schii-
lern auszubilden. Ein tieferes Verstdndnis wird ihrer Meinung nach durch die
Konstruktion von Grundvorstellungen zu Sinus und Kosinus erworben (Frohn &
Salle 2017). Grundvorstellungsgeleitete Unterrichtsentwiirfe zur Ableitung der
Sinusfunktion und zum Ubergang vom Sinus am rechtwinkligen Dreieck iiber
den Einheitskreis zur Sinusfunktion sind bei Katter (2017; 2020b) zu finden.

In diesem Abschnitt wird nun, ausgehend von den Definitionen der Sinusfunk-
tion aus der Geometrie und der Analysis, eine Analyse der inneren logischen
Struktur des Sinusbegriffes durchgefiihrt. Grundlage dieser Analyse bilden die
folgenden Fragen:

e Welchem Bereich der Mathematik kann die Definition der Sinusfunktion
zugeordnet werden?

o Welche Begriffe, Symbole und Formeln werden explizit in der Definition
genannt?

e Welche Begriffe, Symbole und Konzepte spielen bei der Definition eine
implizite Rolle?

e Welcher Zusammenhang besteht zwischen unterschiedlichen Definitionen des
Sinus?

Es folgt eine diagrammatische Ubersicht ausgewihlter Definitionen des Sinus
und ihren Verbindungen (Abbildung 4.17). Die einzelnen Definitionen werden
im Anschluss genauer erldutert und schlielich die Zusammenhinge erklirt.



89

4.3 Logische Genese der Trigonometrie

Suniarsue)eIRY) QUYII[YILY PIIqNEYDS

x Oex

C O]

:W + & Lc_m (zujws g = (zughws

f 13
P ANp  JnyazunayaE  gsr smug 4

O

pusogsdunjddopaa g 11p Jaqp 190 ugaq|

1= (0).f pun g = (0)/
FunBupaqRunyioy 4p 1wy
()= = (x).d
BunpnagEenwaaafficy 4ap Sunsgy
S0 Y — Y OIS HAROUYILS P A wAdEp § D X

3P 1301 G BONUI

1=0502 0= o]
wadnegpag wap

Awsxws — £500x500 =4 + X500

Aupsx 503 + L5000 u1s = £ 4 X118

WSO 43P TUNSGT SIO Y e Y 1 503 plin

©

Y = Y ¢ s wanonyunLy Hp o uaanyae § 3 X .
wAsAssIunEEuon U SEP JAqN EG UonIuag

AHIH -1 U wu 71 = (zu)us

23 T aypoanf pd 53
FUN|RISIEPIYRPOL] AP JIGD SqF UOHIULI

®

T T e P T T PO T

H
H

sap

(n)s = (myms T = I_ PP B e HOILUREIIIS M AN g

s=(ms [r1-]~ —u‘u I_ 15 BONYHRIEYIT) SIS LIS WD

xvm..bn.__.ﬂ = N y2anp waqadal is (18 — 1A ') = D (10) = d
WY WA WAITING Staaysiapg e SBugpualog ag =] asweg

z,t

i
T,

SISRYSIAYUIY

J3p uoy 1 AP 43D QT uenugaq

0]

©

L1y Bunppqqy

(5} =
£ = (o)

sy

c) 77
ilye.
—== = (x)ws
mFu(1=) )
ARG MY ST Y — W1 S MO AT
SUMIANEUIO SN JEf

- _. (2yurs
u-IN - u-w E

SR LU 1L T = D SIS Bt 2]

©)

wyuney d P J3GD g wonmnyag

sazaip paagf-£ xuap (Dyurs jauysacaq

taiene 1Brazafn a22G tap b
A 'X) = o IY0Nf AP ) SRR MG ap
TSI 1 SpayUL ] Sap jayuayay arad sag

“FERuAOdLE 1z Nayieyuadan
O LT A3 S, S0P
(D)UIS 1AUENIZHG LD D NALYUITID)
3 LT 3 FSRUMOCL] 43P I YIHAN]
HABIYURIYIAL RIS 1) [IYUA] 11D B 125
M UITIPIUIMIYIR WE D] UOLIUI(

TITTqur vre v oy



920 4 Didaktisch orientierte Sachanalyse der Trigonometrie

4.3.1 Fachliche Charakterisierungen

Definition am rechtwinkligen Dreieck: Die iibliche Art und Weise, die Sinus-
funktion in der Schule einzufiihren, verlduft iber die Definition als Seitenverhalt-
nis in rechtwinkligen Dreiecken. Diese Definition ist Teil eines langen Lernweges,
bei dem die fundamentalen Ideen des Messens und Berechnens von Flichenin-
halten und Seitenlidngen sowie der Konstruktion von geometrischen Objekten im
Zentrum stehen (vgl. Abschnitt 4.1). Es handelt sich um eine Definition die in
der rechnerischen Geometrie anzusiedeln ist, da sie algebraische und rechneri-
sche Elemente (Gleichungen) und geometrische Objekte (Dreiecke) miteinander
in Verbindung setzt (Abbildung 4.18).

Sei o ein Winkel in einem rechtwinkligen Dreieck, mit der Hypotenuse ¢ und
der Gegenkathete a, dann bezeichnet sin(«) das Verhdltnis der Ldngen von

Gegenkathete zur Hypotenuse

. a
sin(a) = —
c

Abbildung 4.18
rechtwinkliges Dreieck

Die Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck riickt die Berechnung von
GroBen in geometrischen Figuren in den Mittelpunkt. Die zentralen mathemati-
schen Begriffe, die explizit in dieser Definition auftauchen, sind: Winkel, Dreieck,
Hypotenuse, Gegenkathete, Verhdiltnis und Linge. Diese Begriffe miissen den Ler-
nenden wohlbekannt sein, um ein grundlegendes Verstindnis fiir diese Definition
zu entwickeln. Fiir ein tieferes Verstidndnis der Definition des Sinus am rechtwink-
ligen Dreieck sind die Konzepte der Ahnlichkeit und der zentrischen Streckung
von Dreiecken hilfreich. Diese Konzepte konnen selbst wieder Ausgangspunkt
einer Sachanalyse sein. Sie bauen auf weiteren Konzepten auf, sind verkniipft
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mit anderen Inhalten und lassen sich mit Grundkenntnissen in Verbindung brin-
gen. Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich auf die genannten Konzepte, da diese
sich fiir die Darstellung des Sinus am rechtwinkligen Dreieck als besonders rele-
vant herausstellen. Es besteht eine enge Beziehung zur Definition des Sinus am
Einheitskreis, auf die im Folgenden genauer eingegangen wird.

Definition am Einheitskreis: Die Definition des Sinus am Einheitskreis macht es
moglich, Werte fiir Winkel zu bestimmen, die aulerhalb des Intervalls (0°, 90°)
liegen. SchlieBlich kann durch die Einfiihrung des Bogenmalles der Definitions-
bereich auf die reellen Zahlen erweitert werden. Der Einheitskreis eignet sich
weitergehend im besonderen MaBe dazu, dynamische Aspekte wie das Kovaria-
tionsverhalten der Sinusfunktion zu diskutieren. Auch hierbei handelt es sich um
eine Definition, die in der rechnerischen Geometrie zu verorten ist, da sie sowohl
algebraische als auch geometrische Aspekte miteinander vereint.

Der freie Schenkel des Winkels o schneide den Einheitskreis in dem Punkt P =
(x, y) wie in der Skizze (Abbildung 4.19) angezeigt, dann bezeichnet sin(a) den

y-Wert dieses Punktes.

sin() =y

Abbildung 4.19 Sinus am
Einheitskreis

P =(z,y)

Ck

Form bzw. Darstellung des Sinus am Einheitskreis kdnnen variieren und unter-
schiedliche Aspekte in den Vordergrund riicken. Beigefiigte Bilder zu den
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Definitionen konnen ein in den Einheitskreis eingezeichnetes Referenzdreieck
beinhalten oder ohne ein solches auskommen. Der Sinus kann iiber das Bogenmal}
oder das GradmaB definiert werden und es kann von Koordinaten eines Punktes
oder von dem Abstand zur x-Achse gesprochen werden.

Wie bei der Dreiecksdefinition tauchen auch bei der Einheitskreisdefinition
explizit zentrale Begriffe und Symbole auf, deren Kenntnis notwendig fiir ein
grundlegendes Verstindnis dieser Charakterisierung ist. Diese Begriffe und Sym-
bole sind: Winkel, Einheitskreis, Punkt, P = (x, y), sin(a)und y-Wert. Fiir ein
tieferes Verstindnis ist ein vertrauter Umgang mit dem Koordinatensystem oder
der Parameterdarstellung von Kurven hilfreich. Die Einheitskreisdefinition steht
sowohl im engen Zusammenhang mit der Dreiecksdefinition als auch mit der
Definition des Sinus iiber die Exponentialfunktion. Die Definitionen iiber die
Funktionalgleichung und die Verdopplungsformel entsprechen den Additions-
theoremen und der Formel fiir den doppelten Winkel. Beide Formeln konnen
am Finheitskreis hergeleitet werden und erhalten erst dadurch eine inhaltli-
che Deutung. Diese Zusammenhinge werden im nidchsten Abschnitt explizit
besprochen.

Definition iiber die Umkehrfunktion der Bogenlingenfunktion des Einheits-
kreises: Die Definition des Sinus am Einheitskreis kann weiter formalisiert
werden um einen Bogen zur Analysis und zur Differentialrechnung zu span-
nen. Dazu wird Sinus am Einheitskreis als Zuordnung interpretiert, die einem
bestimmten Kreisbogenstiick auf dem Einheitskreis die Ldnge einer Strecke y
auf der y-Achse zuordnet. Ausgehend von dieser Deutung findet nun eine For-
malisierung dieser Zuordnung statt. In einem ersten Schritt wird diese Zuordnung
umgekehrt um eine Funktion aufzustellen, die zu einer gegebenen Linge x auf
der x-Achse ein Kreisbogenstiick auf dem Einheitskreis liefert. Anschliefend
wird der Sinus iiber die Umkehrfunktion dieser Funktion definiert. Die folgende
Definition ist tibernommen von Brown und Rice (2011) (Abbildung 4.20).

Sei s € [—1, 1]. Die Bogenliinge des Einheitskreis zwischen den Punkten P =

0, 1) und Q = (s, V1— s2> ist gegeben durch

s 1
U=[—-—dx
0

V1 —x2
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Abbildung 4.20
Arcussinus als Bogenldnge

Dann existiert eine Umkehrfunktion s(x) : [—%, %] = [—-1,1];s(u) ==
Die Sinusfunktion wird auf dem Intervall [—%, %] definiert. Es gilt:

sin(u) := s(u)

Durch eine Erweiterung von s(u) auf die reellen Zahlen erhélt man schlielich
die Sinusfunktion in rein analytischer Form. Dazu wird s(x) stiickweise wie folgt
definiert:

57 3w

s_a(x): [—7 > } — [—1,1];5—1(x) = s(x + 2m)

s—1(x) [—3771 —%] = [ 1];5-1(x) = s(=7 — x)
so(x) = s(x)
37

s1(x) : [g 7] =1 1] 51 () = s(m — x)

31 S5m
sp(x) : [7, 7] — [—1,1]; s1(x) = s(x — 27)
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Der Vorteil dieser fachlichen Charakterisierung liegt Brown und Rice (2011)
zufolge darin, dass der Hauptnutzen der Trigonometrie in der Anwendung peri-
odischer Funktionen liegt, die dazu dienen, periodische Prozesse zu modellieren,
und ohne geometrische Anschauungen auskommen sollten. Der dreiecksfreie
Zugang ldsst tiefer hineinblicken in die mathematische Struktur des Sinus und
liefert einen rein analytischen Zugang zu den Kerneigenschaften wie Periodizi-
tit, Symmetrieeigenschaften, der Ableitung und den Taylorreihen (Brown & Rice
2011).

Definition iiber die Exponentialfunktion: In der Hochschule, insbesondere im
Laufe eines fachmathematischen Studiums, wird oftmals ein rein analytischer
Zugang zur Sinusfunktion gewihlt. Hierbei wird die Deutung am Einheitskreis
sehr wohl thematisiert, die Sinusfunktion in ihrer analytischen Form wird jedoch
mithilfe der Exponentialfunktion und von Potenzreihen definiert. Auf diese Weise
Iost sich die Analysis schlussendlich von der Geometrie und erreicht so eine
hohere Ebene der Abstraktion. Diese fachliche Charakterisierung ldsst schlief3-
lich eine analytische Fortsetzung der Sinusfunktion auf die komplexen Zahlen zu.
Die Darstellung der Sinusfunktion mithilfe der Exponentialfunktion ist rein analy-
tisch, kompakt und kann in einer Analysis Vorlesung genutzt werden, um nahezu
nahtlos an bereits vorhandenes technisches Wissen iiber Exponentialfunktionen
anzuschlielen.

Die Funktion sin : C — C ist definiert iiber

iz _ e*iz

sin(z) = —

Voraussetzung fiir ein grundlegendes Verstindnis der Definition bilden die sym-
bolischen Darstellungen: sin : C — C undsin(z) = elzaf_lz
sind die Konzepte: Funktion, komplexe Zahlen, Wertebereich, Definitionsbereich
und Exponentialfunktion. Fiir ein tieferes Verstindnis kann das Konzept der
komplexwertigen Funktionen hilfreich sei. Es konnen Zusammenhinge zur Defi-
nition des Sinus am Einheitskreis, der Definition iiber Potenzreihen und zur

Schwingungsdifferentialgleichung hergestellt werden.

. Darin enthalten
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Definition iiber Potenzreihen: Die Definition der Sinusfunktion mithilfe von
Potenzreihen baut auf der Leitidee der Approximation auf, indem die urspriing-
liche Funktion durch Taylorpolynome angenidhert wird. Dadurch wird eine
mogliche Rechenvorschrift gegeben, mit der Niherungswerte der Sinusfunktion
ausgerechnet werden konnen.

Die Funktion sin R — R ist definiert iiber

) S = 1)nx2n
sin(x):= -
ngo 2n)!

Bei dieser fachlichen Charakterisierung handelt es sich um eine vergleichs-
weise komplexe Definition, die auf eine beachtliche Menge an mathematischem
Vorwissen und technischen Kompetenzen zuriickgreift. Im Gegensatz zu den vor-
angegangenen Definitionen bendtigt diese Definition umfangreiches implizites
Wissen. Auch ist der symbolische Anteil wesentlich hoher. Um ein grundle-
gendes Verstindnis zu erlangen, ist die Kenntnis der folgenden symbolischen

(—1)"X2"

o0
Darstellungen notwendig: sinR — R, ). i

undsin(x). Ein verstindiger

Umgang mit diesen Symbolen beinha?tet die direkte Kenntnis der Konzepte:
Funktion, Wertebereich, Definitionsbereich, Summenzeichen, Potenzregeln und
Fakultat. Implizite Konzepte, die zu einem tieferen Verstindnis beitragen, sind:
Taylorreihen, Ableitung, Polynome und Grenzwerte.

Definition iiber die Produktdarstellung: Neben der Darstellung als unendliche
Reihe, kann die Sinusfunktion auch als unendliches Produkt dargestellt wer-
den. Die folgende Definition der Sinusfunktion geht auf Euler zuriick, der als
Erster systematisch mit unendlichen Produkten gearbeitet und wichtige Produkt-
entwicklungen aufgestellt hat. Bereits 1734 gab Euler eine Produktdarstellung der
Sinusfunktion an (Remmert & Schumacher 2007).

Es gilt fiir alle 7 € C

[o¢] Zz
sin(mz) =nz 1_[(1 - k—2>

k=1



96 4 Didaktisch orientierte Sachanalyse der Trigonometrie

Beweise fiir diese Aussage finden sich bei Remmert & Schumacher (2007). Dort
wird gezeigt, dass die logarithmische Ableitung der Produktdarstellung gleich
dem Kotangens ist. Da dies auch die logarithmische Ableitung der Sinusfunk-
tion ist, miissen beide Funktionen bis auf einen konstanten Faktor identisch
sein. Alternativ geben Remmert und Schumacher noch einen Beweis mithilfe
der Verdopplungsformel an. Die Produktdarstellung des Sinus ist dem Bereich
der Funktionentheorie zuzuordnen und entstammt der Theorie der unendlichen
Produkte, die Ahnlichkeiten zu der Theorie der unendlichen Reihen aufweist.
Entscheidend ist es, die Konvergenz eines solchen Produktes korrekt zu erfassen.
Zusammenfassend lédsst sich sagen, dass ein unendliches Produkt genau dann
konvergiert, wenn die Reihe aus Logarithmen der Faktoren konvergent ist (Balser
2008).

Um eine Funktion mit einer unendlichen Menge an Nullstellen zu kon-
struieren, wird der Produktsatz von Weierstral3 bendtigt, der mit konvergenzer-
zeugenden Faktoren arbeitet. Im Fall der Funktion f(z) = sin(wz) ist die
Nullstellenmenge gleich den ganzen Zahlen Z. Der Satz von Weierstral} liefert zu
dieser Nullstellenmenge die obige Produktdarstellung. Es ist zu erkennen, dass
zu jeder ganzen Zahl genau ein Faktor in dieser Darstellung gleich Null wird und
das Produkt somit auf den ganzen Zahlen verschwindet.

Definition iiber die Schwingungsdifferentialgleichung: Eine fachliche Charakte-
risierung der Sinusfunktion, die besonders in der Physik eine Rolle spielt, liefert
die Losung der Schwingungsdifferentialgleichung. Differentialgleichungen sind
ein wesentliches Werkzeug der mathematischen Modellierung. Die Modellie-
rung von Schwingungen eignet sich in besonderer Weise um den Nutzen der
Sinusfunktion als Modellfunktion fiir periodische Prozesse zu motivieren.

Fiir x € R definieren wir die Funktionen sin R — R als Losung der
Differentialgleichung

@) =—f)

Mit der Anfangsbedingung

£(0) =0 und f'(0) =1
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In dieser Definition werden nicht nur analytische, formale und technische
Eigenschaften der Funktion beschrieben, sondern substantielle Eigenschaften
geliefert, die in geeigneten Kontexten inhaltlich gedeutet werden konnen. In
einem physikalischen Kontext kann die Sinusfunktion genutzt werden, um die
momentane Auslenkung eines schwingenden Feder-Masse-Systems zu beschrei-
ben. Die erste Ableitung beschreibt in diesem Szenario die Geschwindigkeit
des Gewichtes zu einem bestimmten Zeitpunkt. Die zweite Ableitung ist ein
Ma8 fiir die Beschleunigung. Die allgemeine Schwingungsdifferentialgleichung
fiir ein Feder-Masse-System wird in der Physik durch die folgende Gleichung
beschrieben:

1" D
fr)y=——-f@

m

Dabei bezeichnet D die Federkonstante und m die Masse. Eine Losung der
Differentialgleichung ist f(¢) = sin(\/g . t). Der physikalische Zusammen-

hang der durch diese Differentialgleichung beschrieben wird, ldsst sich wie folgt
ausdriicken:

Die Beschleunigung, die ein Gewicht an einem Federpendel erfihrt, zeigt in
Richtung der Ruheposition und ist proportional zur Auslenkung des Gewichts.

Man erkennt in der Losung auBerdem, dass die Frequenz der Losungsfunktion
von der Masse abhingt. Da m im Nenner des Bruchs steht, gilt: Je grofer die
Masse ist, desto kleiner ist die Frequenz.

Definition iiber das Funktionalgleichungssystem: Blum und Torner (1983)
stellen in ihrem Buch Didaktik der Analysis schulische Einfiihrungen zu den
elementaren nicht-algebraischen Funktionen vor, die neben den ganzrationa-
len Funktionen zu den wichtigsten Funktionen zdhlen. Zu diesen Funktionen
gehoren die Exponentialfunktion, die Logarithmusfunktion und die trigonome-
trische Funktion. Die unterschiedlichen Zugéinge dienen dazu, Schiilerinnen
und Schiiler ,.exemplarisch mit der charakterisierenden Axiomatik vertraut zu
machen (Blum & Torner 1983). Blum und Torner unterscheiden zwischen der
elementar geometrischen Einfiihrung, der Einfiihrung der Sinusfunktion iiber
die Arcussinusfunktion, dem Zugang iiber die Differentialgleichung und der
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axiomatischen Einfiihrung iiber die Funktionalgleichung. Im Gegensatz zur alge-
braischen Funktion konnen nicht-algebraische Funktionen nicht durch die Angabe
einer Zuordnungsvorschrift eingefiihrt werden. Darum miissen nicht-algebraische
Funktionen auf andere Weise fachlich charakterisiert werden. Dieser Gedanken-
gang fiihrt bei der Exponentialfunktion und der Logarithmusfunktion zu den
Funktionalgleichungen f(x +y) = f(x) - f(3) und f(x-y) = f(x) + f(),
die sich in diesen speziellen Fillen geradezu aufdringen. Bei den Winkelfunk-
tionen liegt der Sachverhalt etwas anders und es fehlt ein direkter Zugang zu
den Funktionalgleichungen. Dennoch ist es moglich, sie durch eben solche zu
charakterisieren:

Fiir x € R werden die Funktionen sin R — R und cos R — R als Lisung der
Funktionalgleichungen definiert:

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y)

mit den Bedingungen

sin(x) .

lim =0
x—0 X
cos(0) =1

Blum und Torner weisen darauf hin, dass es sich bei der Einfiihrung der Sinus-
funktion iiber die Funktionalgleichung um eine grundlagentheoretisch interessante
Vorgehensweise handelt, diese jedoch nicht als Einfithrung der Winkelfunktionen
geeignet ist.
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Definition iiber die Verdopplungsformel: Der Vollstindigkeit halber wird
zum Schluss noch die Verdopplungsformel als charakteristische Funktionalglei-
chung der Sinusfunktion hervorgehoben (Remmert & Schumacher 2007).

Der Sinus ist gekennzeichnet durch die Eigenschaft

sin(2wz) = 2sin(wz) sin <71 (z + %))

Sowohl die Additionstheoreme als auch die Verdopplungsformel kénnen genutzt
werden, um die Sinusfunktion zu definieren und sind damit charakterisierende
Eigenschaften. Somit wird einmal mehr die Wichtigkeit dieser besonderen Glei-
chungen signalisiert und gezeigt, wie tief verankert sie im Kern der Trigonometrie
sind.

4.3.2 Zusammenhinge zwischen den fachlichen
Charakterisierungen

In diesem Abschnitt werden Zusammenhinge zwischen den fachlichen Charak-
terisierungen erkldrt und mathematisch formalisiert.

Zusammenhang zwischen Dreiecksdefinition und Einheitskreisdefinition: Es
wird an dieser Stelle gezeigt, dass die Definition des Sinus am rechtwinkligen
Dreieck mit der Definition des Sinus auf dem Intervall (0, 90°) beziehungs-
weise (0, %) tibereinstimmt. Die Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck
induziert eine Aquivalenzrelation auf der Menge der rechtwinkligen Dreiecke.
Dreiecke, die in einer Aquivalenzklasse liegen, haben das gleiche Seitenverhiltnis
von Gegenkathete zu Hypotenuse. Dadurch sind auch alle weiteren Seitenverhilt-
nisse gleich. Alle Dreiecke einer Aquivalenzklasse sind damit dhnlich zueinander.
In jeder Klasse liegt ein Reprisentant, dessen Hypotenuse die Linge 1 besitzt
(Abbildung 4.21). Bettet man dieses Dreieck wie in Abbildung 4.22 in ein Koor-
dinatensystem ein, erhédlt man einen Punkt P auf dem Einheitskreis, dessen
y-Koordinate dem entsprechenden Seitenverhiltnis im rechtwinkligen Dreieck
entspricht.
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Abbildung 4.21 ¥
Aquivalenzklasse von

rechtwinkligen Dreiecken

Sm(a)

0

Auf der anderen Seite ldsst sich zu jedem Punkt P im ersten Quadranten
auf dem Einheitskreis ein rechtwinkliges Referenzdreieck konstruieren, indem der
Punkt P auf die x-Achse projiziert wird (vgl. Abbildung 4.22). Jedes dieser
Referenzdreiecke ist Reprisentant einer Aquivalenzklasse. Da die Hypotenuse
des Referenzdreiecks die Linge 1 hat, entspricht die y-Koordinate des Punktes
P dem entsprechenden Seitenverhiltnis.

Abbildung 4.22 AT ——
Einheitskreis mit
Referenzdreieck 0.8

06

04 1

0.2

Die beiden Definitionen gleichen sich auf dem Intervall (0, 90°) beziehungs-
weise auf (O, %) und sind unabhingig von der Wahl eines Reprisentanten. Die
Definition des Sinus am Einheitskreis ldsst sich auf die reellen Zahlen erweitern.

Zusammenhang zwischen der Definition am Einheitskreis und iiber die
Umkehrfunktion der Bogenliingenfunktion: Durch die Umkehrung der Bogen-
langenfunktion wird die geometrische Definition am Einheitskreis formalisiert
und damit der Analysis zugdnglich gemacht. Die Sinusfunktion ordnet einem
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Kreisbogenstiick der Linge o die Léinge s auf der y-Achse zu (vgl. Abbil-
dung 4.23 links). Die Umkehrfunktion der Sinusfunktion arcsin(s) kehrt diese
Zuordnung um; einem Stiick auf der y-Achse wird die Lénge eines Bogenstiicks
o zugeordnet: arcsin(s) = «. Da iiblicherweise Abbildungen angeschaut werden,
die Werte auf der x-Achse als Argumente nehmen, wird das Koordinatensystem
fiir die Umkehrfunktion arcsin(s) an der Geraden y = x gespiegelt (vgl. Abbil-
dung 4.23). Ziel ist es nun, zum Wert s den passenden Kreisbogenabschnitt o zu
berechnen.

arcsin(s)
[ T -

05

Abbildung 4.23 Arkusinusfunktion

Die obere Hilfte des Einheitskreises iiber der x-Achse kann durch den
positiven Teil der Wurzelfunktion f(x) = ++/1 — x2 dargestellt werden. Die
Bogenléinge einer Funktion f(x) auf dem Intervall [0, s] kann mit der Formel

s A2
Ly(s) = {,/ 1+ (f(x) ) - dx berechnet werden. Fiir ein s € [—%, 5] erhilt

man damit fiir die Bogenlidnge «:

s N2 s 1 2 y 1
w= 1+ () 'd“{/”(m'(‘“)) B N

Bei dem ermittelten Funktionsterm auf der rechten Seite der Gleichung handelt
es sich um die Integraldarstellung der Arkussinusfunktion. Die Umkehrfunktion
der Arkussinusfunktion entspricht daher der Sinusfunktion.
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Zusammenhang zwischen der Definition iiber die Exponentialfunktion und der
Definition am Einheitskreis: Es folgt eine geometrische Deutung der Gleichung
am Einheitskreis:

sin(x) = oy
i

. . . .2 . _ . — . .
Fiir den Betrag von e'* gilt: |e’x| = el¥ . elx = ol . pl¥ = ¥ L pTIN = 0 = ]

Die Werte von e'* haben einen Abstand von 1 zum Ursprung und liegen somit auf
dem Einheitskreis in der komplexen Zahlenebene. Weiterhin sind e/*. und e~
komplex konjugiert zueinander, das bedeutet, dass sie an der x-Achse gespiegelt
sind. Dementsprechend sind e’* und —e™"* auch an der y.-Achse gespiegelt. Wer-
den beide Terme addiert, verschwindet der reelle Part und das Ergebnis liegt auf
der imagindren Achse und ist betragsméBig doppelt so grofl wie der Imaginérteil
von ¢*. . Durch die Division mit 2i entsteht einen reeller Wert, der dem Sinus
von x entspricht (vgl. Abbildung 4.24).

Abbildung 4.24 Die
Definition iiber die
Exponentialfunktion am
Einheitskreis

Zusammenhang zwischen der Definition iiber die Exponentialfunktion und
der Definition iiber Potenzreihen: Das entscheidende Bindeglied zwischen den
beiden Darstellungen liegt in der eulerschen Formel e/ = cos(z)+i -sin(z). Diese
Formel kann auf algebraischem Wege verifiziert werden, indem die Theorie der
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Taylorreihen hinzugezogen wird. Dazu reicht die Kenntnis der n-ten Ableitung
der Exponentialfunktion, der Sinusfunktion und der Kosinusfunktion aus.

Funktion n-te Ableitung

fo) =e' fO @) =t

F®(x) = (=1)7 -sin(x)
f(”)(x) = (71)%

f(x) = sin(x)

- cos(x)

fiir n. gerade

fiir n ungerade

M) = (=172 - cos(x)
FOx) = (=)'

J(x) = cos(x)

- sin(x)

fiir n gerade

fiir n ungerade

Die Taylorreihe einer Funktion g(x) um die Stelle 0 wird durch folgende

Vorschrift gebildet:

Te(x,0) =

Z g ,
X
n'

n=0

Somit entsteht fiir die Exponentialfunktion die Reihe:

o 6’0 0 X" 2 x3 x4
— n __ —
Ter(x,0) =) —x"=3 — = 1+x+—+3 + gt
n=0 n=0
fiir die Sinusfunktion:
o0 . o0
A (=1)"-sin(0) ,, (=1)" - cos(0) 5,4
Tsin(x) (x, 0) = Z Tx + Z W}c
n=0 n=0
2n+1 x3 xS x7
—Z( e TR Tk T

und fiir die Kosinusfunktion:

= (—=1)" 105(0) , (

Z 2n!

n=0

Tcos(x) (x,0) =

2

n=0

2

x 4

X

|+4v

n=0

(=1 -sin(0) 5,44

2n + 1!

X6

6!+
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Es ist bereits zu erkennen, dass sich die Potenzen in der Taylorreihe der Expo-
nentialfunktion auf die Taylorreihe der Sinus- und Kosinusfunktion aufteilen.
Hierbei tauchen die ungeraden Exponenten in der Sinusfunktion und die gera-
den Exponenten in der Kosinusfunktion auf. Das alternierende Vorzeichen lasst
sich durch das rein komplexe Argument erkliren, denn es gilt i%" = (—1)" und
21+l = (—1)* . i und damit:

n . \3 . \4 . \5
T (ix,0) = Z—(l;) =1+ix +(lx) +(l;) +(l:‘) +(l;)

x2 X Xt xd

:1+i—?!—l §+*+l 5‘+

= Z( 1)2’1 + Z( 1)2ﬂ+1 x2n+]
2n + 1)!

=1- Tcos(x) (x,0) + Tsin(x) (x,0)

Mit dieser Gleichheit zeigt sich schlieBlich die Korrektheit der eulerschen
Gleichung und man erhilt:

ix

e — eTix _cos(x) +isin(x) — (cos(—x) + i sin(—x))
2 2i
_cos(x) +1i sin(x) — (cos(x) — i sin(x))
B 2i
2 -1 -sin(x)

= =sin()

Zusammenhang zwischen der Potenzreihendarstellung und der Produktdar-
stellung: Mit den Taylorreihen als Grenzwert der Taylorpolynome ist es moglich,
auch nicht-algebraische Funktionen wie die Sinusfunktion als unendliche Summe
von Potenzen einer Variable darzustellen. Jedes Taylorpolynom ist endlich und
zerfillt nach dem Hauptsatz der linearen Algebra iiber den komplexen Zahlen in
Linearfaktoren. So ist es moglich, zu der Folge der n-ten Taylorpolynome eine
Folge von Produktdarstellungen zu konstruieren. Es stellt sich dann die Frage, ob
diese Folge von Produktdarstellungen konvergiert und wie ein solcher Grenzwert
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aussieht. Der weierstralsche Produktsatz gibt eine Antwort auf diese Frage und
fiihrt zur Produktdarstellung des Sinus.

Zusammenhang zwischen der Definition iiber die Exponentialfunktion und der
Schwingungsdifferentialgleichung: Bei der Schwingungsdifferentialgleichung
handelt es sich um eine lineare homogene Differentialgleichung 2. Grades. Die
Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f'(0) = 1 legen eine eindeutige Losung fest,
die mit dem Exponentialansatz gefunden werden kann. Dafiir wird f(x) = e**
gesetzt. Eingesetzt in die Differentialgleichung f”(x) = — f (x) erhilt man A% =
—1, also A = £+/—1 = =i. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung
lautet:

f(x) =cre™™ + cre’™

Aus den Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f/(0) = 1 ergibt sich das folgenden
lineare Gleichungssystem:

c1+c=0

—i-c1t+i-cp=1

Und damit ¢ = 2—11 und ¢ = 2—11 Die spezielle Losung lautet:

_ e—ix + eix )
——F— =sin(x

2i )
Alternativ kann dieser Zusammenhang rein algebraisch durch direktes zweifa-
ches Ableiten der iiber die Exponentialfunktion definierten Sinusfunktion gezeigt
werden. Es gilt:

eit — iz

e
f(Z)ZT

i-elt— (=i) ez el 4 emiz
2i 2

(@)=

moy b et 4 (—i) e _ —elt et — _
)= 3 =———=-/0
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AuBerdem gilt f(0) = 0 und f/(0) = 1, damit ist f(z) die eindeutige Losung
der Differentialgleichung.

Zusammenhang zwischen der Schwingungsdifferentialgleichung, der Ver-
dopplungsformel und dem Funktionalgleichungssystem: Die Definition iiber
die Schwingungsdifferentialgleichung unterscheidet sich von den vorherigen
Definitionen im Wesentlichen dadurch, dass bei diesem Zugang weder eine kon-
krete Rechenvorschrift noch eine geometrische Interpretation angegeben wird.
Stattdessen wird die Sinusfunktion mit einer fiir sie charakterisierenden Eigen-
schaft beschrieben: die zweite Ableitung der Funktion ist gleich der negativen
Ursprungsfunktion. Eine Funktion, die dieser Differentialgleichung geniigt und
die auBerdem die Anfangsbedingungen f(0) = 0 und f/(0) = 1 erfiillt, ist die
Sinusfunktion. Eine dhnliche Differentialgleichung ist von der Exponentialfunk-
tion bekannt, bei der die erste Ableitung der Ursprungsfunktion gleicht. In diesem
Sinne dhnelt diese Art der Charakterisierung der Definition iiber die Verdopp-
Iungsformel und iiber das Funktionalgleichungssystem. In allen drei Fillen wird
die Sinusfunktion in gewisser Weise axiomatisch eingefiihrt. Das heifit, es werden
Eigenschaften einer Funktion vorgeschrieben, welche die Funktion vollstindig
charakterisieren ohne dabei Aussagen iiber deren Anwendung oder Rechenvor-
schrift zu machen. Die Verdopplungsformel gibt an, wie sich der Funktionswert
veridndert, wenn das Argument verdoppelt wird und macht damit Aussagen iiber
das charakteristische Kovariationsverhalten der Sinusfunktion im multiplikati-
ven Fall. In Analogie dazu fiihrt beispielsweise bei quadratischen Funktionen
die Multiplikation des Arguments mit dem Faktor 2 zu einer Vervierfachung
des Funktionswertes. Das Funktionalgleichungssystem erkldrt wiederum, wie
sich Werte der trigonometrischen Funktionen verhalten, wenn zwei Argumente
addiert werden. Dieses Gleichungssystem ist fiir die trigonometrischen Funktio-
nen genauso charakterisierend, wie es die Gleichung f(x +y) = f(x) + f(y)
fiir die linearen Funktionen ist.

Zusammenhang zwischen dem Funktionalgleichungssystem, der Verdopp-
lungsformel, der Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck und am
Einheitskreis: Bei dem Funktionalgleichungssystem handelt es sich um die Addi-
tionstheoreme fiir Sinus und Kosinus. Diese konnen sowohl am Einheitskreis als
auch am rechtwinkligen Dreieck hergeleitet werden. Im Folgenden betrachten wir
die Herleitung mithilfe rechtwinkliger Dreiecke (vgl. Abbildung 4.25):
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Abbildung 4.25 E C D
Herleitung der 2 A
Additionstheoreme mithilfe .
rechtwinkliger Dreiecke
¥
1
| B
B
a 44

(@)

Da die Strecke OC = 1 ist, gelten mit der Definition des Sinus als Ver-
hiltnis von Gegenkathete zu Ankathete im rechtwinkligen Dreieck die folgenden
Gleichungen:

OB = cos(B) und CB = sin(B)

Weiterhin gilt:

OA = cos(B)cos() und AB = sin(a)cos(B)

Da der gesuchte Winkel an der Stelle B gleich dem Winkel « ist, erhdlt man
auflerdem die folgenden Gleichungen:

DB = cos(a)sin(B) und CD = sin(«)sin(B8)

Der gesuchte Winkel am Punkt C betrigt o + B und damit gilt:

EC = cos(a 4+ B)und OFE = sin(x + B)

Es gilt weiterhin:
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EC=0A-CD
OFE = DB + BA

Wird alles zusammengefiigt, erhilt man die Additionstheoreme fiir Sinus und
Kosinus:

sin(a + B) = cos(a) sin(B) + sin(a)cos(B)
cos(a + B) = cos(B) cos(a) — sin(B)sin(w)

Aus den Additionstheoremen folgt schlielich auch die Verdopplungsformel, denn
es gilt:

sin(2 - o) = cos() sin(a) + sin(a) cos(a) = 2 - sin(a) cos(e)

=2 -sin(e) - sin(a + 90°)

4.3.3 Die Ableitung der Sinusfunktion

Wie in den vorigen Abschnitten gezeigt wurde, spielt die Ableitung der Sinus-
funktion eine wichtige Rolle, wenn es darum geht den Zusammenhang zwischen
bestimmten Darstellungen herzustellen oder zu iiberpriifen, ob eine gewdhlte
Darstellung der Sinusfunktion korrekt ist. So ergibt sich beispielsweise die
Potenzreihenentwicklung der Sinusfunktion aus der Kenntnis der Ableitung der
Exponentialfunktion, des Sinus und des Kosinus. Die Produktdarstellung erweist
sich als korrekt, weil ihre logarithmische Ableitung mit der des Sinus iiber-
einstimmt und die Definition iiber die Schwingungsdifferentialgleichung macht
Aussagen liber die zweite Ableitung der Sinusfunktion. Daher wird in diesem
Abschnitt die Ableitung der Sinusfunktion — unter Beriicksichtigung formaler
und anschaulicher Aspekte — dargestellt.

Der klassische algebraische Beweis um die Kosinusfunktion als Ableitung der
Sinusfunktion zu etablieren, verlduft iiber die Bildung des Differentialquotienten
fiir sin(x) unter zur Hilfenahme des Additionstheorems:
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sin(x 4 k) = sin(x) cos(h) + cos(x)sin(h) 4.1

und der Grenzwerte:

sin(h)

li =1 4.2
hl—% h (4.2)
h)—1
% =0 4.3)
h—0 h

Die Additionstheoreme wurden bereits im vorigen Abschnitt bewiesen. Fiir den
Grenzwert in Gleichung 4.2) betrachte man Abbildung 4.26:

Abbildung 4.26

Grenzwert sin(h)/h — D

sin(h)

o8 A\ %

0.4

0.2

1) C) 0.2 0.4 0.6 :,.1(‘.?1 ('

Fiir die Flichen der Dreiecke AOCB und AOCD, sowie die Fliche des
Kreissegments £ OC B gilt die folgende Ungleichung:

AOCB < £0CB < 0CD

Weiterhin lassen sich die Fliachen mit den folgenden Formeln berechnen:

sin(h) h tan(h)

AOCB = ,KOCD:E und AOCD = 2

Damit ergibt sich:
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sin(h)

sin(h) < h < tan(h) = 1>

> cos(h)

Fiir den Grenzwert & — 0 erhilt man den gesuchten Grenzwert. Der Grenzwert in
Gleichung 4.3) ldsst sich durch die folgende Gleichungskette beweisen (Korntreff
2018):

cosh) =1 1—cos(4+4)  1—cos(4)’ +sin(4)’

Mit dem Grenzwert aus Gleichung 4.2) folgt das gesuchte Ergebnis. Fiir den
Differentialquotienten gilt dann:

. sin(x + h) — sin(x) . sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)
lim = lim
h—0 h h—0 h

— lim sin( )cos(h) -1 i ( )sin(h)
= lim sin(x h lim cos(x

= cos(x)

Es handelt sich um einen formal deduktiven Beweis, der kaum an konkrete
geometrische Vorstellungen des Sinus ankniipft. Kirsch (1979) hélt in seiner
Arbeit dennoch ein starkes Plddoyer fiir die Behandlung der Ableitung der
Sinusfunktion in der Schule. Statt des klassischen algebraischen Beweises, lie-
fert Kirsch Alternativen um die Ableitung der Sinusfunktion verstdndnisorientiert
zu unterrichten und auf den geometrischen Vorstellungen der Schiilerinnen und
Schiiler aufzubauen. Dazu wird die Sinusfunktion anhand des Funktionsgra-
phen zeichnerisch differenziert, um die Gleichung sin’(x) = cos(x) anschaulich
zu begriinden. Anschliefend wird eine inhaltliche Begriindung des Sachverhal-
tes geliefert. Dies kann durch eine Argumentation am Einheitskreis geschehen.
Kirsch stellt dazu verschiedene Ansitze vor, die in ihrer mathematischen Strenge
variieren. Ein anschaulicher priaformaler Beweis nutzt die folgende Skizze (vgl.
Abbildung 4.27):
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Abbildung 4.27
Ableitung der Sinusfunktion
am Einheitskreis (vgl. . .
Kirsch 1979) sin(x + h) .
sin(z) b P
x
ol Q

In dieser Skizze zeigt sich, wie sich die y-Koordinate eines Punktes P verindert,
wenn dieser ein kleines Stiick /# entlang des Kreisbogens lduft. Fiir sehr kleine
Bogenstiicke / kann dieser Teil durch die Tangente angendhert werden. Hierdurch
entsteht ein kleines rechtwinkliges Dreieck am Punkt P, das édhnlich zu dem
groen Dreieck AO QP ist. Werden nun die entsprechenden Seitenverhiltnisse
in beiden Dreiecken verglichen, erhilt man die Gleichung:

cos(x) sin(x + &) — sin(x)
1 h

Ein ganz &dhnliches Argument kann in der Differenzenmethode des Aryabhata
(vgl. Abschnitt 4.2.8) gefunden werden. Auch die Ableitung als momentane
Anderungsrate lisst sich durch geeignete periodische Prozesse in Verbindung mit
der Sinusfunktion bringen (Katter 2017).

Eine andere Moglichkeit, die Ableitung der Sinusfunktion zu verstehen, erhilt
man, indem der Einheitskreis als Kurve aufgefasst wird, die iiber die Sinus- und
Kosinusfunktion parametrisiert ist ¢ : R — R2, ¢(x) = (cos(x), sin(x)). Die
geometrische Deutung der Ableitung von ¢ am Punkt x( entspricht dem Tangen-
tialvektor am Einheitskreis mit der Linge 1 (vgl. Abbildung 4.28). Dieser steht
orthogonal zum Radius. Wird der Tangentialvektor in den Ursprung verschoben,
ist zu erkennen, dass dieser Vektor dem Ortsvektor des Punktes ¢(xp) um 90°
bzw. % vorrauseilt. Somit folgt:

¢’ (x0) = (cos’(xo), sin’(x0)) = (= sin(xp), cos(xp))
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» P & P = (cos(x), sin(x))

05

Abbildung 4.28 Anschauliche Begriindung der Ableitung der Sinusfunktion am Einheits-
kreis

Zusammenfassung: Durch die logische Genese der Trigonometrie wird deutlich,
dass die Sinusfunktion auf duBlerst vielfiltige Weise definiert bzw. dargestellt
werden kann. Jede der untersuchten Definitionen bildet gewisse Aspekte der
Sinusfunktion ab und erfiillt dadurch unterschiedliche Zwecke. Die geometrischen
Definitionen am rechtwinkligen Dreieck und am Einheitskreis sind aufgrund ihrer
Anschaulichkeit im besonderen Mafle dazu geeignet, Grundvorstellungen beim
Lernenden aufzubauen. Mithilfe der explizit und implizit verwendeten mathema-
tischen Konzepte ist es moglich, bei der Formulierung von Grundvorstellungen
entsprechende Grundkenntnisse zu benennen, die notwendig sind, um ein Grund-
verstindnis aufzubauen. Im Falle der Definition am rechtwinkligen Dreieck ist
eins dieser implizit verwendeten Konzepte die ,,Ahnlichkeit von Dreiecken®. Die
zugehorige Grundkenntnis, die zur Definition am rechtwinkligen Dreieck gehort,
lautet: entsprechende Seitenverhdltnisse in dhnlichen Dreiecken sind gleich. Auch
zu den formal algebraischen Definitionen ist es denkbar, spezifische Grundvor-
stellungen mit entsprechenden Grundkenntnissen zu formulieren, die sich im
jeweiligen mathematischen Gebiet als niitzlich erweisen.
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4.4 Anwendungskontexte der Trigonometrie

Anwendungskontexte sind der Schliissel zur Konzeption ficherverbindenden
Unterrichts. Sie konnen auf Schiilerinnen und Schiiler durch ihre Anwendungs-
relevanz motivationsfordernd wirken und bilden auBlerdem die Grundlage fiir
tragfdhige Individualvorstellungen. Im Schulunterricht beziehen sich die Anwen-
dungskontexte der Trigonometrie zu einem Grofteil auf die Berechnung von
Seiten in rechtwinkligen Dreiecken, dabei haben viele Anwendungskontexte tri-
gonometrischer Funktionen nur wenig mit Dreiecken zu tun. Trigonometrische
Funktionen sind unsere stindigen Begleiter, wenn wir einen Anruf auf einem
Handy entgegennehmen, uns mit einem Laptop ins W-Lan einloggen oder Musik
tiber eine Stereoanlage horen. Bei all diesen Phidnomenen spielen elektroma-
gnetische und mechanische Wellen, die durch den Graphen der Sinusfunktion
dargestellt und mathematisch modelliert werden konnen, eine entscheidende
Rolle. Die Ahnlichkeit zwischen dem Funktionsgraphen der Sinusfunktion und
der Momentaufnahme einer schwingenden Saite lidsst auf die wesentliche Bedeu-
tung trigonometrischer Funktionen auch in der Musiktheorie schlieBen. Ahnlich
bedeutend sind diese Welleneigenschaften bei der Untersuchung von Wellen-
bewegungen in der Ozeanographie, Seismologie und der Radiologie. Sie sind
auBlerdem ein wichtiges Werkzeug um wiederkehrende Phinomene aus Bereichen
der Klimaforschung, der Biologie und der Okonomie zu modellieren (Brown &
Rice 2011). Eine der weitreichendsten Anwendungen trigonometrischer Funk-
tionen liegt im Einsatz von Fourierreihen: unendliche Summen von Sinus- und
Kosinusfunktionen mit denen alle periodischen Funktionen approximiert wer-
den konnen. Durch die sogenannte Fourieranalyse konnen Funktionen in ihre
periodischen Anteile zerlegt werden. Diese Technik ist aulerordentlich niitzlich
bei der Losung partieller Differentialgleichung, wie der Wirmeleitungsgleichung,
da Sinusfunktionen besonders einfache Losungen dieser Gleichung liefern. Ein
weiteres Einsatzgebiet ist die Signalverarbeitung, wo beispielsweise durch die
diskrete Kosinustransformation die GroBe von Video-, Audio- und Bilddateien
verdndert werden kann (Mali & Miiller 2000).

4.4.1 Fourieranalyse

In Abschnitt 4.3.2 wurde gezeigt, wie mithilfe der Taylorpolynome die Sinus-
funktion sin als unendliche Summe von Potenzen der Variable x dargestellt
werden kann. Charles Fourier (1772-1837) drehte den Spiel um: Statt trigono-
metrische Funktionen durch Polynome auszudriicken, konstruierte er eine Reihe
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von Funktionen, indem er Sinus- und Kosinusfunktionen nutzte. Diese Fourier-
analyse ist in der Lage, periodische Funktionen in ihre elementaren Bausteine
aufzubrechen. Man stelle sich vor, ein Geiger spiele zwei Saiten seiner Geige
gleichzeitig an: Beide Saiten senden jeweils eine Schallwelle aus. Ein Mikro-
phon, das diesen Klang aufnimmt, registriert jedoch nur eine Schallwelle und
zwar die Uberlagerung dieser beiden Schallwellen. Mit der Methode von Fou-
rier ist es rechnerisch moglich, aus dieser Schallwelle die Frequenzen der beiden
Saiten zurtickzugewinnen.

Dariiber hinaus konnen selbst unstetige Funktionen durch eine unendliche
Summe von Sinus- und Kosinusfunktionen approximiert werden. Ein klassisches
Beispiel ist die Rechteckschwingung, die zwischen zwei Werten hin und her
schwingt (vgl. Abbildung 4.29).

Abbildung 4.29
Rechteckschwingung

Diese Rechteckschwingungen werden beispielsweise bei der Klangerzeugung
in Synthesizern benutzt. Die Fourierreihe fiir die Rechteckschwingung mit einer
Amplitude von 1 und einer Periode von 2 lautet (van Brummelen 2020):

4 4 4 4
—sin(wt) + — sin(3wt) + — sin(Sxwt) + — sin(77wt) + ...
T 3r Sm T

Um die Koeffizienten und die Frequenzen der Fourierreihe zu finden,
wird folgendermaBen vorgegangen: Fouriers Annahme besagt im diskre-
ten Fall, dass eine periodische Funktion f(¢#) durch die Summe:f(t) =~

Z (ag sin(kmt) + by cos(kmt)) approximiert werden kann. Da es sich bei der

Rechteckschwmgung um eine ungerade Funktion handelt, kann auf den Kosinus-
teil verzichtet werden. Die Aufgabe besteht nun also darin, die Koeffizienten ay
zu finden. Dazu wird zunichst f(¢) mit sin(z) multipliziert.
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f@@) -sin(wt) =ay - sin(z'rt)2 + ay - sin(2xt) - sin(nwt) + a3 - sin(3xt) - sin(we) + ...

Anschlielend wird das Integral der einzelnen Summanden auf dem Intervall [0,2]
berechnet. Bei allen Summanden, auf3er bei a;, verlduft die Kurve des Produktes
genau so viel oberhalb wie unterhalb der x-Achse, wodurch alle Summanden bis
auf einen verschwinden. Diese Eigenschaft wird auch als Orthogonalititsrelation
bezeichnet. Es gilt:

2}1 sin(m - t) sin(n - t) = Of?rn 7 m
0 1firn=m

Das bedeutet:

2 2
[ f@)sin(zt)dt = [aj sin(wt)’dt
0 0

Auf der rechten Seite der Gleichung bleibt a; stehen. Fiir die linke Seite gelangt
man zu folgender Rechnung:

1x €[0,1]

f(t):[—lxe[l,Z]

= — =4a]

2 . [ |: cos(rrt):| 1 4
S f@)sin(mt)dt =2 [sin(wt)dt =2| — 0
0 0

/g

In gleicher Weise fiahrt man fiir a, fort, indem f(¢) mit sin(nwt) multipliziert
wird.

4.4.2 Schwingungen und Wellen
Als Schwingungen werden zeitlich periodische Schwankung einer Zustandsgrofie

bezeichnet, wohingegen eine Welle als rdumliche Ausbreitung einer Schwin-
gung definiert wird (Magnus et al. 2016). Schwingungen und Wellen tauchen
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in der Natur und in vielen Bereichen der Technik auf: es dndert sich in regel-
miBigen Abstinden der Wasserstand in Kiistengebieten durch die Gezeitenkrifte,
eine Gitarrensaite schwingt auf und ab und erzeugt dadurch eine Schallwelle,
Schwingkreise in einem Radiosender erzeugen elektromagnetische Wellen, die
Informationen iiber weite Distanzen tibermitteln konnen. Der Zustand dieser Sys-
teme kann durch die geeignete Wahl einer Zustandsgrofie beschrieben werden:
Hohe, Druck, elektrische Spannung etc. Schwingungen beschreiben die zeitliche
Anderung x(¢) dieser ZustandsgroBe. Von besonderem Interesse sind Vorginge,
in denen sich diese Zustandsgrofen periodisch dndern. In diesen Fillen gilt:

x(t+T)=x()

Der Wert T wird als Periode oder Schwingungsdauer bezeichnet. Die Frequenz
f ergibt sich als Kehrwert der Periode f = % und wird in Hertz angegeben. Ein
weiterer Kennwert einer periodischen Schwingung ist die Amplitude. Die Ampli-
tude A gibt den Maximalwert der Schwingung an A = x4, an. Die Schwingung
der A-Saite einer Gitarre durchlduft innerhalb einer Sekunde 110 Schwingun-
gen. Die Periodenlidnge betrigt also ﬁ Sekunden, die Frequenz betrigt 110
Hertz. Die Amplitude héngt von der Spannkraft der Saite ab und bewegt sich in
einem Bereich von ca. —1mm bis +1mm. Die Schallwelle, die von dieser Saite
ausgesendet wird, entsteht durch Luftstofe, die den Luftdruck in Richtung der
Schallwelle in stetiger Weise erhohen und verringern. Bei einer Schallgeschwin-
digkeit von 343,2 m/s entsteht so eine Schallwelle mit einer Wellenlidnge von
3, 12 Metern.

Ein Schwingungsvorgang wird meist in einem s, 7-Diagramm dargestellt. Auf
der x-Achse wird die Zeit ¢t und auf der y-Achse der Wert s der Zustandsgrofie
abgetragen. Eine gleichformige periodische Schwingung liefert auf diese Weise
den Graphen einer Sinusfunktion. Ein weiterer Zusammenhang besteht zwischen
der Sinusfunktion und einer gleichférmigen Kreisbewegung, der mithilfe eines
Zeigerdiagramms veranschaulicht werden kann.

Die Sinusfunktion bildet bei vielen in der Natur und der Technik vorkom-
menden Prozessen eine gute Annidherung und wird zur Modellierung eben jener
Phénomene genutzt. Auch bei nicht gleichformigen Schwingungen bietet sich die
Sinusfunktion an. Durch eine Kombination aus Sinusfunktionen mit unterschied-
lichen Frequenzen konnen auch kompliziertere periodische Prozesse modelliert
werden.
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4.4.3 Rundfunk

Mit der Entdeckung der elektromagnetischen Wellen durch Heinrich Hertz (1857—
1894) begann auch die Geschichte des Rundfunks. In kiirzester Zeit wurde das
Phinomen der elektromagnetischen Schwingkreise genutzt und durch Radio-
empfinger technisch salonfihig gemacht. Damit war es moglich, Informationen
umgehend iiber weite Strecken zu senden und damit nahezu jegliches physische
Hindernis zu iiberwinden. Dabei wurden die gewiinschten Informationen, wie
zum Beispiel eine Audiobotschaft, den elektromagnetischen Wellen gewisserma-
Ben aufgeprigt. Eine Radiostation nutzt dafiir eine Welle mit einer bestimmten
Trigerfrequenz. Der Frequenzbereich eines handelsiiblichen Ultrakurzwellen-
(UKW) Radios liegt zwischen 87-108 Megahertz. Also ca. 100 Millionen
Oszillationen in der Sekunde. Um eine Audiobotschaft iiber eine Radiostation
mit einer elektromagnetischen Trigerfrequenz zu verschicken, konnen analoge
Modulationsverfahren verwendet werden. Die Modulation einer sinusférmigen
Trigerschwingung erfolgt durch eine zeitliche Anderung der Amplitude a, der
Frequenz f oder der Phase ¢:

x(t) = asin(ubt + ¢)

Je nachdem welcher Parameter verindert wird, wird von der Amplitudenmodula-
tion (AM), Frequenzmodulation (FM) oder Phasenmodulation (PM) gesprochen
(Roppel 2006). In den Anfingen des Rundfunks wurde hauptséchlich die Ampli-
tudenmodulation genutzt. Diese ist einfach umzusetzen, hat allerdings eine gerin-
gere Bandbreite als die Frequenzmodulation und ist zudem auch storanfilliger.
Sie wird auf ein Frequenzband von O bis 4,5 Kilohertz iibertragen.

Bei der Amplitudenmodulation wird die Amplitude einer hochfrequenten Tri-
gerschwingung x(t) = A - sin(2w ft) durch ein analoges Signal s(#) moduliert
(vgl. Abbildung 4.30). Mathematisch wird diese Modulation durch ein Produkt
der beiden Funktionen beschrieben:

xs(t) = (1 4 pus(t)) - x ()

Die Amplitude des analogen Signals ist auf 1 normiert, somit gilt [s(#)| < 1 und
der Modulationsindex p liegt zwischen 0 und 1.
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Abbildung 4.30 Amplitudenmodulation einer Sinuswelle (x(7), (1 4+ 0, 9s(¢)) und x,(t))

Dieses Beispiel zeigt, wie sich der Nutzen der trigonometrischen Funktionen
im Laufe der Zeit gewandelt hat. Dienten die Sinus- und Kosinusfunktionen bis
zum 16. Jahrhundert hauptséchlich dazu, geometrische Probleme zu 16sen, die aus
Vermessungsaufgaben und der Navigation entstammten, werden sie heutzutage
genutzt, um Wellen und Schwingungen zu beschreiben.

4.4.4 Die schiefe Ebene

Im Umgang mit vektoriellen physikalischen Gréen dient die Sinusfunktion als
Hilfsmittel, um in entsprechenden Situationen Projektionen dieser Grofien zu
berechnen. Beispielhaft wird diese Anwendung an der schiefen Ebene erldutert.
Exemplarisch dafiir steht die fiir den Physikunterricht schulrelevante Frage: Wie
schnell rollt ein Fahrrad einen Berg hinunter? Oder priziser ausgedriickt: Mit
welcher Kraft wird ein Fahrrad beschleunigt, das einen Berg hinabrollt? Zunéchst
erscheint es offensichtlich, dass diese Kraft von der Neigung der Ebene abhingt:
je steiler der Abhang, desto schneller rollt das Rad. Doch wie genau die Kraft
von der Neigung der Ebene abhingt, muss geklirt werden:

Im freien Fall wird das Fahrrad von der Gewichtskraft f:, beschleunigt. Das
bedeutet, dass das Fahrrad eine Beschleunigung von 9.81 ;”—2 erfihrt. An einem
Abhang wird diese Kraft in zwei Komponenten aufgeteilt. Die Komponente, die
parallel zur schiefen Ebene wirkt, wird als Hangabtriebskraft I?Z bezeichnet,
wihrend die andere Komponente, die senkrecht auf ihr steht, Normalkraft I?N
heift. Zur Berechnung der Hangabtriebskraft wird der Vektor der Gewichtskraft
auf die schiefe Ebene projiziert, wodurch ein rechtwinkliges Dreieck entsteht
(vgl. Abbildung 4.31). Bei einer Neigung von « gilt damit: ITH) = f:, -sin(a). Der
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Faktor sin(«) gibt also das Verhiltnis von Hangabtriebskraft zur Gewichtskraft
an und kann in diesem Kontext als Projektionsfaktor verstanden werden.

Abbildung 4.31
Projektion der
Gewichtskraft auf eine
schiefe Ebene

\

Beispiel: Die Steigung deutscher Autobahnen tiberschreitet selten einen Wert von
8 %. Bei dieser Steigung liegt der Neigungswinkel bei arctan(%) ~ 4.57°.
Der Faktor zur Berechnung der Hangabtriebskraft betridgt sin(4.57°) ~ 0.08. Ein
Auto, das eine solche Strale ungebremst und reibungsfrei eine Minute hinunter-
rollen wiirde, erfahrt eine Beschleunigung von 0.08 -9.8145 = 0.72%3 und wiirde
damit eine Endgeschwindigkeit von 60-0.72% = 155.5km /h erreichen, ein Wert,
der wegen der Luftreibung und anderen Reibungsverlusten eher unrealistisch ist.

4.4.5 Sternenparallaxe

Wie bereits im historischen Uberblick dargestellt, sind die Urspriinge der Trigo-
nometrie zum groflen Teil in der Astronomie zu verorten (vgl. Abschnitt 4.2). Die
Astronomie beschiftigte sich mit der Bestimmung von Abstandsverhiltnissen im
Sonnensystem durch die keplerschen Gesetze, der Beschreibung der Planetenbah-
nen und den Auf- und Untergangszeiten der Sonne. Bei diesen Arbeiten wurden
unbekannte Groen in sphirischen Dreiecken berechnet, also Dreiecken, die auf
einer Kugeloberfliche liegen, woraus sich die sphirische Trigonometrie entwi-
ckelte. Seit dem 17. Jahrhundert tauchen trigonometrische Verhiltnisse in der
Astronomie unter anderem bei den Entfernungsmessungen mit Hilfe der Paral-
laxe auf. Die Parallaxe beschreibt ein optisches Phidnomen, bei dem ein entfernter
Gegenstand scheinbar seine Position dndert, wenn der Betrachter seine Position
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dndert. Selber wahrgenommen werden kann der Effekt, wenn bei ausgestreck-
tem Arm der Daumen abwechselnd mit dem linken und rechten Auge betrachtet
wird: der Daumen scheint zu springen. Was im kleinen MafBstab funktioniert,
kann auch im grolen Maf3stab gemessen werden. Wird die Position eines erdna-
hen Sternes einmal im Sommer und einmal im Winter gemessen, so verschiebt
sich dieser Stern einmal nach rechts und einmal nach links. Allerdings ist diese
Verschiebung winzig, so dass die ersten Messungen dieser Art erst im 19. Jahr-
hundert durchgefiihrt werden konnten (Falcke & Romer 2020). Die Parallaxe ist
ein derart wichtiges Messverfahren, dass ihr in der Astronomie eine eigene Ein-
heit zugeordnet wurde. Ein Parsec ist die Entfernung eines Sternes zur Erde, bei
der der mittlere Radius der Erdbahn unter einem Winkel von einer Bogensekunde
erscheint (vgl. Abbildung 4.32).

Erde
1 Bogensekunds 1AE
e 1 parsec Sonne

Abbildung 4.32 Parsec

Dabei entspricht eine Bogensekunde einem ﬁ eines Grades. Der Erd-
bahnradius bzw. der mittlere Abstand von der Erde zur Sonne entspricht einer
astronomischen Einheit (AE) und betrigt etwa 149 597 870km. Damit gilt fiir
ein Parsec:

149 597 870k
1Parsec = 710m = 3,086 % 1083 km

tan (3500)

Das entspricht in etwa 3,26 Lichtjahren. Erstmals angewendet wurde die Paral-
laxe als Messgroe im Jahre 1672 von den Astronomen Giovanni Cassini und
Jean Richter, als der Mars der Erde sehr nahekam. Cassini und Richter maflen
die Position des Mars an zwei weit entfernten Orten auf der Erde: Paris und Fran-
z0sisch Guyana. Werden diese beiden Orte mit einer Geraden verbunden, kommt
man auf eine Entfernung von ca. 6700 km, halbiert ergibt das r = 3350 km
(Rodrigue 2018). Am 01. Oktober 1972 mafien die beiden Astronomen an diesen
Orten eine Parallaxe von 9,5 Bogensekunden. Mithilfe des Verhéltnisses zwischen
Ankathete und Gegenkathete ergibt das eine Entfernung zwischen Erde und Mars
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Dgpy von:

o 30km L 06km

arctan(9, 5)
Also in etwa 72 Millionen Kilometer. Weiter konnten Cassini und Richter vermit-
tels des dritten keplerschen Gesetzes den Abstand von der Sonne zur Erde dg,q4.
bestimmen. Das dritte keplersche Gesetzt sagt aus, dass fiir einen Planeten P in
unserem Sonnensystem das Verhéltnis zwischen dem Quadrat der Umlaufzeit TI%
um die Sonne zur dritten Potenz der Entfernung zur Sonne d%, konstant ist:

T2
"oc
dp

Am 01. Oktober 1672 lagen Erde, Mars und Sonne in Konjunktion, das heil3t
sie lagen auf einer Geraden. Daher galt fiir die Entfernung von Sonne zu Mars
dyars = dgrde + Dgy. Die Umlaufzeiten der Erde Tgrq. = 365,25 und des
Mars Tyars = 686,98 waren auch bekannt. Bezeichnet q das Verhiltnis von
TErde zu Tryars, kann aus dem dritten keplerschen Gesetz die folgende Gleichung
hergeleitet werden:

3
dErde _ 2
(dErde + DEM)?

dErde = 1_\3/617

-Dgy = 137 - 10%m

Verglichen mit dem heutigen Wert von 147 - 10° liegt der Fehler bei lediglich
7.3 %.

4.4.6 Innermathematische Anwendungskontexte

In der Geometrie werden die Sinus- und die Kosinusfunktion genutzt, um unbe-
kannte Grofen in rechtwinkligen Dreiecken zu berechnen. Weiterhin konnen
mithilfe des Kosinussatzes GroBen in beliebigen Dreiecken berechnet werden.
Der Sinus spielt auBerdem eine Rolle bei der Darstellung von Kurven wie



122 4 Didaktisch orientierte Sachanalyse der Trigonometrie

Kreisen, Ellipsen oder Epizykeln. In der Analysis und der linearen Algebra
ist ein Verstdndnis der trigonometrischen Funktionen notwendig, um sicher mit
Vektoren, Polarkoordinaten, Skalarprodukten und komplexen Zahlen umzuge-
hen. Hinzu kommt, dass Schiilerinnen und Schiiler mit den trigonometrischen
Funktionen zum ersten Mal einer Funktionsklasse begegnen, deren Funkti-
onswerte nicht durch konkrete endliche Rechenvorschriften bestimmt werden
konnen. Das hat unter anderem zur Folge, dass die inhaltliche Deutung und
die Definition der trigonometrischen Funktionen eine wesentliche Bedeutung im
Begriffsbildungsprozess spielen. Dadurch entstehen auflerdem unterschiedliche
Herangehensweisen, um charakteristische Eigenschaften wie das Kovariationsver-
halten oder die Periodizitét dieser Funktionen nachzuweisen bzw. zu analysieren.
Dies kann Lernenden helfen zu erkennen, dass Funktionen mehr sind als eine
Reihe von Rechnungen, die ausgefiihrt werden miissen, und ermoglicht es
allgemeine funktionale Grundvorstellungen weiter auszubilden.

4.4.7 Polarkoordinaten

Ein Punkt P in der euklidischen Ebene R? kann auf mindestens zwei ver-
schiedene Weisen dargestellt werden. Zum einen gibt es die Darstellung iiber
kartesische Koordinaten Pi,s = (x,y), welche die Positionierung des Punk-
tes relativ zu zwei gewihlten orthogonalen Koordinatenachsen angeben. Zum
anderen gibt es die Darstellung iiber Polarkoordinaten Pp, = (r, ¢), bei der
die Position des Punktes relativ zum Koordinatenursprung und einem im Koor-
dinatenursprung beginnenden Strahl angegeben wird. Dabei entspricht r dem
Abstand zum Ursprung und wird als Radius bezeichnet und ¢ entspricht dem
Winkel zum ausgezeichneten Strahl. Um von den Polarkoordinaten eines Punk-
tes Ppoy = (r,¢) zu den kartesischen Koordinaten zu gelangen, werden die
trigonometrischen Funktionen benétigt, denn es gilt:

Prary = (r - cos(@), r - sin())

Umgekehrt erhdlt man zu einem Punkt Py,,; = (x, y) die Polarkoordinaten durch:

X
Ppor = | /x%2 4+ ¥2, arcos | ———
N
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Polarkoordinaten haben den Vorteil, dass der Punkt in der komplexen Zahle-
nebene iibersichtlich mithilfe der Exponentialfunktion dargestellt werden kann.
Dazu wird die Darstellung 7 - ¢/*¢ gewihlt. Mit der eulerschen Identitiit folgt:

reet® =r.(cos(¢) +i-sin())

Zusammenfassung: Die Darstellung wichtiger Anwendungskontexte beendet die
erste Phase der didaktisch orientierten Sachanalyse. Anwendungskontexte sind
von didaktischer Bedeutung, da sie den Aufbau von Grundvorstellungen fordern
und dadurch die innermathematische Begriffsbildung begiinstigen (vgl. Greefrath
2018). Von besonderem Interesse sind in diesem Abschnitt die Anwendungen in
der Physik, da durch diese Sachzusammenhinge zwei neue Aspekte der Sinus-
funktion erfahrbar werden, die in der historischen und der logischen Genese
in dieser Deutlichkeit bisher noch nicht auftraten. Zum einen tritt der Projek-
tionsgedanke der Sinusfunktion bei der Projektion von Kriften auf der schiefen
Ebene auf, zum anderen wird durch die Modellierung von Schwingungsprozes-
sen durch die Sinusfunktion die neue Klasse periodischer Prozesse mathematisch
zugénglich gemacht. Die Sinusfunktion ist nun nicht mehr nur ein Werkzeug zur
Berechnung unbekannter Groflen in geometrischen Figuren, sondern dient auch
dazu, Oszillationsvorgiinge zu beschreiben, indem sie sich periodisch dndernde
Zustandsgroflen mathematisch beschreibt.

Der zweite Schritt der didaktisch orientierten Sachanalyse besteht darin, die
gesammelten Sachzusammenhinge den Darstellungen der Sinusfunktion zuzu-
ordnen. Daher werden die Darstellungsformen der Sinusfunktion zu Beginn des
nichsten Kapitels analysiert.

4.5 Darstellungen der Sinusfunktion

Sowohl in der historischen, der logischen und der individuellen Genese als
auch bei den Anwendungskontexten treten unterschiedliche Darstellungen der
Sinusfunktion auf, die an dieser Stelle zusammengefasst, geordnet und beschrie-
ben werden. Als erste Einteilung wird zwischen dem graphischen und dem
symbolisch-algebraischen Register unterschieden (vgl. Abschnitt 3.1). Zu den
graphischen Darstellungen gehoren zum einen geometrische Darstellungen, die
den Einheitskreis und rechtwinklige Dreiecke mit einbeziehen, zum anderen gibt
es die Darstellung der Sinusfunktion als Funktionsgraphen.
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Geometrische Darstellungen beziehen geometrische Figuren mit ein. In diesen
Fillen stehen der Einheitskreis und das rechtwinklige Dreieck nicht stellvertre-
tend fiir die Funktion, vielmehr stehen der Einheitskreis und das rechtwinklige
Dreieck fiir die mathematischen Sachzusammenhinge, die durch die Sinusfunk-
tion rechnerisch zuginglich gemacht werden (Abbildung 4.33). Anwendungs-
aufgaben, bei denen Messungen und Berechnungen im Geldnde vorgenommen
werden oder bei denen Projektionsfiguren vorkommen, nutzen die Darstellung des
Sinus am rechtwinkligen Dreieck. Diese Darstellung kann also in gewisser Weise
als mathematisches Modell von Realsituationen aufgefasst werden. Genauso ist
die Darstellung am Einheitskreis das mathematische Modell einer Kreisbewegung
oder steht in Beziehung zu astronomischen Berechnungen am Kreis.

sin(a) = % sin(a) =y

P = (z,y)

Abbildung 4.33 Sinus am rechtwinkligen Dreieck und am Einheitskreis

Anhand der Darstellung des Sinus am Einheitskreis kann der Graph der
Sinusfunktion hergeleitet werden, an dem charakteristische Eigenschaften der
Sinusfunktion abgelesen werden konnen (Abbildung 4.34). Ein Blick auf den
Funktionsgraphen zeigt etwa die Periodizitit der Funktion, Punktsymmetrien an
den Stellen k - & fiir k € Z oder das Intervall des Wertebereichs [—1, 1].
Diese Darstellung steht tatsdchlich stellvertretend fiir die Sinusfunktion. Der
Unterschied zu den geometrischen Darstellungen wird bereits durch die Formu-
lierungen ,,Darstellung als Funktionsgraph® und ,,Darstellung am Einheitskreis®
deutlich.
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Abbildung 4.34 Graph der Sinusfunktion

Symbolische Darstellungen In der Aufarbeitung der logischen Genese der Sinus-
funktion in Abschnitt 4.3 wurden Definitionen der Sinusfunktion untersucht,
welche die Sinusfunktion in den entsprechenden mathematischen Teilberei-
chen fachlich charakterisieren. In diesen Definitionen taucht eine Reihe von
symbolisch-algebraischen Darstellungen auf. Jede dieser Darstellungen legt den
Fokus auf unterschiedliche Aspekte der Sinusfunktion. Die Darstellung iiber
Potenzreihen legt das Augenmerk auf die Approximation iiber die Taylorent-
wicklung, die Produktdarstellung stellt einen Zusammenhang zur Funktionen-
theorie her und bei der Schwingungsdifferentialgleichung stehen physikalische
Anwendungen im Mittelpunkt. In diesem Sinne wire es denkbar jeder die-
ser Darstellungen eine eigene Klasse von inner- und auBlermathematischen
Anwendungskontexten zuzuordnen und jeweils eine eigene Grundvorstellung zu
formulieren. Da dieses Vorgehen nicht zielfithrend im Hinblick auf die Ausbil-
dung von schulrelevanten Grundvorstellungen ist, wird an dieser Stelle lediglich
ein Impuls gegeben, wie eine weitere Unterscheidung dieser Sammlung an
symbolisch-algebraischen Darstellungen vorgenommen werden kann. Innerhalb
dieser Menge von Darstellungen wird zwischen analytischen und funktionalen
Darstellungen unterschiedenen.

Analytische Darstellungen enthalten einen Funktionsterm in expliziter geschlos-
sener Form. In diesen Darstellungen stehen die Formeln stellvertretend fiir die
Sinusfunktion selbst — Taylorreihe (4.4), Exponentialfunktion (4.5), Bogenlin-
genfunktion (4.6), Produktdarstellung (4.7):

: o (=1
sin(x):= —_— 4.4
nX=(:) (2k)!
sin(z) = M 4.5)

2i
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s -1
sin(x) = (f ¥dx) 4.6)
0 4/1—x2
. = 7
sin(nz) =z 1_[<1 - ﬁ) 4.7
k=1

Funktionale Darstellungen geben keinen Funktionsterm in geschlossener Form
an, sondern definieren die Sinusfunktion implizit iiber charakteristische Eigen-
schaften. Diese werden in einer Funktionalgleichung zusammengefasst. Zu
diesen funktionalen Darstellungen gehoren die Darstellung iiber das Funktio-
nalgleichungssystem (4.8), die Schwingungsdifferentialgleichung (4.9) und die
Verdopplungsformel (4.10):

sinx + y =sinxcosy + cosx siny
Ccosx +y =cosxcosy —sinxsiny
sin x

lim — =0; cosO0=1 4.8)
x—0 X

[ = —/f(X) 49)
F0)=0f(0)=1

sin(2rz) = 2sin(wz) sin(n (z + %)) (4.10)

Prinzipiell eignen sich die analytischen Darstellungen dazu, konkrete Werte aus-
zurechnen bzw. zu approximieren. Dieser Nutzen kann dementsprechend den
mathematischen Kern dieser Darstellungen erfassen und Basis einer Grund-
vorstellung sein. Die Funktionalen Darstellungen stellen Strukturmerkmale der
Sinusfunktion heraus und tragen damit dazu bei, ein algebraisches Verstindnis
der Sinusfunktion zu entwickeln.

Klassenbildung: Die gesammelten Darstellungen konnen verschiedene Klas-
sen dhnlicher Phianomene bzw. Anwendungszusammenhinge beschreiben und
dadurch unterschiedliche inhaltliche Deutungen ermoglichen. Wie bereits
erwihnt, kann die Darstellung der Sinusfunktion am rechtwinkligen Dreieck dazu
genutzt werden, um Anwendungsaufgaben zu 16sen, in denen Vermessungen und
Berechnungen im Gelidnde vorgenommen werden (vgl. Abschnitt 4.1). Sie kann
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aber auch zur Bestimmung der Projektion von Kriften in der Physik genutzt wer-
den. Derartige Klassen dhnlicher Sachzusammenhinge konnen zur normativen
Entwicklung von Grundvorstellungen dienen:

Sie [Grundvorstellungen] beschreiben dabei keine speziellen gegenstindlichen Rea-
lisierungen, sondern [...] die Struktur von Gegenstandskonstellationen, die den
mathematischen Kern eines Begriffes reprisentieren; somit werden jeweils Klassen
von Gegenstandskonstellationen erfasst. (vom Hofe 1995, S.93)

Diese Klassenbildung ist dabei kein Selbstzweck, sondern muss auf die kogni-
tiven Fihigkeiten der anvisierten Lerngruppe ausgerichtet sein. Im néchsten
Abschnitt werden die gesammelten Sachkontexte unterschiedlichen Darstellungs-
formen zugeteilt. Dazu werden vier Darstellungskategorien gebildet:

Darstellung am rechtwinkligen Dreieck
Darstellung am Einheitskreis
Darstellung als Funktionsgraph
Symbolische Darstellungen

Ordnen der Sachkontexte nach Darstellungsformen: Bevor es zur Formulierung
normativer Grundvorstellungen kommt, werden weitere Schritte vorgenommen:
Zuerst werden unter den relevanten mathematischen Darstellungsformen des
Sinus — Dreieck, Kreis, Funktionsgraph und symbolische Darstellungen — die
Sachkontexte zusammengefasst, die in der didaktischen orientierten Sachanalyse
gesammelt wurden und in denen hauptsidchlich mit der entsprechenden Darstel-
lung gearbeitet wird. Im zweiten Schritt werden Ahnlichkeiten und Unterschiede
zwischen den Sachkontexten der jeweiligen Darstellungsform herausgearbeitet
und gegebenenfalls neue Unterteilungen vorgenommen. AnschlieBend konnen zu
den so gewonnenen Klassen von Anwendungszusammenhidngen mathematische
Grundprinzipien formuliert werden, die den gemeinsamen mathematischen Kern
der Sachkontexte erfassen. Daraus resultieren die normativ geprigten Grund-
vorstellungen, die von den Lernenden im Idealfall ausgebildet werden sollen.
Zuletzt werden zu jeder Grundvorstellung Grundkenntnisse formuliert, die zu
einem verstindigen Umgang mit der jeweiligen Grundvorstellung beitragen und
es ermoglichen ein Grundverstindnis aufzubauen. Es folgt nun die Ordnung nach
Darstellungsformen:

Rechtwinklige Dreiecke

e Bau der Pyramiden (vgl. Abschnitt 4.2.2)
e Indirekte Messung von Gebiduden (vgl. Abschnitt 4.2.3)
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Indirekte Messung von Abstinden zwischen Sternen und Planeten (vgl.
Abschnitt 4.2.4)

e Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck (vgl. Abschnitt 4.3.1)
e Die schiefe Ebene (vgl. Abschnitt 4.4.4)
e Sternenparallaxe (vgl. Abschnitt 4.4.5)

Kreise

e Bestimmung der Kreissehne (vgl. Abschnitt 4.2.5)
e Erstellung von Sehnentafeln (vgl. Abschnitt 4.2.6)
e Differenzenformel zur rekursiven Berechnung von Sinuswerten (vgl.

Abschnitt 4.2.8)

e Biirgis Kunstweg (vgl. Abschnitt 4.2.10)
e Definition am Einheitskreis (vgl. Abschnitt 4.3.1)
e Definition iiber die Umkehrfunktion der Bogenlidngenfunktion des Einheits-

kreises (vgl. Abschnitt 4.3.1)
Polarkoordinaten (vgl. Abschnitt 4.4.7)

Graph der Sinusfunktion

Fourieranalyse (vgl. Abschnitt 4.4.1)
Schwingungen und Wellen (vgl. Abschnitt 4.4.2)
Rundfunk (vgl. Abschnitt 4.4.3)

Periodische Funktionen (vgl. Abschnitt 4.4.6)

Symbolische Darstellung

Definition iiber die Exponentialfunktion (vgl. Abschnitt 4.3.1)

Definition iiber Potenzreihen (vgl. Abschnitt 4.3.1)

Definition iiber die Produktdarstellung (vgl. Abschnitt 4.3.1)

Definition iiber das Funktionalgleichungssystem (vgl. Abschnitt 4.3.1)
Definition iiber die Schwingungsdifferentialgleichung (vgl. Abschnitt 4.3.1)
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4.6 Grundvorstellungen zum Sinus

Das individuelle Verstindnis des Sinusbegriffs basiert auf dem komplexen
Zusammenspiel zwischen fachlichen Charakterisierungen, mathematischen Dar-
stellungsformen und mentalen Reprisentationen. Wege der fachlichen Charakte-
risierung wurden bereits im Abschnitt 4.3 vorgestellt, reichen aber allein meist
nicht aus, um inhaltliche Deutungen zu ermoglichen. Die Vorstellungen, die ein
Individuum konstruiert, hingen mafigeblich von den Erfahrungen und dem Vor-
wissen ab, auf das Lernende zuriickgreifen konnen. Komplexe mathematische
Konzepte bauen in diesem Konstruktionsprozess oftmals auf bereits erlernten
mathematischen Konzepten auf und beziehen mathematische Darstellungen mit
ein, die als Trdger bestimmter Grundvorstellungen dienen, indem sie diese im
Individuum aktivieren konnen. Im Falle des Sinus sind diese Vorstellungstri-
ger rechtwinklige Dreiecke, der Einheitskreis, der Graph der Sinusfunktion oder
symbolische Darstellungen.

Wie bereits in Abschnitt 3.2 erwéhnt, lassen sich Grundvorstellungen zu einem
mathematischen Inhalt aufbauen, indem an Phédnomene bzw. Sachzusammen-
hinge angekniipft wird, durch die Aspekte des Begriffs erfahrbar werden. Diese
Sachzusammenhénge wurden in den Abschnitten 4.1-4.4 in der didaktisch orien-
tierten Sachanalyse gesammelt, im Abschnitt 4.5 Darstellungen zugeordnet und
dienen nun als Grundlage, um auf normativer Ebene Grundvorstellungen zu for-
mulieren. Ankniipfend an die Darstellung des Sinus am rechtwinkligen Dreieck
folgt zunichst die Seitenverhiltnisvorstellung und die Projektionsvorstellung, die
bereits von Salle und Frohn (2017) formuliert und von Salle und Cliiver (2021)
in dhnlicher Weise hergeleitet wurden.

4.6.1 Die Seitenverhiltnisvorstellung

Der Bau der Pyramiden (vgl. Abschnitt 4.2.2), die indirekte Messung von Gebiu-
den (vgl. Abschnitt 4.2.3), die indirekte Messung von Abstinden zwischen
Sternen und Planeten (vgl. Abschnitt 4.2.4) sowie die Sternenparallaxe (vgl.
Abschnitt 4.4.5) wecken zunichst die inhaltliche Vorstellung, dass der Sinus ein
Werkzeug bei Vermessungsaufgaben ist. Nimmt man die Definition des Sinus am
rechtwinkligen Dreieck (vgl. Abschnitt 4.3.1) hinzu, wird deutlich, dass all diese
Anwendungen auf dasselbe Grundprinzip zuriick zu fiihren sind. Mathematisch
ausgedriickt ldsst sich dieses Prinzip wie folgt formulieren:
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Entsprechende Seitenverhdltnisse in zwei dhnlichen Dreiecken sind gleich.

Kennt man also das Seitenverhiltnis eines Dreiecks, kennt man auch das ent-
sprechende Seitenverhiltnis aller dhnlichen Dreiecke und man kann unbekannte
GroBen durch das Umstellen der Verhiltnisgleichung 3 = Z—: einfach berechnen
(vgl. Abbildung 4.35).

Abbildung 4.35
Strahlensatz Figur

(L ¢!

b v

Dieser Sachverhalt, der sich beispielsweise mithilfe der zentrischen Stre-
ckung erkldren lésst, bildet den Ausgangspunkt der ebenen Trigonometrie am
rechtwinkligen Dreieck. Weitergehend sind zwei rechtwinklige Dreiecke &hnlich
zueinander, wenn diese sich in einem weiteren Winkel gleichen. Ein Winkel steht
in diesem Fall also stellvertretend fiir eine ganze Klasse von dhnlichen recht-
winkligen Dreiecken. Der Sinus dieses Winkels bezeichnet dann das Verhiltnis
von Gegenkathete zu Hypotenuse. Auf dieser Grundlage lésst sich die folgende
normative mathematische Grundvorstellung formulieren:

Die Seitenverhdiltnisvorstellung
Der Sinus zu einem Winkel o gibt das Seitenverhiltnis von Gegenkathete zu
Hypotenuse einer ganzen Klasse von dhnlichen rechtwinkligen Dreiecken an.

In dieser Formulierung handelt es sich bei der Seitenverhiltnisvorstellung um eine
sekundire Grundvorstellung, also eine Grundvorstellung, die Bedeutung durch
das Ankniipfen an mathematische Konzepte erlangt. Bei dem Bilden des Verhilt-
nisses zweier Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks handelt es sich um eine
mathematische Operation an einem geometrischen Objekt.

Zur Seitenverhéltnisvorstellung lassen sich dariiber hinaus eine Reihe von
mathematischen Grundkenntnissen formulieren (vgl. Salle & Cliiver 2021):
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e Der Sinus ist definiert auf dem Intervall [0°,90°].

e Die Hypotenuse ist die langste Seite im rechtwinkligen Dreieck, daher ist das
Verhiltnis immer kleiner als 1.

e Je lianger die Gegenkathete a bei gleicher Hypotenuse c ist, desto grofer ist
sin(c).

e Je groBer der Winkel «, desto grofer ist sin(c).

Die in dieser Arbeit gewéhlte Formulierung unterscheidet sich von der bei Salle
und Cliiver (Salle & Cliiver 2021). Dort heiflit es: Seitenverhdltnisvorstellung:
Sinus eines Winkels als Seitenverhdltnis von Gegenkathete und Hypotenuse in
einem rechtwinkligen Dreieck. In dieser Arbeit wurde diese Formulierung um
den Begriff der ,,Ahnlichkeit* erweitert um dadurch dem invarianten Seitenver-
hiltnis dhnlicher Dreiecke Rechnung zu tragen, das in der vorliegenden Analyse
als Grundprinzip herausgestellt wurde.

4.6.2 Die Projektionsvorstellung

In der Physik wird der Sinus genutzt, um die orthogonale Projektion von vek-
toriellen Grofen zu berechnen. Dies wird am Beispiel der schiefen Ebene (vgl.
Abschnitt 4.4.4) erldutert. Der Projektionsgedanke taucht auch beim Skalarpro-
dukt auf. Diese speziellen Anwendungskontexte geben Anlass zu der Uberlegung,
ob dem Sinus am rechtwinkligen Dreieck noch eine weitere Vorstellung zuge-
ordnet werden kann. Bei genauerer Analyse der Sachzusammenhinge wird klar,
dass das gleichbleibende Seitenverhiltnis in dhnlichen Dreiecken zwar genutzt
wird, aber nicht mehr im Vordergrund steht. Vielmehr ist es die Verkleine-
rung einer Strecke durch eine orthogonale Projektion, die von Interesse ist. Das
Grundprinzip lautet:

Eine Strecke c verkleinert sich unter einer orthogonalen Projektion mit dem
Winkel o gemdf3 der Formel a = sin(«) - v.

In der Gleichung a = sin(«) - v wird sin(«) im Idealfall als Verkleinerungsfaktor
aufgefasst (vgl. Abbildung 4.36). Das fiihrt zu der Formulierung der folgenden

Grundvorstellung:

Die Projektionsvorstellung
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Der Wert sin() entspricht dem Faktor, um den sich eine vektorielle Grofie
verkleinert, die in einem Winkel von « orthogonal auf eine Gerade projiziert
wird.

v - sin(o)

Projektionsrichtung

Abbildung 4.36 Projektionsfigur

Die Grundkenntnisse zur Projektionsvorstellung dhneln denen zur Seitenver-
hiltnisvorstellung. Mit der Projektionsvorstellung ldsst sich allerdings anders
argumentieren:

e Die orthogonale Projektion einer vektoriellen Gréfe kann diese nicht ver-
groBern, sondern nur verkleinern. Der Faktor sin(«) liegt damit im Intervall
[0, 1].

Auch die Projektionsvorstellung unterscheidet sich in ihrer Formulierung von der
bei Salle und Cliiver (2021). Dort heilit es: Projektionsvorstellung: Sinus eines
Winkels als Projektionsfaktor, der angibt, wie sich in einem rechtwinkligen Dreieck
die Linge der Hypotenuse bei Projektion auf die durch die Gegenkathete festgelegte
Gerade verringert. Die Formulierung dieser Arbeit nutzt den Begriff der vektori-
ellen Grofie um die sinngebenden Phinomene aus der Physik zu beriicksichtigen.
Des Weiteren wird auf die Nennung des rechtwinkligen Dreiecks verzichtet, da es
sich dabei um das Ergebnis der orthogonalen Projektion handelt.

Es folgt nun eine Formulierung der Referenzdreiecksvorstellung und der Koor-
dinatenvorstellung, die sich beide auf die Darstellung des Sinus am Einheitskreis
beziehen. Es handelt sich dabei um eine Differenzierung der von Salle und
Frohn (2017) formulierten Einheitskreisvorstellung. Die beiden Autoren weisen
bereits darauf hin, dass die Einheitskreisvorstellung zwei Aspekte beinhaltet nim-
lich die Einheitskreisvorstellung mit und ohne einbeschriebenem Dreieck. Diese
Unterscheidung wird im Folgenden spezifiziert.
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4.6.3 Die Referenzdreiecksvorstellung

Die Sachzusammenhinge der zweiten Kategorie zeichnen ein anderes Bild des
Sinus. Die Bestimmung der Kreissehne (vgl. Abschnitt 4.2.5), die Erstellung der
Sehnentafeln (vgl. Abschnitt 4.2.6) und der Halbsehnensatz (vgl. Abschnitt 4.2.8)
lassen darauf schlieBen, dass der Sinus ein Hilfsmittel zur Berechnung von
Sehnen in einem Kreis ist. Das Grundprinzip, welches hinter den historischen
Beispielen steckt, lédsst sich wie folgt formulieren:

Die Liinge einer Sehne in einem Kreis ist eindeutig bestimmt durch den Radius
und den Mittelpunktswinkel.

Die Konstruierbarkeit einer Kreissehne in der Geometrie fiihrt zu der Frage, wie
sich die Ldnge einer solchen Sehne berechnen lisst. Die Sinusfunktion liefert {iber
Umwege eine Losung zu diesem Problem. Die Definition des Sinus bezieht sich
namlich nicht auf die Kreissehne, sondern auf die halbe Sehne. Aus historischer
Perspektive wird erst bei der Differenzenformel zur rekursiven Berechnung von
Sinuswerten (vgl. Abschnitt 4.2.8) und Biirgis Kunstweg (vgl. Abschnitt 4.2.10)
die Sehne des Kreises halbiert und man erkennt den Sinus in seiner heutzutage
tiblichen Definition.

Durch die Halbierung der Sehne im Einheitskreis entsteht ein rechtwinkliges
Referenzdreieck.

Auf der Grundlage dieser Sachkontexte lésst sich eine weitere Grundvorstellung
zum Sinus formulieren:

Die Referenzdreiecksvorstellung
Der Sinus zum Winkel o gibt die gerichtete Lange der Gegenkathete des im
Einheitskreis eingezeichneten Referenzdreiecks an.
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Abbildung 4.37
Einheitskreis mit
Referenzdreieck

Es handelt sich erneut um eine sekundire Grundvorstellung. Der Sinus erhilt
Bedeutung durch das Berechnen der gerichteten Linge einer Seite des Referenz-
dreiecks (vgl. Abbildung 4.37). Auch zur Referenzdreiecksvorstellung lassen sich
einige Grundkenntnisse formulieren:

e Die Hypotenuse im Referenzdreiecks hat die Linge 1, daher entspricht
das Seitenverhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse genau der Linge der
Gegenkathete.

e Der Sinus ist im ersten und zweiten Quadranten positiv, im dritten und vierten
Quadranten negativ.

Spiegelt man das Dreieck an der x-Achse, dndert sich das Vorzeichen.
Spiegelt man das Dreieck an der y-Achse, bleibt das Vorzeichen gleich.

4.6.4 Die Koordinatenvorstellung

Die Definition am Einheitskreis (vgl. Abschnitt 4.3.1), die Definition
tiber die Umkehrfunktion der Bogenldngenfunktion des Einheitskreises (vgl.
Abschnitt 4.3.1) und die Anwendung der Sinusfunktion im Zusammenhang mit
den Polarkoordinaten (vgl. Abschnitt 4.4.7) fiihren zu einer weiteren innermathe-
matischen Vorstellung. In diesen Zusammenhingen wird die Sinusfunktion nicht
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primér mit Kreissehnen in Verbindung gebracht, sondern dient dazu, gemeinsam
mit der Kosinusfunktion, den Einheitskreis zu parametrisieren. Das Grundprinzip

in diesen Sachzusammenhingen lédsst sich wie folgt formulieren:

Die Sinus- und die Kosinusfunktion parametrisieren den Einheitskreis im

kartesischen Koordinatensystem. K:={(cos(t), sin(t))|t € R}.

Dieses Prinzip fiihrt zur Koordinatenvorstellung des Sinus. Im Gegensatz zu den
vorangegangenen Grundvorstellungen, die rein geometrischer Natur waren, kom-
men bei der Koordinatenvorstellung analytische Aspekte hinzu. Der Kreis wird
in das kartesische Koordinatensystem eingebettet und der Definitionsbereich der

Sinusfunktion wird auf die reellen Zahlen erweitert.

Die Koordinatenvorstellung
Der Sinus zu einem Winkel « liefert die y-Koordinate eines Punktes P, der

vom Punkt (1, 0) aus entlang des Einheitskreises entgegen dem Uhrzeigersinn
gewandert ist und eine Strecke von « zuriickgelegt hat (vgl. Abbildung 4.38).

(sin(a), cos(a))

Abbildung 4.38 Parameterdarstellung des Einheitskreises
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Im Zusammenhang mit der Koordinatenvorstellung werden meist Winkel im
Bogenmal} angegeben, die iiber den Kreisbogen des Einheitskreises definiert
werden. In der Schule wird die Koordinatenvorstellung dazu genutzt, um den
Graphen der Sinusfunktion einzufiihren und aus den Symmetrieeigenschaften des
Kreises Symmetrieeigenschaften der Sinusfunktion herzuleiten. Bei den meisten
schulischen Modellierungsaufgaben handelt es sich um eingekleidete Aufgaben,
die wenig Anwendungsrelevanz aufweisen. Im Gegensatz zur Referenzdreiecks-
vorstellung zeichnet sich die Koordinatenvorstellung durch eine mathematische
Klarheit aus, da auf den unhandlichen Begriff der gerichteten Léngen verzichtet
werden kann. Ein weiterer Vorteil gegeniiber der Seitenverhiltnisvorstellung liegt
in der geometrischen Anschaulichkeit. Malle (2001) schreibt dazu:

Sinus und Kosinus sind — zumindest wie wir sie eingefiihrt haben — Verhdltisse. Ver-
héltnisse lassen sich aber nicht direkt visualisieren, man muss sie vielmehr in die
Jjeweilige Figur eindenken. Der grofie Vorteil des Einheitskreises liegt nun gerade darin,
dass sich Sinus und Kosinus als Objekte, nimlich Punkte oder Strecken, visualisieren
lassen. (Malle 2001, S. 44)

Beispiele fiir Grundkenntnisse zur Koordinatenvorstellung lauten:

Der Sinus ist definiert auf den reellen Zahlen.

Da es sich bei dem Sinus um die y-Koordinate eines Punktes auf dem
Einheitskreis handelt, variieren die Werte in dem Intervall [—1, 1].

Der Sinus ist eine periodische Funktion.

sin(x) = —sin(x + 7).

Es folgt nun eine Formulierung der Oszillationsvorstellung, die sich aus der
Eigenschaft der Sinusfunktion als Modellfunktion fiir periodische Prozesse
herleiten lésst.

4.6.5 Die Oszillationsvorstellung

Schwingungen und Wellen (vgl. Abschnitt 4.4.2) sind zentrale durch die Sinus-
funktion zu beschreibende Phidnomene. Zu diesen Phinomenen gehoren Pendel-
schwingungen, Schallwellen sowie elektromagnetische Wellen, die im Rundfunk
(vgl. Abschnitt 4.4.3) eine Rolle spielen. Eine iibergeordnete mathematische
Theorie, welche die Moglichkeit einer mathematischen Beschreibung dieser Pha-
nomene durch trigonometrische Funktionen sicherstellt, ist die Fourieranalyse
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(vgl. Abschnitt 4.4.1). Durch die Untersuchung der vorliegenden Kontexte, 1dsst
sich im Rahmen der Sinusfunktion zusammenfassend das folgende Grundprinzip
formulieren:

Die Sinusfunktion ist das prototypische Werkzeug zur Modellierung periodischer
Prozesse.

Ob nun der Luftdruck bei einer Schallwelle gemessen wird oder die Auslenkung
eines Federpendels; in beiden Fillen eignet sich die Sinusfunktion um die sich
periodisch dndernden Zustandsgrofen zu beschreiben. Auch diskrete Werte, wie
die sich dndernde Dauer von Sonnenauf- zu Sonnenuntergang wihrend eines Jah-
res, konnen mit der Sinusfunktion modelliert werden. In den einfachsten Fillen
wird ein Prozess durch genau eine Sinusfunktion beschrieben, deren Ampli-
tude und Frequenz bestimmt werden miissen. In komplizierteren Féllen wird ein
periodischer Prozess durch eine Summe oder das Produkt mehrerer Sinus- und
Kosinusfunktionen mit unterschiedlichen Frequenzen und Amplituden modelliert.
In allen Fillen kann aus mathematischer Sicht eine Fourierreihe — eine potenti-
ell unendliche Summe aus Sinus- und Kosinusfunktionen — gefunden werden,
mit der dieser Prozess dargestellt werden kann. In der Fourieranalyse bilden die
Sinus- und Kosinusfunktionen die Grundbausteine aller periodischen Funktionen
und werden dadurch als prototypische periodische Funktionen etabliert. Auf der
Grundlage dieser Sachzusammenhinge ldsst sich die Oszillationsvorstellung der
Sinusfunktion formulieren:

Die Oszillationsvorstellung

Die Funktion sin(wt) gibt die (normierte) Auslenkung eines sich periodisch
um seine Ruhelage bewegenden Korpers zum Zeitpunkt ¢ an. Diese Auslen-
kung ist im Falle eines linearen Kraftgesetzes proportional zu ihrer zweiten
Ableitung: f(t) ~ sin’ (wt) (vgl. Abbildung 4.39).
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Abbildung 4.39 Ausprigung eines schwingenden Federpendels

Der Einheitskreis kann genutzt werden, um die Wellenform des Graphen
der Sinusfunktion zu erkldren, allerdings liegt die Stirke der Oszillationsvor-
stellung darin, dass sie direkt an periodische Prozesse bzw. reale Sachkontexte
ankniipft und dadurch eine hohe Anwendungsrelevanz erhilt. Diese Anwendungs-
relevanz ist wiederum ein wichtiger Faktor bei der Sinnkonstruktion zu einem
mathematischen Begriff. Grundkenntnisse zur Oszillationsvorstellung lauten wie
folgt:

e Die Periodenldnge gibt an, in welchem Zeitabstand sich ein Vorgang wieder-
holt.

e Die Frequenz verhilt sich antiproportional zur Periodenlénge.

e Die Amplitude gibt den Wert der hochsten Ausprigung einer Zustandsgrofie
an.

e Die Phase gibt an, in welchem Zustand ein periodischer Prozess startet.

e Bei einem Federpendel ist die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung.

Die Idee der Oszillationsvorstellung findet sich bereits bei Salle und Frohn
(2017), dort werden zwar sinngebende Phidnomene aufgezihlt, allerdings keine
konkrete Formulierung der Oszillationsvorstellung angegeben. Die Formulierung
der vorliegenden Arbeit orientiert sich an den zu beschreibenden physikalischen
Phidnomenen, weshalb der Ausdruck ,,Auspriagung einer Zustandsgrofe und die
Variable ¢ gewihlt wurde.

Zuletzt werden die Zusammenhinge analysiert, in denen vorwiegend formal
symbolische Darstellungen der Sinusfunktion genutzt werden. Auf dieser Grund-
lage wird die Funktionsvorstellung hergeleitet, die bisher noch nicht explizit
formuliert wurde.
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4.6.6 Die Funktionsvorstellung

Zu den Sachzusammenhingen, in denen die symbolische Darstellung der Sinus-
funktion auftauchen, gehoren die fachlichen Charakterisierungen, die in der
logischen Genese (vgl. Abschnitt 4.3.1) zusammengetragen wurden. Im ana-
lIytischen Umgang mit der Sinusfunktion ldsst sich auf der Grundlage dieser
Definitionen folgendes Grundprinzip erkennen:

Die Sinusfunktion gehort zur Funktionsklasse der periodischen Funktionen und
ist als solche mit charakteristischen Eigenschaften ausgestattet.

Die Erkundung und fachliche Darstellung dieser fiir die Sinusfunktion charak-
teristischen Eigenschaften ist ein zentrales innermathematisches Erkenntnisinter-
esse.

Die Funktionsvorstellung
Die Sinusfunktion sin(x) ist ein mathematisches Objekt, mit dem wie mit
anderen Funktionen umgegangen werden kann.

Der mathematische Umgang mit der Sinusfunktion zeigt sich zum einen in den
mathematischen Operationen mit Funktionen, wie sie bei der Objektvorstellung
fiir Funktionen in Allgemeinen ausgebildet werden (vgl. Vollrath 1989), zum
anderen in der Art und Weise wie Funktionen in unterschiedlichen Teilberei-
chen (Differentialgleichungen, Funktionentheorie, Theorie der Taylorreihen) der
Mathematik analysiert werden.

Mathematische Operationen mit Funktionen, die Lernende bereits von ande-
ren Funktionsklassen kennen, konnen auch bei der Sinusfunktion adaptiert
werden. So kann die Manipulation der Faktoren a, b, c,d im Funktionsterm
a -sin(b - x +c¢) + d als Streckung bzw. Stauchung oder als Verschiebung des
Funktionsgraphen in x- bzw. y- Richtung gedeutet werden. Die Analyse der
Sinusfunktion mit Werkzeugen der Funktionentheorie fiihrt schlieBlich zur Pro-
duktdarstellung und die Theorie der Taylorreihen ermdglicht eine Darstellung als
Potenzreihe.
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Grundkenntnisse zur Funktionsvorstellung lassen sich wie folgt formulieren:

e Der Graph der Sinusfunktion ist punktsymmetrisch.

¢ Die Sinusfunktion hat Maxima an den Stellen 5 +k -2 -7 und Minima an den
Stellen 37” +k-2-m.

e Die Nullstellen der Sinusfunktion liegen bei k - 7.

e Die Ableitung der Sinusfunktion ist die Kosinusfunktion.

e Die Sinusfunktion hat eine Amplitude von 1.

e Die Sinusfunktion hat eine Wellenlédnge von 2.

e Um eine Periodenlinge von 1 zu erhalten, muss das Argument in der

Sinusfunktion durch 27 geteilt werden: sin(5%).

Die Formulierungen konkreter Grundvorstellungen zum Sinus markieren den
Abschluss der didaktisch orientierten Sachanalyse und des Theorieteils. Auf der
Grundlage dieser Aufteilung ist es Lehrenden theoretisch moglich, Schwierigkei-
ten bei Darstellungswechseln zu erkennen und zu erklidren. Welchen Nutzen diese
Grundvorstellungen in der empirischen Forschung haben, wird im néchsten Teil
untersucht.

4.6.7 Ausbildung funktionsklassenspezifischer
Grundvorstellungen

Bei den formulierten funktionsklassenspezifischen Grundvorstellungen zum Sinus
handelt es sich um normative Kategorien, die aus inhaltlichen Uberlegungen
zur Genese des Begriffs entstanden sind. Sie stellen somit sachaddquate Deu-
tungsmoglichkeiten dar, mit denen der mathematische Kern einer Klasse von
Sachzusammenhéngen beschrieben wird (vom Hofe 1995). Die in dieser Arbeit
entwickelte didaktisch orientierte Sachanalyse, mit der diese Grundvorstellungen
identifiziert wurden, entspricht im Modell von vom Hofe (1995) zur Aus-
bildung von Grundvorstellungen der Schritt des inhaltlichen Bestimmens (vgl.
Abbildung 4.40).
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Abbildung 4.40 Modell [
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In diesem Modell werden didaktische Entscheidungen des Lehrenden den
kognitiven Aktivititen der Lernenden gegeniibergestellt. Nach der inhaltlichen
Bestimmung werden diese Grundvorstellungen in Lernkontexten vom Lehrenden
didaktisch umgesetzt. Dazu miissen geeignete Sachzusammenhidnge ausgewihlt
werden, die den Kern des mathematischen Begriffs reprisentieren. Passende
Aufgabenstellungen sollen schlieBlich Lernprozesse in Gang bringen, die im
Individuum Handlungsvorstellungen und Erkldarungsmodelle aktivieren. Auf der
anderen Seite wird es den Lernenden ermdglicht, durch die wiederholte Aktivie-
rung dieser Erfahrungsbereiche, den Kern des Sachzusammenhangs zu erfassen
und dadurch Grundvorstellungen aufzubauen. Diese Grundvorstellungen dienen
schlieBlich dazu, mathematische Begriffe inhaltlich zu deuten und damit zu
verstehen.

Vom Hofe (1995, S. 123 f.) betont, dass die inhaltliche Bestimmung solcher
Grundvorstellungen nicht allein vom mathematischen Inhalt her erfolgen kann,
sondern sich immer auch am Erfahrungshorizont der Schiilerinnen und Schiiler
orientieren soll. Diese Orientierung an den Erfahrungen und kognitiven Féhig-
keiten der Lernenden erfolgt durch didaktische Entscheidungen des Lehrenden,
die im Voraus getroffen werden. Die Herleitung der Grundvorstellungen in dieser
Arbeit fand mit der Fokussierung auf Schiilerinnen und Schiiler der Sekundarstufe
statt. Es stellt sich also die Frage, inwieweit die aus der didaktisch orientierten
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Sachanalyse formulierten Grundvorstellungen auch tatsidchlich an den Wissens-
und Erfahrungsstand dieser Zielgruppe ankniipfen.

Da es sich bei der ausgewihlten Zielgruppe um eine sehr breite und hete-
rogene Gruppe handelt, deren Erfahrungshorizont nur begrenzt erfasst werden
kann, orientiert sich die hier entwickelte didaktisch orientierte Sachanalyse an
einschlidgigen schulischen Lehrwerken, in denen ein Querschnitt sinngebender
Sachzusammenhiénge erfasst ist (Korner 2015; Griesel et al. 2016; vom Hofe
et al. 2019). Entsprechende Aufgaben wurden bereits in Abschnitt 4.1 zur aktu-
ellen Umsetzung trigonometrischer Inhalte im mathematischen Unterricht, in
Abschnitt 4.2 zur historischen Genese und in Abschnitt 4.4 zu Anwendungs-
kontexten gesammelt. Es zeigt sich, dass die Seitenverhiltnisvorstellung am
rechtwinkligen Dreieck in der Sekundarstufe I in einer Reihe von Aufgaben
zur Vermessung im Gelinde und zur Berechnung von Grofen in zwei- und
dreidimensionalen geometrischen Objekten eine Rolle spielt. Die Projektions-
vorstellung kniipft beispielsweise an Aufgaben zur Projektion von Kriften im
Physikunterricht an, kann aber auch bei der Deutung am Einheitskreis auftauchen.
Die Referenzdreiecksvorstellung und die Koordinatenvorstellung finden sich bei
Aufgaben am Ende der Sekundarstufe I bzw. am Anfang der Sekundarstufe II
wieder. Dabei handelt es sich um typische Modellierungsaufgaben, die an die
Darstellung am Einheitskreis ankniipfen, oder um innermathematische Zusam-
menhinge, bei denen Symmetrieeigenschaften der Sinusfunktion am Einheitskreis
gezeigt werden. Die Oszillationsvorstellung tritt bei Modellierungsaufgaben zu
periodischen Prozessen in der Sekundarstufe II auf und ist insbesondere im Phy-
sikunterricht bei der Behandlung von Schwingungen und Wellen niitzlich. Der
Funktionsvorstellung lassen sich Aufgaben aus der Sekundarstufe II zuordnen,
bei denen mit der Sinusfunktion auf symbolischer Ebene umgegangen wird. Dazu
gehoren beispielsweise Aufgaben in denen verkettete Funktionen abgeleitet wer-
den. Insgesamt zeigt sich also, dass die formulierten Grundvorstellungen sich in
den Schulinhalten der Sekundarstufe I und II wiederfinden lassen.

Inwieweit sich diese Grundvorstellungen tatsdchlich ausbilden und als indi-
viduelle Schiilervorstellungen deskriptiv erfassen lassen, bleibt dariiber hinaus
festzustellen. Die Ausbildung funktionsklassenspezifischer Grundvorstellungen
zum Sinus hidngt im obigen Modell unter anderem davon ab, ob sie sich in
angemessener Weise vom Lehrenden didaktisch umsetzen lassen. Diese Umset-
zung findet in Form passender Lernsituationen statt, die das Potential haben,
bei den Lernenden Erfahrungsbereiche zu aktivieren (vgl. Abbildung 4.40) Bei
der Frage, ob die hier identifizierten Grundvorstellungen zum Sinus geeignet
sind, um entsprechende Lernsituationen zu entwickeln, die eine solche Aktivie-
rung im Lernenden auslosen, handelt es sich um ein sehr weites Forschungsfeld,
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das umfangreiche empirische Untersuchungen erfordert, die den Rahmen die-
ser Arbeit sprengen wiirden. Ziel dieses Forschungsvorhabens ist es daher, in
einer explorativen Studie mit qualitativen Methoden zu untersuchen, inwieweit
sich die Grundvorstellungen zum Sinus in den Denk- und Handlungsweisen
von angehenden Lehrkriften identifizieren lassen. Lehramtsstudierende sind fiir
die Studie besonders relevant, da es ihre berufliche Aufgabe ist, mathematische
Zusammenhénge darzustellen und zu erkldaren. Weiterhin beruht die didaktische
Umsetzung eines mathematischen Inhaltes auf inhaltlichen und methodischen
Entscheidungen der Lehrkraft, die auf fachlichen und fachdidaktischen Kom-
petenzen zuriickgehen. Zu den fachlichen Kompetenzen gehoren ein flexibler
Umgang mit technischen Werkzeugen der Mathematik und ein Uberblick iiber
mathematische Zusammenhénge. Zu den fachdidaktischen Kompetenzen gehort
ein verstindiger Umgang mit den unterschiedlichen Darstellungen, die als Triager
von Grundvorstellungen dienen. Damit ist es von besonderer Bedeutung, dass die
zukiinftigen Lehrkrifte selbst tiber tragfihige Grundvorstellungen zum Sinusbe-
griff verfiigen, um diese in angemessener Weise den Schiilerinnen und Schiilern
zugénglich zu machen.
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In diesem Kapitel wird der empirische Teil des Forschungsvorhabens vorge-
stellt. Dazu werden im Folgenden zunichst die Forschungsfragen konkretisiert.
Anschlielend wird die Konzeption der Studie vorgestellt.

5.1 Forschungsfragen

Die in dieser Arbeit entwickelte didaktisch orientierte Sachanalyse kniipft an
das genetische Prinzip zum Lehren und Lernen von Mathematik an und fiihrt
zu der Formulierung von sechs funktionsklassenspezifischen Grundvorstellun-
gen zum Sinusbegriff. Das genetische Prinzip zeigt sich in der Unterteilung
in logisch-genetische, historisch-genetische und individual-genetische Aspekte
der Begriffsbildung. Die ersten beiden Aspekte konnen in einer theoretischen
Untersuchung umfassend bestimmt werden. Der individual-genetische Aspekt
lasst sich hingegen sowohl aus theoretischer als auch aus empirischer Perspek-
tive erforschen. Die theoretische Perspektive fiihrt zu der normativ intendierten
individuellen Genese und lédsst sich beispielsweise anhand von schultypischen
Lernwegen charakterisieren, wie man sie in Schulbiichern findet. Diese Facette
des individual-genetischen Aspekts wurde bereits in Abschnitt 4.1 besprochen.
Eine qualitative empirische Untersuchung individueller Denkprozesse kann hin-
gegen Einblicke in die individuell konstruierte Genese vermitteln. Im Rahmen des
Grundvorstellungskonzepts bilden diese beiden Facetten der individuellen Genese
den normativen und den deskriptiven Aspekt des didaktischen Modells ab und
beschreiben damit, wie Lernende aus mathematischer Sicht Vorstellungen zum
Sinus aufbauen sollen beziehungsweise wie sie tatsidchlich vom Individuum kon-
struiert werden. Noch bevor die hier formulierten normativen Grundvorstellungen
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zum Sinus als préskriptive Kategorie in die empirische Forschung mit einbezo-
gen werden um Denkprozesse zu erkldren, stellt sich allerdings die folgende, viel
allgemeinere Frage:

Forschungsfrage 1: Welche charakteristischen Denkmuster lassen sich beim Arbeiten
an ausgewdhlten Problemaufgaben zum Sinusbegriff erkennen?

Ohne den Fokus auf die funktionsklassenspezifischen Grundvorstellungen zum
Sinus zu legen, zielt die erste Forschungsfrage darauf ab, zu untersuchen,
ob Denkmuster existieren, die mit den vorhandenen Mitteln der didaktischen
Forschung rekonstruiert werden konnen und die iibergreifend bei den Teilneh-
menden zu finden sind. Die Problemaufgaben, die in dieser Studie genutzt
werden, beziehen dabei unterschiedliche Darstellungen der Sinusfunktion mit
ein: den Einheitskreis, rechtwinklige Dreiecke und den Funktionsgraphen. Nach
der allgemeinen Untersuchung der Denkprozesse Studierender wird versucht, die
konkreten Grundvorstellungen zum Sinusbegriff mithilfe qualitativer Methoden
sichtbar zu machen. Dieses Vorhaben lésst sich unter der zweiten Forschungsfrage
zusammenfassen:

Forschungsfrage 2: Inwieweit lassen sich die normativen Grundvorstellungen zum
Sinus in den Denkprozessen von Lehramtsstudierenden wiederfinden?

Die letzte Forschungsfrage bezieht den konstruktiven Aspekt des Grundvor-
stellungskonzepts mit ein. Dazu werden die in der Theorie entwickelten
Grundvorstellungen mit den empirischen Ergebnissen der ersten und zweiten
Forschungsfrage abgeglichen, um mogliche Divergenzen zwischen den norma-
tiven Grundvorstellungen und den individuell konstruierten Vorstellungen zu
identifizieren. Auf diese Weise konnen potentielle Fehlerquellen erkannt werden.
Konkret lautet die Forschungsfrage:

Forschungsfrage 3: Konnen mit dem Grundvorstellungskonzept Schwierigkeiten im
Umgang mit dem Sinus bei Lehramtsstudierenden identifiziert bzw. erkléirt werden?

Im Einklang mit den Forschungsdesiderata 2 und 3, die in Abschnitt 2.3 der
Arbeit formuliert wurden, werden diese Forschungsfragen durch die Analyse von
Fallstudien untersucht, in denen Paare von Lehramtsstudierenden in kooperativen
Problemldsesituationen trigonometrische Aufgaben 16sen.
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5.2 Konzeption der Studie

Forschungsdesign: Grundlage der Studie bilden drei Problemaufgaben, die den
Sinus in der Darstellung am Einheitskreis, am rechtwinkligen Dreieck und als
Modellfunktion periodischer Prozesse thematisieren. Die Aufgaben beruhen auf
den unterschiedlichen Darstellungsformen des Sinus, welche als Triger bestimm-
ter Grundvorstellungen dienen. Diese Aufgaben wurden in Partnerarbeit von
den Teilnehmenden gelost wihrend sie mit einer Kamera iiber die Schulter
dabei gefilmt werden. Die Studie fand in einem Raum der Universitit Bielefeld
statt, in dem die Probanden trotz der Videoaufzeichnungen ungestort arbeiten
konnten. Die Teilnehmenden hatten insgesamt 30 Minuten Zeit fiir ihre Bear-
beitung. Die Diskussionen, die wihrend der Problemloseprozesse stattfanden,
wurden transkribiert und anschliefend mit interpretativen Forschungsmethoden
ausgewertet.

Untersuchungsgruppe: Die Untersuchungsgruppe besteht aus insgesamt 16
Mathematik-Lehramtsstudierenden fiir Gymnasium und Gesamtschule. Die Teil-
nehmenden befinden sich im 1.—2. Mastersemester. Sie haben das Gymnasium
durchlaufen und Trigonometrie in der Sekundarstufe I und II behandelt. Dariiber
hinaus haben sie Vorlesungen zu Analysis I und II sowie Lineare Algebra I und
II erfolgreich absolviert und haben kennengelernt, wie die Trigonometrie in der
Hochschule behandelt wird.

Auswahl der Aufgaben fiir die Videostudie: Bei der Entwicklung der Auf-
gaben fiir die Videostudie wurde zunichst beriicksichtigt, dass die Darstellungen
des Sinus am rechtwinkligen Dreieck, am Einheitskreis und als Funktionsgraph
auftauchen. Diese drei Darstellungsformen wurden ausgewihlt, da sie als Tra-
ger der in Abschnitt 4.6 formulierten Grundvorstellungen zum Sinus dienen
und dadurch bei den Studienteilnehmenden die gewiinschten zu untersuchenden
Denkprozesse aktivieren konnen. Weiterhin sollen die Aufgaben eine gewisse
Schulnihe aufweisen. Das bedeutet, dass sie den inhaltlichen und prozessbezo-
genen Kompetenzerwartungen eines Lernenden entsprechen, der die gymnasiale
Oberstufe abgeschlossen hat. Zuletzt sollten die Aufgaben ein Anforderungs-
niveau aufweisen, welches an den Wissenstand von Lehramtsstudierenden im
Masterstudiengang angepasst ist. Das bedeutet, dass die Aufgaben weder trivial
noch zu schwer sind, so dass Denkprozesse zu erwarten sind, tiber die sich die
Teilnehmenden austauschen. Diese drei Kriterien bilden die Grundlage fiir eine
Reihe von Aufgaben, die in einer Pilotstudie im Jahr 2021 an 28 Lehramtsstudie-
renden getestet wurde. Nach der Sichtung der Ergebnisse wurden drei Aufgaben
ausgewihlt. Wie es zu dieser Auswahl kam wird nun erlédutert:



148 5 Konzeptioneller Rahmen der empirischen Untersuchung

Unter den Aufgaben zum rechtwinkligen Dreieck stach eine Aufgabe her-
aus, in der am rechtwinkligen Dreieck argumentiert werden sollte, ob sich das
Verhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse bei grofler werdendem Winkel ver-
groBert, verkleinert oder gleichbleibt. Nur knapp die Hilfte aller Studierenden
gab eine korrekte Antwort und die Begriindungen lieBen darauf schlieen, dass
die Argumentation am rechtwinkligen Dreieck in diesem Kontext fiir viele Stu-
dierende zu Schwierigkeiten fiihrt. In der Videostudie soll deswegen untersucht
werden, wie diese Schwierigkeiten erkldrt werden konnen und welche Rolle
Grundvorstellungen beim Argumentationsprozess spielen.

Bei den Aufgaben zum Einheitskreis zeigten sich bei den Studierenden unter-
schiedliche Erkldrungsmodelle bei der Bestimmung des Sinuswertes. Entweder
wurde die gerichtete Seitenldnge des Referenzdreiecks bestimmt oder es wurde
die Koordinate des Punktes auf dem Einheitskreis abgelesen. Diese beiden Vorge-
hensweisen entsprechen aus normativer Sicht der Koordinatenvorstellung und der
Referenzdreiecksvorstellung (vgl. Abschnitt 4.6.3 und 4.6.4). Um diesen Aspekt
genauer herauszuarbeiten, wurde eine Aufgabe ausgewihlt, deren Losung darin
besteht, die Bestimmung der Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis mit
dem Einzeichnen eines Referenzdreiecks in Zusammenhang zu bringen.

Die Aufgaben, in denen der Funktionsgraph in die Argumentation miteinbezo-
gen wurde, thematisieren unterschiedliche Aspekte. Darunter fallen Symmetrieei-
genschaften, der Zusammenhang zur Ableitungsfunktion und die Modellierung
periodischer Prozesse. In einer der Aufgaben sollten die Studierenden Schii-
lerfehler beim Modellieren einer Schwingungsbewegung diagnostizieren. Zwar
konnten die Studierenden die Fehler identifizieren, allerdings gaben nur wenige
eine Erkldarung und keiner gab eine korrekte Modellfunktion an. Um zu untersu-
chen welche Schwierigkeiten bei der Modellierung eines periodischen Prozesses
auftauchen konnen und welche Rolle die Oszillationsvorstellung spielt, wurde
eine Modellierungsaufgabe entwickelt, in der der Schwingungsvorgang eines
Federpendels mathematisch modelliert werden soll.

Auswertung der Videostudie: Im Hinblick auf die Forschungsfragen wurden
die erhobenen Daten mit qualitativen Methoden analysiert. Das methodische Vor-
gehen zur Analyse der videographierten Daten orientiert sich an der Arbeitsweise
von vom Hofe (1998). Dort werden Methoden der interpretativen Unterrichtsfor-
schung mit der Analyse von Grundvorstellungen verbunden, um auf diese Weise
Denkprozesse der Studierenden zu rekonstruieren. Diese Forschungsmethode
bietet sich an, ,,wenn man sich aus deskriptiver Sicht dafiir interessiert, ob Erkla-
rungsmodelle, mit denen man Lern- bzw. Problemlosungsprozesse beschreibt,
tatséchlich in den Denkprozessen der Schiiler die Rolle spielen, die man aus
theoretischer Sicht vermutet” (vom Hofe 1998, S. 259).
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Zur Auswertung der Videos werden die Bearbeitungsprozesse nach einer
ersten Sichtung zunichst in einzelne Szenen untergliedert. Dabei wird dar-
auf geachtet, dass in jeder dieser Szenen ein Argumentationsschritt oder ein
Erkldarungsmuster abgebildet ist. AnschlieBend werden die einzelnen Szenen
transkribiert. Um die Lesbarkeit der Transkripte zu erhohen, wird bei der Darstel-
lung der videographierten Daten eine linearisierte Darstellung genutzt (vgl. Salle
2015). Ausgehend von den Transkripten beginnt die Interpretation der einzelnen
Szenen zuerst auf der Beschreibungsebene und wechselt anschlieBend zur Erkld-
rungsebene. Zu den Ebenen lassen sich die folgenden methodischen Leitfragen
formulieren:

® Deskriptives Nachzeichnen der subjektiven Schiilerlogik. Welche subjektiven
Vorstellungen bzw. Deutungsmodelle werden in den Losungsversuchen der Schii-
lerinnen deutlich? Inwieweit lassen sich dabei individuelle Denkmuster bzw.
Losungsstrategien nachzeichnen?

o Vergleichende Einbeziehung prdiskriptiver Kategorien. Inwieweit lassen sich
Denkprozesse der Schiilerinnen mit vorhandenen didaktischen Begriffen und
Modellen erfassen und erkliren? (vom Hofe 1998, S. 266)

Diese beiden Ebenen stehen im Einklang mit den in Abschnitt 5.1 formulier-
ten Forschungsfragen. Auf der Beschreibungsebene werden die Denkprozesse
losgelost von den Grundvorstellungen dargestellt und analysiert, um fiir den
Sinus charakteristische Denk- und Handlungsweisen zu identifizieren. Auf der
Erkldarungsebene werden die Denkprozesse mithilfe von Grundvorstellungen
rekonstruiert und untersucht, inwieweit sich diese im Denken der Lernenden wie-
derfinden. Das Grundvorstellungskonzept tritt aulerdem an zwei weiteren Stellen
der empirischen Untersuchung auf. Einleitend zu jeder Aufgabe wird in einer nor-
mativen Aufgabenanalyse geklirt, welche Losungswege und Grundvorstellungen
bei der Bearbeitung der jeweiligen Probleme zu erwarten sind. Abschliefend zu
jeder Aufgabe dienen die funktionsklassenspezifischen Grundvorstellungen dazu,
Probleme im Umgang mit den unterschiedlichen Darstellungen der Sinusfunktion
zu erkldren.
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Auswertung der empirischen 6
Untersuchung

Die Studienteilnehmenden wurden iiber die Studie aufgeklédrt und aufgefordert,
alles was sie denken moglichst ausfiihrlich zu beschreiben und viel miteinander
zu kommunizieren. AnschlieBend wurden sie mit drei Aufgabenblittern, einem
Stapel Papier, einem Federpendel und einigen Stiften im Raum allein gelassen
und von hinten iiber die Schulter dabei gefilmt, wie sie die Aufgaben bearbeiten.
Insgesamt nahmen acht zufillig zusammengestellte Paare nacheinander an den
Fallstudien teil. Dabei handelte es sich stets um Masterstudierende der Mathe-
matik fiir das Lehramt an Gymnasien und Gesamtschulen an der Universitit
Bielefeld.

6.1 Aufgabe 1: Dynamische Argumentation am
rechtwinkligen Dreieck

Aufgabe 1 bezieht die Darstellung des Sinus am rechtwinkligen Dreieck ein:

Aufgabe 1

Das Dreieck ABC verdndert sich, wie im Bild unten angedeutet. Dabei sei der Winkel
« stets am Punkt A eingezeichnet.

Gib an, ob sich das Verhdiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse vergrofiert, verkleinert
oder gleich bleibt.

Begriinde deine Antwort. Nutze dazu die Darstellung am rechtwinkligen Dreieck.

Als visuelle Orientierungshilfe war eine Zeichnung eingefiigt, in der ein recht-
winkliges Dreieck zu sehen ist, bei dem sich der Winkel « &ndert und die
Ankathete dieselbe Grofie behilt (vgl. Abbildung 6.1).
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Die Teilnehmenden sollen mithilfe der Darstellung des Sinus am rechtwink-
ligen Dreieck begriinden, ob das Verhiltnis von Gegenkathete zu Ankathete im
Intervall (0°, 90°) zunimmt, abnimmt oder gleich bleibt, wenn der entsprechende
Winkel groBer wird. Die Aufgabe bezieht sich also auf das Kovariationsverhalten
der Sinusfunktion im Intervall (0°, 90°), das auf unterschiedliche Weise begriin-
det werden kann. Die Darstellung in Abbildung 6.1 steht im Kontrast zum sich
verdndernden Referenzdreieck im Einheitskreis, bei dem sich der Winkel verin-
dert und die Lénge der Hypotenuse denselben Wert behilt. Im Einheitskreis ist
es leicht einzusehen, dass der Sinus grofler wird, da sich nur die Gegenkathete
vergroBert und diese im Zihler der Verhéltnisgleichung steht. Die Schwierigkeit
in der vorliegenden Aufgabe liegt darin, dass sich beide Grofen im gesuchten
Verhiltnis verdandern: Sowohl Gegenkathete als auch Hypotenuse werden grofer.
Es ist zu erwarten, dass eine derartige dynamische Sichtweise fiir manche der
Studierenden ungewohnt ist, da sie so in der Schule iiblicherweise nicht behan-
delt wird. Erst durch eine genaue Betrachtung kann geschlussfolgert werden, dass
diese GroBen sich nicht im selben Mal} veridndern, sondern dass die Gegenkathete
schneller wichst als die Hypotenuse.

Eine anschauliche qualitative Argumentation, die das Seitenverhiltnis am
rechtwinkligen Dreieck nutzt, konnte wie folgt aussehen: Fiir sehr kleine Win-
kel entspricht die Linge der Hypotenuse in etwa der Linge der Ankathete. Die
Gegenkathete ist im Verhéltnis zur Hypotenuse verschwindend klein. Das Ver-
hiltnis ,,Gegenkathete zu Hypotenuse® ist damit anndhernd 0. Fiir Winkel in
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der Nihe von 90° werden sowohl Gegenkathete als auch Hypotenuse belie-
big groB. Es ist allerdings an geeigneten Beispielen zu erkennen, dass sich die
Linge der Ankathete der Linge der Hypotenuse angleicht und sich das Verhilt-
nis von Gegenkathete zur Hypotenuse dem Wert 1 annihert. Diese Feststellung
lasst darauf schlieflen, dass sich das gesuchte Verhiltnis bei wachsendem Winkel
vergrofert.

Alternativ konnen die Studierenden den Sachverhalt auf den Einheitskreis oder
den Funktionsgraphen der Sinusfunktion iibertragen. Im Falle des Einheitskreises
spielt die Ahnlichkeit von Dreiecken eine wichtige Rolle: Jedem Dreieck in der
Zeichnung kann ein #dhnliches Dreieck zugeordnet werden, dessen Hypotenuse
AC die Léange 1 besitzt. Der Eckpunkt C dieser Dreiecke liegt auf dem Ein-
heitskreis. Bei groler werdendem Winkel o wichst die Gegenkathete BC. Daher
wird das Verhéltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse BC : AC bei wachsendem
a grofer.

Sollten die Studierenden den Graphen der Sinusfunktion nutzen, um den
Sachverhalt zu klédren, ist zu erwarten, dass in den Argumentationsprozessen
funktionale Grundvorstellungen zum Tragen kommen, die sich auf das das Kova-
riationsverhalten der Sinusfunktion beziehen. Die Sinusfunktion gibt im Intervall
[0°,90°] den funktionalen Zusammenhang zwischen dem Winkel o und dem
Verhéltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse an. Die Sinusfunktion ist in diesem
Intervall streng monoton wachsend, was auch am Graphen der Sinusfunktion
erkennbar ist. Das gesuchte Verhiltnis wird daher grofer.

6.1.1 Janine und Tim - Rechtwinklige Dreiecke und
Sinusfunktionen

Tim und Janine sind Studierende im 1. bzw. 2. Mastersemester. Beide studieren
Mathematik auf Lehramt fiir die gymnasiale Oberstufe. Sie wurden aus einem
Seminar zu Grundbegriffen der Mathematikdidaktik fiir diese Studie rekrutiert,
kannten sich aber bereits aus anderen Veranstaltungen. Das vorliegende Transkript
ist 72 Zeilen lang, wurde in zwei Szenen unterteilt und dauert 3:50 Minuten.
Untersuchen wir nun, wie Tim und Janine die Aufgabe bearbeiten.
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Tim und Janine — Szene 1 — Aufgabe 1
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Janine:

Tim:

Janine:

Tim:

Ich wirde damit anfangen, dass wir uns angucken, wie
der Sinus von Alpha uberhaupt definiert ist. Das ist
Gegenkathete durch Hypotenuse.

Genau, die Frage ist: bleibt die Hypotenuse gleich
lang oder wird die groBer [zeigt auf das Dreieck]?
Weil also ich meine, das Ding bewegt sich ja hier
nicht im Kreis oder so.

Richtig, die Hypotenuse wird...

GroBer, aber..

GroRer.

Die Gegenkathete auch.

Genau, aber rein jetzt erstmal vom Bild hier wiird ich
ja sagen: offensichtlich vergroBert sich der Winkel

Alpha.

Ja Alpha vergroRert sich, genau.

Ja.

Ah... Ah, ich weil was du meinst, okay.
Weilt du was ich meine?

Jaja.

Also, nach dem Bild wird Alpha grober.
Ja.

Und daraus muss folgen, dass das Verhdltnis Gegenka-
thete durch Hypotenuse auch grofer wird. Richtig?
Joa.

Weil Sinus Alpha gleich Gegenkathete durch Hypotenuse
definiert ist.

Achso, weil du den Sinus, weil du ilber den Sinus
argumentierst und weil du irgendwie bei einem Win-
kel zwischen 0 und 90 Grad bist.

Genau, keine Ahnung, ich mach einmal einen Win-

kel mit Alpha gleich 10 Grad und einmal Winkel Alpha
45 Grad und dann sehe ich ja offensichtlich, dass
sich dann da was mit verdndert haben muss.

Also Sinus Alpha wachst monoton.

Ah ja, ja monoton im Verhdltnis zu Alpha. Daher
folgt, dass Verhaltnis Gegenkathete Hypotenuse muss
groler werden. Oder erstmal a&ndert sich. So, das
Verhaltnis muss groBer werden, richtig? [lacht]
Eigentlich ja, ... Hoffen wir einfach mal, dass es
stimmt, oder dass es nicht stimmt.

Gib an, ob sich das Verhaltnis vergrdbert verkleinert
oder gleich bleibt. Okay wir wissen schon mal, dass
es sich andert.
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Tim beginnt damit, sich die Definition des Sinus ins Gedéchtnis zu rufen ,,.Das
ist Gegenkathete durch Hypotenuse® (2-3). Janine stimmt ihm zu, schaut sich das
Bild an und stellt die Frage, ob ,,die Hypotenuse gleich lang* (4-5) bleibt oder
ob ,die grofer (5) wird, denn ,,das Ding bewegt sich ja nicht im Kreis* (6-7).
Janine und Tim stellen beide fest, dass die Hypotenuse groier wird. Kurz darauf
bemerkt Janine, dass die Gegenkathete auch grofler wird und Tim erkennt, dass
der Winkel sich vergroBert. Diese Feststellung ldsst Janine aufhorchen: Sie ruft
,»Ah, ich weill was du meinst, okay* (17). Tim fragt ,,Weillt du was ich meine?*
(18) und Janine bejaht. Ohne weiter darauf einzugehen was Tim meint, folgert er,
dass mit einem wachsenden Winkel «,,das Verhiltnis Gegenkathete durch Hypo-
tenuse auch grofer wird” (22-23), ,,weil Sinus Alpha gleich Gegenkathete durch
Hypotenuse definiert ist** (35-36). Janine greift Tims Uberlegung auf und sagt
,Achso, weil du tiber den Sinus argumentierst und sagst, weil du irgendwie bei
einem Winkel zwischen 0 und 90 Grad bist* (27-29). Spiter ergénzt sie ,,Also
Sinus wichst monoton® (34). Tim antwortet darauf ,,Ja, monoton im Verhéltnis zu
Alpha. Daraus folgt Verhiltnis Gegenkathete Hypotenuse muss groler werden
(35-37). Direkt im Anschluss relativiert er seine Aussage ,,Oder erstmal dndert
sich® (37) und etwas spiter ,,Okay wir wissen schon mal, dass es sich dndert*
(42-43).

Fangen wir nun mit einer Interpretation dieser Szene an. In der Aufga-
benstellung kommt das Wort Sinus nicht vor. Stattdessen wird explizit vom
Verhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse gesprochen. Tim stellt zu Anfang
einen Zusammenhang zum Sinusbegriff her und definiert diesen iiber das gesuchte
Seitenverhéltnis im rechtwinkligen Dreieck. Es ldsst sich vermuten, dass die Nen-
nung des Begriffs Sinus fiir Tim moglicherweise deswegen relevant ist, da er
dadurch an ein ihm bekanntes Konzept ankniipfen kann. Dieses Konzept beinhal-
tet nicht nur die geometrische Definition, die er nennt, sondern stellt auch Beziige
zu funktionalen Vorstellungen her. Besonders relevant ist in diesem Zusammen-
hang die Kovariationsvorstellung, die sich bei der Sinusfunktion in der folgenden
Eigenschaft wiederfindet: Fiir groer werdende o im Intervall [0°, 90°] wichst
auch sin(a).

Dieser funktionale Zusammenhang zeigt sich bei Tim in der Aussage ,Ja,
monoton im Verhiltnis zu «. Daher folgt, das Verhéltnis Gegenkathete zu Hypo-
tenuse muss grofer werden® (35-36). Die Monotonie der Sinusfunktion auf dem
Intervall [0°, 90°] fasst das oben genannte Kovariationsverhalten in einem Begriff
zusammen und scheint in Tims Begriindungsprozess die tragende Vorstellung und
das entscheidende Argument zu sein.
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Janine versucht zu Beginn das rechtwinklige Dreieck in ihre Argumentation
miteinzubeziehen. Dazu vergleicht sie die Skizze mit der ihr vertrauten Situa-
tion am FEinheitskreis. Sie erinnert sich moglicherweise daran, dass die Lénge
der Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecks am Einheitskreis konstant 1 bleibt.
Darum stellt sie die Frage, ob die Hypotenuse sich in dem vorliegenden Fall
verandert oder nicht. Nachdem die Frage geklart ist, nimmt sie Abstand von
der Skizze und versucht Tims Gedankengang nachzuvollziehen. Ihre Aussage
»Ach so, weil du iiber den Sinus argumentierst (27-28) lasst vermuten, dass
sich hier ein Bedeutungswechsel bei Janine vollzieht. Es wird nicht mehr nach
einem Argument am rechtwinkligen Dreieck gesucht, sondern ein Argument
am Sinus. Damit meint Janine hochstwahrscheinlich die Sinusfunktion, wodurch
sie nun in der Lage ist, Eigenschaften der Sinusfunktion in ihre Argumenta-
tion miteinzubeziehen. Dies duflerst sich in dem Satz ,,Also Sinus Alpha wichst
monoton‘ (34). Janine scheint nicht iiberzeugt von dem Argument, was sich in
ihrer Aussage ,,Hoffen wir einfach mal das es stimmt* (39-40) bemerkbar macht.
Moglicherweise hingt dies damit zusammen, dass sie keine direkte Verbindung
zwischen dem Seitenverhiltnis in einem rechtwinkligen Dreieck und den funk-
tionalen Eigenschaften der Sinusfunktion herstellen kann. Schauen wir nun, wie
sich die Situation weiterentwickelt.

Tim und Janine — Szene 2 — Aufgabe 1

44 Tim: Also, wir wissen offensichtlich, Alpha wird groRer,
45 das heiBt Sinus von Alpha wird groBer.

46 Janine: Oder..

47 Tim: Also, dass das groBer wird ist klar, wenn du dir ein-
48 mal versuchst so 10° und 45° vorzustellen [macht

49 einen Winkel mit seiner Hand und einem Stift] wenn

50 ich nur das eine verschiebe, muss dieser Winkel

51 groBer werden [deutet auf die Gegenkathete].

52 Janine: [liest den Aufgabentext vor] Versuche wenn méglich

53 noch weitere Argumente zu finden.

54 Tim: Es gibt halt mehrere Moglichkeiten das zu argumentie-
55 ren. Das ist ja jetzt hier erstmal nur eine.

56 Das ist ja quasi am Bild argumentieren das wir sagen:
57 okay wir stellen uns ein Dreieck vor [formt ein

58 Dreieck mit beiden Ha&nden] wenn wir uns das Dreieck
59 vorstellen dann andert sich da offensichtlich was

60 bei. So...also nochmal. Wir haben, Gegenkathete zu

61 Hypotenuse &dndert sich. Wir wissen, dass Gegenkathete

62 durch Hypotenuse groBer werden muss. Richtig?
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63 Janine: Joa.
64 Tim: Was sagt das tber das Verhaltnis aus?
65 Janine: Haaa? Das ist das Verhaltnis von Gegenkathete zu Hy-

66 potenuse.

67 Tim: Lol. Ich hab Verhdltnis noch mit 2 zu 3 aber das ist
68 ja...

69 Janine: Aber das kannst du auch darstellen als Bruch.

70 Tim: Ja deswegen.

71 Janine: Okay, haben wir noch weitere Argumente?

72 Tim: Puh... ich hab gerade keins.

Tim nutzt sein Wissen iiber die Sinusfunktion ,,Wir wissen offensichtlich, Alpha
wird groBer, das heiit Sinus Alpha wird groBer” (44-45). Janine fingt einen
Satz an, aber unterbricht sich sofort. Daraufthin erklart Tim, warum ,,das grofler
wird* (47), und zieht dazu zwei Dreiecke mit Winkelgréen 10° und 45° hinzu:
Diese Dreiecke versucht er mit seinen Hénden und einem Stift zu visualisieren.
Janine gibt sich mit der bisherigen Antwort noch nicht zufrieden und wieder-
holt die Aufgabenstellung ,,Versuche, wenn moglich noch weitere Argumente zu
finden* (52-53). Tim sagt, dass es mehrere Moglichkeiten gibt, den Sachverhalt
zu erkldren und dass sie bisher ,,quasi am Bild argumentieren* (56). Tim star-
tet einen neuen Erkldrungsversuch und beginnt mit dem, was die beiden wissen,
nidmlich dass ,,Gegenkathete durch Hypotenuse grofer werden muss™ (61-62).
Darauthin fragt er ,,Was sagt das {iber das Verhéltnis aus® (64). Janine ist iiber-
rascht und sagt ,,Had4? Das ist das Verhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse*
(65-66). Tim erwidert darauf ,,Lol. Ich hab das Verhéltnis noch mit 2 zu 3, aber
das ist ja...” (67-68). Janine unterbricht ihn ,,aber das kannst du auch darstel-
len als Bruch* (69). Daraufhin zeigt sich Tim einsichtig. Sie iiberlegen beide, ob
ihnen noch weitere Argumente einfallen, finden aber keine.

Uberlegen wir nun wie diese Szene interpretiert werden kann. Tim geht erneut
auf das Kovariationsverhalten der Sinusfunktion ein und wiederholt, dass sin(o)
wichst, wenn « im Intervall [0°, 90°] wichst. Dabei stellt er keinen direkten
Bezug zum rechtwinkligen Dreieck her. Er behauptet zwar am Bild zu argu-
mentieren, liefert aber keine Argumente, die diese Behauptung stiitzen. Seine
Argumentation bleibt daher ergebnislos. Zum Ende der Diskussion startet Tim
einen neuen Versuch: Er wei}, dass ,,Gegenkathete durch Hypotenuse groBer
werden muss® (61-62), und stellt direkt im Anschluss die Frage, was das iiber
das Verhiltnis aussagt. Nachdem er von Janine darauf hingewiesen wird, dass
es dasselbe ist, lenkt er ein und sagt ,,Ich hab das Verhiltnis noch mit 2 zu 3*
(67). Es scheint als gibe es fiir Tim an diesem Punkt drei Konzepte, die er nicht
miteinander in Verbindung setzen kann:
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1. sin(«) als Wert einer Funktion
2. sin(«) als Ergebnis einer Division: ,,Gegenkathete durch Hypotenuse*
3. sin(«) als Verhiltnis: ,,2 zu 3* bzw. 2:3

Welche Erkldrung ldsst sich fiir diesen kognitiven Konflikt finden? Das Kova-
riationsverhalten der Sinusfunktion kann in der Darstellung des Sinus am
rechtwinkligen Dreieck, am Einheitskreis und am Funktionsgraphen erldutert
werden. Der Einheitskreis wird zwar von Janine kurz genannt, spielt aber in
dieser Szene eine untergeordnete Rolle. Am Funktionsgraphen ldsst sich das
Kovariationsverhalten im Intervall [0°, 90°] regelrecht ablesen. Auf dieser Dar-
stellungsebene zeigt sich Tim zuversichtlich, dass das Verhiltnis grofer werden
muss. Am rechtwinkligen Dreieck miissen hingegen passende Begriindungen
gefunden werden. Tims Argumentation bezieht sich hauptsichlich auf die Dar-
stellung der Sinusfunktion als Funktionsgraph, der Wechsel zum Dreieck gelingt
nur begrenzt. Tim versucht zwar mit Gesten und Beispielen den funktionalen
Zusammenhang am rechtwinkligen Dreieck zu erldutern, findet aber keine zufrie-
denstellende Begriindung. Dass bei Tim am Ende der Szene unterschiedliche
Konzepte des Sinus zu erkennen sind, die in einem scheinbaren Konflikt stehen,
hingt moglicherweise mit den unterschiedlichen Darstellungsebenen zusammen,
auf denen er nach geeigneten Argumenten sucht. Diese Darstellungsebenen ste-
hen fiir ihn in keinem direkten Zusammenhang. Diese Zusammenhangslosigkeit
tibertrédgt sich fiir ihn auch auf die drei oben genannten Konzepte. Das Tim dar-
tiber keinen Zusammenhang zwischen dem Sinus als Verhdiltnis und dem Sinus als
Ergebnis einer Division erkennen kann, hingt moglicherweise mit einem schwach
ausgebildeten Grundverstindnis zum Bruchzahlbegriff zusammen.

6.1.2 Max und David - Grenzwertprozesse am
rechtwinkligen Dreieck

Max und David sind Mathematik-Lehramtsstudierende der gymnasialen Ober-
stufe, sie befinden sich im 3. Mastersemester. Sie kennen sich aus dem Kurs
Grundbegriffe der Mathematikdidaktik, aus dem sie fiir diese Fallstudie rekru-
tiert wurden. Nach einer kurzen Einfiihrung beginnen sie mit Aufgabe 1. Das
Transkript umfasst 191 Zeilen, ist in vier Szenen untergliedert und dauert 8:45
Minuten. Nachdem der Aufgabentext vorgelesen wurde, beginnt die folgende
Szene.
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Max und David — Szene 1 — Aufgabe 1

Max:
David:
Max:

David:

Max:

W ~J o U W N

e

10

11

12

13 David:
14

15

16

17

18

19 Max:
20

21 David:
22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32 Max:
33

34 David:

Wir sollen also Gegenkathete zu Hypotenuse, wir sol-
len also..

Kosinus.

Naja. Sinus.

Ne, ja Sinus, Bldédsinn. Ja, Blddsinn. Also Kosinus.
Und...

Der Witz ist ja, dass wir diese L&nge geteilt durch
diese Lidnge haben. Die wird hier gréRer [zeigt auf
die Gegenkathete] und hier die definitiv auch groéBer
[zeigt auf die Hypotenuse]. Das heilt, wir konnen ja
erstmal Uberlegen, wie wir uns das ausrechnen konnen,
obwohl wir uns das...

Also man verlangert ja quasi diese Strecke [zeigt auf
die Gegenkathete] nur um ein kleines Teilsttlick ne,
also... War das nicht irgendwie dieses mit Additions-
theo..., irgendwas mit Additionen hatten wir doch
auch im Seminar. Warte, sind das hier Schmierzettel?
Das sind Schmierzettel.

Ich hoffe, er nimmt es nicht persénlich, wenn wir
nicht die Sachen aus dem Seminar nutzen.

Ja, ich habe es halt jetzt nicht im Kopf, ne &ahm.
Warte mal. [f&ngt an ein Dreieck zu zeichnen] Oh das
ist ein blauer Stift. So das ist jetzt ein bisschen
kleiner, aber einmal hier dieses Stiick [zeichnet

das rechtwinklige Dreieck aus der Skizze nach]. So
das heiflt, ich mach es mal klassisch: a, b die
Katheten und c¢ die Hypotenuse. Dann haben wir hier
vielleicht ¢ Strich, und das ist b Strich, So! Das
heiBt, das Ding ist: b plus b Strich. Also haben
wir... Das ist jetzt erst nur so ein bisschen Kritze-
leien.

Jaja, ich weiB, man fangt einmal an und guckt wo man
rauskommt.

C Quadrat gleich b plus b Strich. Ah...

Max und David beginnen damit, das Verhéltnis von Gegenkathete zu Hypote-
nuse zu benennen. David vertut sich und nennt das Verhiltnis ,,Kosinus®“ (3).
Max berichtigt ihn ,,Naja, Sinus“ (4). David gibt ihm Recht, nutzt anschlieSend
aber trotzdem dem Begriff Kosinus. Diese Verwechslung behilt David bei. Max
schildert daraufhin den Sachverhalt und dessen Problematik. Beide Seiten in dem
gesuchten Verhiltnis vergroflern sich. Es ist also nicht unmittelbar ersichtlich,
ob sich der Quotient vergroBert, verkleinert oder gleichbleibt. Er schlédgt vor,
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sich dem Problem quantitativ zu ndhern ,,Wir konnen erstmal iiberlegen, wie
wir uns das ausrechnen konnen* (10-11). David fangt an, die Skizze genauer
zu betrachten und iiberlegt, welche Werkzeuge zur Berechnung der Seitenver-
hiltnisse genutzt werden konnen, und nennt die Additionstheoreme, fiihrt den
Gedanken allerdings nicht zu Ende. Er beginnt eine Skizze anzufertigen, bezeich-
net die Seiten im Ausgangsdreieck mit a, b und ¢, den Zuwachs der Gegenkathete
mit b‘ und die neue Hypotenuse mit c¢‘. Am Schluss dieser Szene formuliert er
die Gleichung ,,c Quadrat gleich b plus b** (34).

Wie kann diese Szene interpretiert werden? Sowohl David als auch Max
suchen nach einer Antwort auf die Frage, ob sich das Verhiltnis vergrofert, ver-
kleinert oder gleichbleibt. Sie duBern keine Vermutung beziiglich der Losung,
also ist davon auszugehen, dass ihnen die Antwort zu diesem Zeitpunkt noch
nicht bekannt ist. Sie erkennen allerdings die Problematik, dass sich im gesuch-
ten Quotienten sowohl der Nenner als auch der Zihler vergroBern. Um das
Anderungsverhalten zu bestimmen, versuchen sie zu rechnen. David exploriert
den Sachverhalt zeichnerisch und algebraisch, indem er unbekannte Groflen in
den Dreiecken mit Variablen bezeichnet und Gleichungen aufstellt. Die Glei-
chung, die David nennt (34), lasst vermuten, dass er versucht, den Satz des
Pythagoras zu Rate zu ziehen. Dieser fiihrt nicht zu einer Antwort auf die Fra-
gestellung. Entscheidend ist in dieser Szene der Wechsel von der geometrischen
zur algebraischen Darstellungsebene. David und Max orientieren sich zunéchst
am rechtwinkligen Dreieck. Dort beschriften sie die Seiten der Dreiecke und
versuchen das Problem mathematisch zu modellieren. Dazu wechseln sie ins
algebraische Register und untersuchen den Sachverhalt rechnerisch.

Max und David — Szene 2 — Aufgabe 1

[Zeile 35-39 des Transkripts wurden ausgelassen]

40 David: [...] Ahm...

41 So, keine Ahnung, ob uns das jetzt was weiterbringt
42 und hier ist jetzt der Winkel Alpha [zeigt auf die

43 Zeichnung]. Und der wird jetzt vergroBert. Das heilt,
44 wir vergrodBern den Winkel Alpha. Das heiRt, der Wert
45 fir den Kosinus wird auch grober. Wenn das Argument
46 des Kosinus groBer wird, wird ja auch ... Der Kosinus
47 an sich groBer.

48 Max: Gilt das nicht nur fir den Einheitskreis? Ich

49 meine...
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50 David: Die Funktion Kosinus in welchem Wertebe...? [schreibt

51 den Ausdruck ,cos(x)=% auf Papier] Also wenn wir Ko-
52 sinus von x, in welchem Bereich bewegt sich das von 0
53 bis 1, oder nicht?

54 Max: Mhm.

55 David: Also das einmal von 0O[schreibt die Zahlen 0 und 1

56 auf das Blatt Papier]. Vollkommen mathematisch inkor-
57 rekt, aber ist auch egal. Also 0 bis 1. Das heiBt,

58 wenn wir hier jetzt irgendwie einen Wert zwischen 0
59 und 1 haben, irgendwie so was wie ... 0,2 ... sei mal
60 dahin gestellt.

61 Max: Er wirde sich ja von 0 bis 1 bewegen. Wenn wir hier
62 von dem am Einheitskreis bis 90 gehen.

63 David: Bis 90 Grad.

64 Max: Aber das hier ist ja nicht der Einheitskreis. Wir ge-
65 hen ja nicht in einem Kreis entlang sondern wir gehen
66 hier nach oben. Das wissen wir.

67 David: Ja, aber. Also ja, gut. Du gibst ja... warte im Ko-
68 sinus selber gibst du doch immer, als Argument...

69 Max: Aber wir waren immer noch beim Sinus oder. Irgend

70 wie...

71 David: Ach...ja, Gegenkathete ist Sinus. Blddsinn ja warum
72 bring ich das denn durcheinander. So Sinus ist aber
73 trotzdem 0 bis 1.

David stellt zu Beginn der Szene die Frage, ob sein Vorgehen ihn ,,weiterbringt*
(41). Er hilt sodann fest, dass sich der Winkel « in dem gegebenen Dreieck ver-
grofert und damit der Kosinus grofer wird, und gibt die folgende Begriindung
an: ,,Wenn das Argument des Kosinus grofler wird, wird ja auch... der Kosinus
an sich groBer (45-47). Max stellt die Frage, ob ,,das nicht nur fiir den Ein-
heitskreis* (48) gilt. David unterbricht Max, stellt ihm die Frage, in welchem
Wertebereich die ,,Funktion Kosinus* (50) sich bewegt, und gibt ihm gleichzei-
tig die Antwort ,,von 0 bis 1, oder nicht?* (52). Max stimmt ihm zu. Daran
anschlieend versucht David mit dem Wertebereich der Kosinusfunktion zu argu-
mentieren, kommt aber zu keinem Schluss. Max wirft erneut ein, dass sich die
Werte nur im Bereich ,,von 0 bis 1 bewegen, wenn wir hier von dem am Ein-
heitskreis bis 90 gehen* (61-62). Er bemerkt allerdings erneut: ,,Das hier ist ja
nicht der Einheitskreis. Wir gehen ja nicht in einem Kreis entlang, sondern wir
gehen hier nach oben.” (64—66). David schafft es nicht, Max Problem aus dem
Weg zu rdumen. Am Ende der Szene weist Max David darauf hin, dass er nach
wie vor félschlicherweise den Begriff Kosinus statt Sinus verwendet.
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In dieser Szene treffen bei Max und David verschiedene Erkldrungsmodelle
aufeinander, mit denen sie versuchen, das Kovariationsverhalten der Sinusfunk-
tion zu erkldren. Zu Beginn der Szene argumentiert David noch am rechtwink-
ligen Dreieck und zeigt auf das ihm vorliegende Bild. Kurz darauf formuliert
David allerdings die folgende Begriindung: ,,Wenn das Argument des Kosinus
groBer wird, wird ja auch ... Der Kosinus groBer (45-46). An dieser Stelle kann
davon ausgegangen werden, dass sich David auf den Funktionsgraphen bezieht,
da er die Begriffe ,,Wert des Kosinus*“ im Zusammenhang mit ,,Argumenten*
nutzt. Spéter spricht er explizit von der ,,Funktion Kosinus* (50) und versucht
den Wertebereich in seine Argumentation miteinzubeziehen. Seine Vermutung
zum Kovariationsverhalten der ,,Kosinusfunktion* scheint fiir David auf dieser
Ebene gesichert zu sein. Max scheint mit dieser Argumentation unzufrieden zu
sein. Er weigert sich Davids Begriindung anzuerkennen, denn ,,das hier ist ja nicht
der Einheitskreis“ (64). Dieser Aussage nach zu urteilen beschreibt die Sinusfunk-
tion fiir Max zunéchst den ganz konkreten funktionalen Zusammenhang zwischen
Bogenlédnge und y-Koordinate am Einheitskreis und nicht etwa den funktionalen
Zusammenhang zwischen dem Winkel o und dem Verhiltnis von Gegenkathete
zu Hypotenuse in einem beliebigen rechtwinkligen Dreieck.

Nachdem Max und David vier Minuten lang versuchen, den Sachverhalt
algebraisch mithilfe des Pythagoras zu erkléren, ereignet sich die folgende Szene:

Max und David — Szene 3 — Aufgabe 1

[In den Zeilen 74-128 des Transkriptes, versuchen Max und David
das Problem mithilfe des Satzes von Pythagoras zu l&sen]

129 Max: Ha, ist der, ist der ganze Witz nicht daran, dass
130 wir das vielleicht gar nicht brauchen. Ich meine...
131 Wir haben schlussendlich, haben wir, missen wir das
132 Verhdltnis Gegenkathete zu Hypotenuse haben, ja? Und
133 wenn das hier unendlich groR wird [zeigt auf die Ge-
134 genkathete des Dreiecks] kommen wir unendlich nah an
135 90 Grad dran. Und der Sinus von Null...

136 David: Naja, nee guck mal: wenn ich das jetzt hier bis

137 hierhin... [zeichnet einen Punkt oberhalb der Gegen-
138 kathete ein und verbindet diesen mit dem Ursprung]

139 Max: Ja.

140 David: Naja gut, okay.

141 Max: Wir kommen unendlich nah an 90 Grad dran. Und da wir
142 wissen, dass der Sinus von...

143 David: Ja, aber es geht doch gerade nach oben. Also...

144 Max: Ja, trotzdem.
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145 David: Hab ich jetzt einen Knick in der Optik? Warte wenn...
146 Max: Guck mal.
147 David: Das wird jetzt komplett blod.

148 Max: Guck mal: Der Punkt geht immer weiter nach oben, im-
149 mer weiter nach oben, immer weiter nach oben.

150 David: Wenn du den Winkel &anderst okay. Aber das A. Das ver-
151 lauft ja quasi hier hoch.

152 Max: Ja, es ist. Es geht ja.
153 David: Wir kommen ja nie bei 90 Grad an...

154 Max: Ja, das mein ich ja. Das ist quasi der schone

155 Grenzwert. 90 Grad ist unser Grenzwert. Also wenn wir
156 quasi das Ding hier so hinhalten Richtung Valentins
157 Biiro, dann haben wir hier so ein 98 &h 89 Komma neun
158 neun neun gradigen Winkel und dann miissen wir diese a
159 und b Verhaltnisse gar nicht ausrechnen. Wir wissen,
160 dass der Sinus von 0 bis 90 von 0 auf 1 hoch geht und
161 dementsprechend wird das Verhdltnis immer gro-

162 Ber, also immer erhohen, je hoéher a wird. Also je

163 grober a wird, desto ndher kommt der dieses Verhalt-
164 nis, also fir uns einfach der Sinus, Richtung 1 und
165 dementsprechend wird sich das vergroéRern.

166 David: Ja, also Ich verstehe schon, was du meinst.

Max beginnt die Szene mit einer neuen Idee ,Ist der ganze Witz nicht daran,
dass wir das gar nicht brauchen? (129-130) und verweist damit auf die zuvor
durchgefiihrten Rechnungen, bei denen der Satz des Pythagoras genutzt wurde.
Er versucht sich dem Sachverhalt nun qualitativ zu ndhern. Max verschiebt in
Gedanken den Punkt A auf der Gegenkathete immer weiter nach oben und sagt
,Und wenn das jetzt hier unendlich grof3 wird, kommen wir unendlich nah an
90 Grad dran* (132-135). David unterbricht Max und stellt seine Behauptung
in Frage und versucht ein Gegenbeispiel zu liefern ,,Naja, nee guck mal: wenn
ich das jetzt hier bis hierhin...“ (136-137). Nach einer kurzen Uberlegung lenkt
er ein ,,Naja gut“ (140). Es zeigt sich allerdings, dass er den Grenzwertprozess
trotzdem nicht nachvollziehen kann ,,Ja, aber es geht doch gerade nach oben.*
(143) und ,,Wir kommen ja nie bei 90 Grad an* (153). Max erklirt David, dass
der Winkel Alpha 90 Grad nie erreicht, da es ,,der schone Grenzwert* (154-155)
ist, und veranschaulicht ihm den Vorgang. David stimmt Max daraufthin vorerst
Zu.

In dieser Szene wird das Kovariationsverhalten der Sinusfunktion erstmals
mit der Darstellung am rechtwinkligen Dreieck in Verbindung gebracht und von
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einer vorwiegend quantitativen Argumentationsebene zu einer qualitativen Argu-
mentationsebene gewechselt. Max nutzt dazu die Darstellung am rechtwinkligen
Dreieck und versucht diese in Einklang mit seinem Wissen iiber die Sinusfunktion
zu bringen. Er betrachtet dazu was passiert, wenn die Gegenkathete vergroflert
wird. Er folgert, dass sich dadurch der Winkel o dem Wert von 90° annihert.
In Verbindung mit dem Wissen iiber die Sinusfunktion, die auf dem Intervall
[0°, 90°] monoton wichst, kommt er zu dem Schluss, dass sich das gesuchte Ver-
hiltnis vergroBBern muss. David hat Probleme, sich den Sachverhalt vorzustellen.
Eine Problematik riihrt daher, dass er zwischen zwei Prozessen unterscheidet:
1. Der Winkel o wird grofler und 2. die Gegenkathete wird grofler. Im ersten
Fall kann David verstehen, dass sich &« dem Wert 90° anndhert. Im zweiten Fall
kann er nicht erkennen, wie sich das Verhiltnis verindert: ,,Wenn du den Winkel
dnderst okay. Aber das A das verlduft ja quasi hier hoch* (150-151). Ein Grund
dafiir konnte sein, dass eine gleichmiBige Vergroferung des Winkels zu einer
immer schneller werdenden VergrofBerung der Gegenkathete fiihrt, wohingegen
eine gleichmiflige Vergroferung der Gegenkathete zu einer immer langsame-
ren VergroBerung des Winkels fiihrt. Das Erreichen des Wertes von 90 Grad
erscheint dadurch immer unwahrscheinlicher. Aus der qualitativen Betrachtung
des Prozesses am rechtwinkligen Dreieck folgert Max, dass sich der Winkel «
vergrofert und dem Wert 90 Grad annéhert. Die Dynamik des Vorgehens erlaubt
es Max, das Kovariationsverhalten der Sinusfunktion am rechtwinkligen Dreieck
zu begriinden.

Max und David - Szene 4 — Aufgabe 1

167 Max: [umkreist das Wort vergroéRBern im Aufgabentext] Das
168 missen wir ankreuzen und dann missen wir den Rest gar
169 nicht ausrechnen...Vergrofert und dann schreiben wir
170 David: Ja aber es vergrdbert sich doch beides, es vergrobert
171 sich ja sowohl die Gegenkathete als auch die Hy-

172 potenuse.

173 Max: Das ist, das ist fur uns egal.

174 David: Das heiBt, bleibt es nicht im Endeffekt gleich?

175 Max: Das...

176 David: Also...

177 Max: Das bleibt nicht gleich, weil wenn es gleich bleiben
178 wirde, misste ja der Winkel Alpha gleichbleiben.

179 David: Stimmt, Jja.
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180 Max: Und wenn wir uns einfach die... Deswegen wirde ich es
181 komplett Uber das Alpha argumentieren: dass wir sagen
182 hier das Verhaltnis, was hier gefragt ist, ist eben
183 unser Sinus und den Wert, den Alpha fir uns annehmen
184 kann, ist, wenn das A hier ganz unten ist 0 Grad

185 und wenn es ganz oben ist, geht es Richtung 90

186 Grad und das heibt, &h, je groBer A wird, desto mehr
187 gehen wir an den Grenzwert 1 und dann haben wir diese
188 erste Aufgabe eigentlich durch.

189 David: Jetzt verstehe ich auch deinen Ansatz.

190 Max: Bdm [hebt die Faust zu einem Fistbumb] negativ getes-
191 tete Faust. [beide lachen]

Zu Beginn dieser Szene macht Max einen Losungsvorschlag zur Aufgabe. Er
zeigt auf das Wort ,,vergrofern und sagt ,,Das miissen wir ankreuzen und dann
miissen wir den Rest gar nicht ausrechnen* (167-168). David iiberkommen erneut
Zweifel an der Losung, er argumentiert ,,Ja aber es vergroBert sich doch beides®
(170-171). ,,Das heift, bleibt es nicht im Endeffekt gleich? (174). Max erwidert
,,Das bleibt nicht gleich, weil wenn es gleichbleiben wiirde, miisste ja der Winkel
Alpha gleichbleiben. (177-178). Schlielich schldgt Max vor ,.komplett {iber das
Alpha* (181) zu argumentieren. Er erklirt, dass das wonach gesucht ist, ,.eben
unser Sinus® (183) ist und dieser lduft in dem vorliegenden Beispiel von O bis 1.
David stimmt zu und sagt, dass er Max Ansatz nun versteht.

Max verwendet seine in der vorigen Szene etablierte Verbindung zwischen
dem rechtwinkligen Dreieck und der Sinusfunktion, um die Aufgabe zu l6sen.
Dazu nutzt er seine Grundkenntnisse iiber den Sinus als Funktion (Monotonie auf
dem Intervall [0,90°]) und adaptiert diese auf den vorliegenden Fall. Bei David
konfligieren erneut die zwei Erkldrungsmodelle an der Sinusfunktion und am
rechtwinkligen Dreieck: Er kann zwar die Argumentation an der Sinusfunktion
verstehen, da er diese bereits in der zweiten Szene selbst angefiihrt hat, hat aber
Probleme sie mit der Darstellung am rechtwinkligen Dreieck abzustimmen. Max
bemerkt scheinbar Davids Schwierigkeit das Kovariationsverhalten der Sinus-
funktion am rechtwinkligen Dreieck zu begriinden und beschrinkt sich darauf,
die funktionalen Eigenschaften des Sinus zu wiederholen.

6.1.3 Zusammenfassung - Aufgabe 1

In den beiden untersuchten Bearbeitungsprozessen konnen zentrale Schwierig-
keiten im Umgang mit Prozessen an rechtwinkligen Dreiecken herausgearbeitet
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werden. Es zeigt sich in beiden Fallstudien zu Beginn bei den Studierenden
eine schwache bis fehlende Vernetzung der Interpretation des Sinus am recht-
winkligen Dreieck und als Funktion. Kernproblematik der vorliegenden Aufgabe
liegt darin, das Kovariationsverhalten der Sinusfunktion auf unterschiedlichen
Darstellungsebenen zu begriinden. Die Kovariationsvorstellung zéhlt zu den all-
gemeinen Grundvorstellungen zu Funktionen und wird von den Studierenden
zum Beispiel genutzt, wenn diese darauf verweisen, dass die Sinusfunktion auf
dem Intervall [0°, 90°] monoton wichst. Diese Aussage allein wiirde bei ent-
sprechender Vernetzung der Darstellungsebenen des Sinus am rechtwinkligen
Dreieck, am Einheitskreis und als Funktionsgraph dazu reichen, um eine kor-
rekte Antwort auf die in der Aufgabenstellung formulierten Fragen zu geben. Es
zeigt sich allerdings in beiden Fallstudien, dass den Studierenden die Monotonie
der Sinusfunktion allein nicht als Begriindung ausreicht. Es fehlt die Uber-
zeugungskraft des Arguments, da es nicht eigenstindig aus der vorgegebenen
Darstellung am rechtwinkligen Dreieck und der damit verbundenen Seitenver-
hiltnisvorstellung hergeleitet wird (vgl. Abschnitt 4.6.1). Vielmehr beziehen sich
die Argumentationsprozesse der Studierenden zu Beginn hauptsichlich auf die
Funktionsvorstellung des Sinus (vgl. Abschnitt 4.6.6).

Die fehlende Verkniipfung zwischen der Seitenverhiltnisvorstellung und der
Funktionsvorstellung des Sinus lésst sich wie folgt erkldren: Der Lernweg vom
rechtwinkligen Dreieck zur Sinusfunktion verlduft iiber den Einheitskreis. Der
Einheitskreis bildet in diesem Sinne das Bindeglied zwischen den zwei unter-
schiedlichen Darstellungen und Grundvorstellungen. Eigenschaften, die fiir die
Sinusfunktion gelten, kénnen in einem Schritt auf die Darstellung am Einheits-
kreis iibertragen werden. Die Ubertragung von Eigenschaften der Sinusfunktion
auf die Darstellung am rechtwinkligen Dreieck benétigt bereits zwei Uberset-
zungsprozesse und erweist sich fiir die Studierenden als problematisch. Die
Studierenden miissen auf die Transitivitidt der hergestellten Zusammenhinge ver-
trauen. Besonders eindriicklich zeigt sich diese fehlende Transitivitdt bei Max.
Er ist zunéchst unzufrieden mit dem Argument, dass die Sinusfunktion monoton
wichst, da mit ihr lediglich die funktionale Abhingigkeit zwischen Bogenmal
und y-Koordinate am Einheitskreis beschrieben wird. Um wirklich iiberzeugt zu
sein, beginnt er das Kovariationsverhalten am rechtwinkligen Dreieck zu erkun-
den. Erst danach ist die Aufgabe fiir ihn gelost. Im Fall von Janine und Tim
gelingt die Deutung des Kovariationsverhaltens am rechtwinkligen Dreieck nur
eingeschrénkt. Sie bleiben schlielich dabei, Grundwissen im Zusammenhang mit
der Funktionsvorstellung zu nutzen. An diesem Beispiel zeigt sich, wie wichtig es
ist, die allgemeinen funktionalen Grundvorstellungen zu erweitern und spezielle,
auf die Funktionsklassen abgestimmte Grundvorstellungen zu entwickeln.
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6.2 Aufgabe 2: Das Referenzdreieck im Einheitskreis

Der Aufgabentext der zweiten Aufgabe lautet:

Erklire, warum der innere Kreis die y-Achse bei y = sin(a) schneidet (vgl.
Abbildung 6.2).

0.4

-08

a5

Abbildung 6.2 Sinus am Einheitskreis ohne eingezeichnetes Referenzdreieck

In dieser Aufgabe sind die Studierenden mit einem Problem konfrontiert, in
dem mit der Definition des Sinus als y-Koordinate eines Punktes auf dem Ein-
heitskreis gearbeitet werden soll, ohne dass das zugehdrige Referenzdreieck mit
eingezeichnet ist. Ihnen wird eine Zeichnung ausgehéndigt, in der ein Punkt P im
dritten Quadranten auf dem Einheitskreis zu sehen ist. Zudem ist der Winkel «
eingezeichnet, den der Punkt auf dem Einheitskreis ausgehend von (1, 0) zuriick-
gelegt hat. Der Punkt P und der Ursprung des Koordinatensystems bilden die
Endpunkte einer Strecke, die wiederum den Durchmesser eines kleineren Kreises
bildet. Dieser Kreis schneidet die x- und y-Achse im Nullpunkt und an jeweils
einer weiteren Stelle. Die Studierenden sind nun damit beauftragt zu erkliren,
warum der Schnittpunkt des inneren Kreises mit der y-Achse gleich dem Sinus
von « ist.
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Um dies zu zeigen, kann wie folgt argumentiert werden: Nach der Defini-
tion des Sinus am FEinheitskreis entspricht der Sinus von o« der y-Koordinate
des Punktes P. Es muss also gezeigt werden, dass der Schnittpunkt des kleinen
Kreises mit der y-Achse gleich der y-Koordinate des Punkt P ist. Das ist genau
dann der Fall, wenn der Schnittpunkt gleich der Projektion von P auf die y-
Achse ist oder, in anderen Worten, wenn die Verbindungsstrecke zwischen P
und dem Schnittpunkt auf der y-Achse rechtwinklig auf der y-Achse steht. Wird
diese Strecke ins Koordinatensystem eingezeichnet entsteht ein Dreieck in einem
Halbkreis, dessen ldngste Seite der Durchmesser des Halbkreises ist. Es handelt
sich bei dieser Konstellation um den Thaleskreis, womit das Dreieck rechtwinklig
ist und damit das Problem gelost wurde.

Der Satz des Thales gehort wie der Satz des Pythagoras zu den geometri-
schen Grundwerkzeugen, die in der Schule vermittelt werden, und sollte damit
den Studierenden bekannt sein. Doch auch wenn der Satz des Thales nicht zum
Repertoire der Studierenden gehdren sollte, so lédsst sich aus den Problemldse-
prozessen und der Art und Weise, wie im Zusammenhang mit dieser Aufgabe
tiber Aspekte des Sinus diskutiert wird, vieles iiber mogliche Schwierigkeiten der
Studierenden erfahren. Das fehlende Referenzdreieck in der Abbildung der Auf-
gabe dringt den Lernenden dazu, sich von der urspriinglichen Interpretation des
Sinus am rechtwinkligen Dreieck zu 16sen und die Interpretation als y-Koordinate
eines Punktes auf dem Einheitskreis voran zu stellen. Hierdurch soll ein Perspek-
tivwechsel erreicht werden. Das Einzeichnen eines Referenzdreiecks bedarf in
diesem Fall einer Rechtfertigung.

Statt die y-Koordinate des Punktes P auf dem Einheitskreis zu betrachten,
konnten die Studierenden alternativ auch iiber die gerichtete Linge des einge-
zeichneten Referenzdreiecks argumentieren. Um die Linge zu bestimmen, miisste
die Gerade auf die y-Achse projiziert werden.

Funktion dieser Aufgabe ist es, das Zusammenspiel der Seitenverhiltnisvor-
stellung, der Referenzdreiecksvorstellung und der Koordinatenvorstellung genauer
zu untersuchen. Bei einer aktiven Auseinandersetzung mit den drei Interpretatio-
nen kénnen die Hiirden deutlich gemacht werden, die sich bei einem solchen
Deutungswechsel in den Weg stellen. Von entscheidender Bedeutung beim Losen
dieser Aufgabe ist die funktionale Grundvorstellung der Zuordnung. In die-
sem Zusammenhang stellt sich die Frage: Welche Wertepaare werden durch die
Sinusfunktion gebildet beziehungsweise wie lassen sich das Argument und der
Funktionswert inhaltlich deuten? Am rechtwinkligen Dreieck ordnet die Sinus-
funktion einem Winkel in Gradmal ein Seitenverhiltnis zu. Am Einheitskreis
wird einem Winkel oder die Linge eines Bogenstiicks die Linge einer Seite im
Referenzdreieck beziehungsweise die y-Koordinate eines Punktes zugeordnet. In
der Darstellung als Funktionsgraph wird einem Wert auf der x-Achse ein Wert
auf der y-Achse zugeordnet.



6.2 Aufgabe 2: Das Referenzdreieck im Einheitskreis

169

6.2.1

Janine und Tim - Hiirden beim Deutungswechsel vom

Dreieck zum Einheitskreis

Das vorliegende Transkript ist 93 Zeilen lang und ist untergliedert in drei Szenen.
Die Bearbeitung der Aufgabe dauert insgesamt 19 Minuten. Dabei liefert das
Transkript einen detailreichen Einblick in die Denkprozesse, die beim Ubergang
zwischen Dreieck und Einheitskreis stattfinden. Verfolgen wir nun Janine und
Tim beim Bearbeiten dieser Aufgabe.

Janine und Tim - Szene 1- Aufgabe 2

W o U g Ww N

11
12
13
14
15
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

Janine:

Tim:

Janine:

Tim:

Janine:

Tim:

Janine:

Tim:
Janine:

Tim:

Janine:

Also der Sinus...

Ich wirde halt immer mit dem Einfachsten erst anfan-
gen: was ist wenn Alpha gleich null ist.

Naja aber der Sinus ist der y... der der ... die y
Koordinate des Punktes...

Im Einheitskreis.

Auf dem Einheitskreis und das ist der Einheitskreis.
Ja, genau.

So und hier hédtten wir jetzt, wenn der Punkt hier ist
[zeigt auf den Punkt P im 3. Quadranten] wiirdest du
das Dreieck jetzt praktisch hier zeichnen [deutet
eine Line vom Punkt P zur x-Achse an] Ach nee das ist
Quatsch. Der Winkel ist groRler als...aber das macht
ja gar nichts weil du ja trotzdem dann einfach
praktisch diesen Teil nehmen kannst [zeigt auf das
Alphal.

Richtig.

Und dann hattest du den Sinus hier als, &h, warte was
ist denn der Winkel? Dann das ist der Winkel Gegenka-
thete, h&, irgendwas passt da grade nicht. Moment.
Wieso? Du hast Hypotenuse als Lange 1, du hast hier
deine Gegenkathete und du hast hier deinen Winkel Al-
pha.

Ach das ist in der mit der y-Achse, oh, nicht mit der
x-Achse. Ich dachte gerade der Schnittpunkt des Krei-
ses mit der x-Achse und ich dachte mir die ganze

Zeit, das passt doch nicht.
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Direkt nachdem die Studierenden die Aufgabenstellung gelesen haben, startet
Janine das Gesprich ,,Also der Sinus...“ (1) und wird von Tim unterbrochen.
Tim versucht die Problemstellung der Aufgabe auf den ,.einfachsten” (2) Fall
zuriickzufiihren und iiberlegt ,,was ist, wenn Alpha gleich null ist* (2-3). Janine
wirft ein, dass der Sinus ,,die y-Koordinate des Punktes® (4-5) im Einheitskreis
ist, und bezieht sich auf die Definition des Sinus am Einheitskreis. Janine und Tim
stimmen sich gegenseitig zu. Sie geht nicht weiter auf Tims Versuch ein, Alpha
gleich null zu setzen, und kehrt zur urspriinglichen Problemstellung zuriick. Sie
zeigt auf den Punkt im dritten Quadranten und iiberlegt, was passiert, wenn man
»das Dreieck jetzt praktisch da einzeichnen* (9—10) wiirde. Dazu deutet sie mit
dem Stift eine Line vom Punkt P zur x-Achse an. Sie zieht ihren Vorschlag kurz
zurlick, ,,weil der Winkel grofler als...” (12) ist und unterbricht ihren Satz, um
dann im selben Atemzug wieder umzuschwenken, ,,weil du ja trotzdem dann ein-
fach praktisch diesen Teil nehmen kannst* (13-14). Dabei deutet sie auf den Teil
des Winkels o — 180°. Janine versucht nun die Definition des Sinus am recht-
winkligen Dreieck anzuwenden und sucht vergeblich die Gegenkathete des von
ihr vorgestellten Dreiecks bis sie schlieBlich bemerkt, dass irgendetwas gerade
nicht passt. Tim zeigt daraufhin auf den Radius des Einheitskreises: ,,Du hast
hier die Hypotenuse als Linge 1 (18), auf die imaginierte Verbindungsstrecke
zwischen P und der x-Achse: ,hier deine Gegenkathete* (19) und schlieflich auf
den Referenzwinkel des vorgestellten Dreiecks: ,,und du hast hier deinen Winkel
Alpha“ (19-20). Janine ruft laut ,,Ach das ist in der mit der y-Achse, nicht mit
der x-Achse® (21) und erkennt, dass sie fdlschlicherweise dachte, der Sinus sei
gleich dem ,,Schnittpunkt des Kreises mit der x-Achse* (20-21).

Tim beginnt die Szene damit, sich anzuschauen welchen konkreten Wert die
Sinusfunktion dem Argument o = 0 zuordnet. Janine startet mit einer inhaltli-
chen Deutung des Sinus als y-Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis.
Im Verlauf ihrer Bearbeitung versucht sie jedoch, den Sinus auf das Seitenver-
hiltnis in einem rechtwinkligen Dreieck zuriickzufiihren, was zu Problemen fiihrt.
Dabei trifft sie in ihrem Deutungsprozess auf Hiirden, die bei dem Wechsel vom
rechtwinkligen Dreieck zum Einheitskreis typisch sind. Namlich:

1. die Erweiterung des Definitionsbereiches
2. das Bestimmen der Linge eines Seitenstiickes durch die Projektion auf die
entsprechende Achse

Wie lassen sich diese Schwierigkeiten erkldren? Die Erweiterung des Definiti-
onsbereiches ergibt sich aus der Betrachtung des Einheitskreises. Im Falle des
rechtwinkligen Dreiecks ordnet die Sinusfunktion einem Winkel o das Verhiltnis
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zweier Seiten zu. Da die Innenwinkelsumme in einem Dreieck 180° betrigt, kann
dieser Winkel nicht grofer als 90° werden. Am Einheitskreis nimmt die Sinus-
funktion hingegen Drehwinkel als Argumente, die sowohl positiv als auch negativ
und beliebig grol werden kénnen. Je nachdem, welche Zuordnungsvorstellung
des Sinus Janine verwendet, erhilt sie unterschiedliche Definitionsbereiche.

Im Umgang mit dem Referenzdreieck bemerkt Janine plotzlich, dass irgendet-
was da gerade nicht passt (17). SchlieBlich sagt sie aus, dass sie falschlicherweise
den Schnittpunkt mit der x-Achse betrachtet hat und nicht den mit der y-Achse.
Wie konnte es dazu kommen? Das Einzeichnen eines Dreiecks in den Einheits-
kreis kann unterschiedliche Funktionen erfiillen. Zum einen kann es im ersten
Quadranten als Referenzdreieck dienen, das den Zusammenhang zwischen der
Definition am rechtwinkligen Dreieck und der Definition des Sinus am Einheits-
kreis herstellt. In anderen Quadranten ist dieses Referenzdreieck problematisch,
da dort die gerichteten Lingen betrachtet werden miissen. Zum anderen entsteht
ein weiteres Dreieck, wenn man den Punkt P auf die y-Achse projiziert um die
y-Koordinate abzulesen (vgl. Abbildung 6.3). In Janines Fall scheint es, als hitte
sie die Seite des Referenzdreiecks mit der Projektionslinie verwechselt.

Abbildung 6.3
Einheitskreis mit
Referenzdreieck und
Projektionslinie

Projektionslinic

Anschlielend an diese Szene beginnt Tim einen Winkel in den ersten Quadran-
ten zu zeichnen. Von dort aus will er mit Symmetrieeigenschaften des Kreises und
dhnlichen Dreiecken das Problem 16sen. Nach ca. fiinf Minuten ereignet sich der
folgende Austausch:
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Janine und Tim - Szene 2 — Aufgabe 2

[Zeile 25-44 wurden ausgelassen]
45 Janine: Ich meine, warum ist denn, also dass da unten Sinus

46 Alpha ist, ist klar [zeigt auf den Schnittpunkt mit
47 der y-Achse]. Die Frage ist, warum gerade bei dem

48 inneren Kreis, also warum kann der Kreis nicht anders
49 aussehen. Also ich hoffe das ist die Frage.

50 Tim: Magst du einmal fir uns erkldren, warum du jetzt Sin-
51 nus Alpha da unten hast?

52 Janine: Ah, warum das da unten Sinus Alpha ist? Ahm...Weil

53 du, also, du kannst es nicht mehr. Also denn wenn

54 Alpha grofer wird als 90 Grad wirds schwierig, das

55 dber ahm...

56 Tim: Kannst ruhig versuchen den da oben den Kreis...

57 Janine: Ja, aber es ist ja wurscht, also du hast irgendwann
58 Alpha zwischen 0 und 90 Grad festgestellt, dass der
59 Sinus immer die y-Koordinate ist und das ubertragst
60 du auch auf Alpha die groBer sind als 90 Grad.

Nachdem Tim einige Zeit damit verbracht hat, den Sinus im ersten Quadranten
zu erortern, geht Janine zuriick zur Ausgangssituation und sagt, ,,dass da unten
Sinus Alpha ist, ist klar* (45-46). Worauthin Tim Janine fragt, ,,warum du jetzt
Sinus Alpha da unten klar hast* (50-51). Janine gibt ihm eine Antwort, indem sie
zunichst das Problem der Erweiterung des Definitionsbereiches anspricht. ,,Also
wenn Alpha grofer wird als 90 Grad wird das schwierig liber dhm* (53-55).
Anschlieend erklért sie, wie der verallgemeinernde Schritt auf Winkelgrofen
tiber 90° vonstattengeht: ,,Also du hast irgendwann Alpha zwischen 0 und 90
Grad festgestellt, dass der Sinus immer die y-Koordinate ist und das tibertrigst
du auch auf Alpha die groBer sind als 90 Grad* (57-60).

Janine ist der Losung zu Beginn der Szene schon sehr nahe (45-49). Sie
miisste nur noch den Satz von Thales anwenden und entsprechend geometrisch
argumentieren: Der Kreis kann nicht anders aussehen. Es handelt sich um den
Thaleskreis, da das Referenzdreieck rechtwinklig ist. Bevor sie ihren Gedanken
zu Ende fithren kann, stellt Tim ihr die Frage, ,,warum du jetzt Sinus Alpha
da unten hast?* (50-51). Sie erklért ihm, wie sich die Zuordnungsvorschrift des
Sinus vom rechtwinkligen Dreieck zum Einheitskreis dndert. Zentral ist bei ihr die
Feststellung, dass im Intervall [0°, 90°] der Sinus nicht nur dem Seitenverhéltnis
im rechtwinkligen Dreieck entspricht, sondern ,,der Sinus immer die y-Koordinate
ist (59) und dieser Zusammenhang schlieBlich auf Winkel iibertragen wird, die
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grofer als 90° sind. Damit kniipft sie an die Problematik der vorherigen Szene
an.

Eine Minute spéter versuchen sie das Problem erneut durch die Betrachtung
von Spezialfillen zu l6sen.

Janine und Tim - Szene 3 — Aufgabe 2

61 Janine: Okay, vielleicht sollten wir uns einen Spezialfall

62 angucken. Also wenn P zum Beispiel da unten ist.

63 Oder meinetwegen Alpha 0 Grad ist, dann hatten

64 wir...

65 Tim: Hier unser P. [Zeigt auf den Punkt (1,0)]

66 Janine: Genau, da unser P, der Kreis w&dre genau so, [deutet
67 einen Kreis an] hier wiirde diese Gerade durchgehen
68 [zeigt auf die x-Achse] also der Durchmesser prak-
69 tisch des kleinen Kreises.

70 Tim: Und da wédre der Schnittpunkt offensichtlich. [zeigt
71 auf den Ursprung]

72 Janine: Und der Sinus ware natirlich 0, weil wir auch in die-
73 sem Kreis kein Dreieck mit einer Strecke... also

74 mit einer Gegenkathete haben.

75 Tim: Ja.

76 Janine: So.

77 Tim: Hilft uns also nicht.

78 Janine: Nein aber...

79 Tim: Nein. So, ndchster Spezialfall: da ware ja Alpha 90
80 Grad.

81 Janine: Genau. Dann haben wir...die Gegenkathete [zeigt auf
82 die Gegenkathete des eingezeichneten Dreiecks] ware
83 ja die komplette, diese [zeigt auf die y-Achse] komp-
84 lette Strecke eben im kleinen Kreis. Das wére genau
85 der Durchmesser [unverstdndlich]. Wollte schon sa-
86 gen... aber ist wurscht. Wo ist dann eigentlich

87 die Hypotenuse?

88 Tim: Mhhh. ..

89 Janine: Achso, ja. Die ist auch 1. Also wir haben eigentlich
90 kein Dreieck, aber gut.

91 Tim: Genau, wir haben in dem Moment halt auch kein Drei-
92 eck. Nutzt also auch nichts.

Janine und Tim haben bereits ca. 15 Minuten lang vergeblich versucht, das vorlie-
gende Problem zu 16sen. Dabei haben sie in dem Koordinatensystem Hilfslinien
und ein Dreieck in den ersten Quadranten gezeichnet, um sich den Sachverhalt
besser vorstellen zu konnen. Janine beginnt in diesem Abschnitt erneut mit dem
Versuch, sich Spezialfille anzuschauen. Sie betrachtet den Fall, in dem Alpha
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gleich Null ist und P die Koordinaten (1,0) hat. Janine erkennt, dass in die-
sem Fall der Durchmesser des kleinen Kreises genau auf der x-Achse liegen
wiirde. Tim zeigt auf den Ursprung und bemerkt, dass dort auch ein ,,offensicht-
licher* (70) Schnittpunkt ldge. Janine ergédnzt ,,der Sinus wire natiirlich 0* (72)
und begriindet ihre Aussage damit, dass es in diesem Fall ,.kein Dreieck mit der
Strecke...also mit einer Gegenkathete* (73-74) gibt. Da es in diesem Fall kein
Dreieck gibt, kann Tim nicht viel mit diesem Beispiel anfangen ,,Es hilft uns also
nicht* (77). Er dringt zum néchsten Spezialfall und schlégt vor, sich anzuschauen
was passiert, wenn Alpha gleich 90 Grad ist. Janine macht in diesem Fall fiir die
Gegenkathete folgende Feststellung: ,,die komplette, diese komplette Strecke eben
im kleinen Kreis das wire genau der Durchmesser* (83-84). Anschliefend fragt
sie sich ,,Wo ist dann eigentlich die Hypotenuse?* (86-87) und beantwortet die
Frage selbst ,,Achso, ja. Die ist auch 1. Also wir haben eigentlich kein Dreieck,
aber gut.“ (89-90) Worauthin Tim erneut anmerkt, dass es ohne Dreieck nichts
niitzt sich den Spezialfall anzuschauen.

In dieser Szene wird deutlich, zu welchen Problemen eine nicht tragfihige
Zuordnungsvorstellung beim Sinus fithren kann. Janine und Tim versuchen das
Problem zu 16sen, indem sie es auf bekannte Spezialfille (# = 0° und « =
90°) zuriickfithren. Wahrend sie die Fille explorieren, kommt die y-Koordinate
des Punktes P nicht mehr zur Sprache. Stattdessen fokussieren sich beide auf
das Referenzdreieck. Die entsprechende Zuordnungsvorstellung des Sinus — vom
Winkel o zur Linge der Gegenkathete — ist in den Fillen « = 0° und o =
90° allerdings nicht tragfihig, da ein Referenzdreieck existiert. Im Fall « = 0°
argumentiert Janine dementsprechend: ,,Der Sinus wire natiirlich 0, weil wir auch
in diesem Kreis [...] kein Dreieck [...] mit einer Gegenkathete haben (72-74).
Im Fall « = 90° kommt Janine zwar zum richtigen Ergebnis, ist dann aber
plotzlich iiberrascht, dass kein Dreieck mehr vorhanden ist. Ihr Fokus lag auf
der Gegenkathete des Referenzdreiecks. Im Grenzfall nihern sich Gegenkathete
und Hypotenuse an, bis sie sich schlieBlich iiberdecken und gleich werden. Janine
scheint bei dieser Uberdeckung die Hypotenuse aus dem Blick verloren zu haben.
Auch Tim scheint auf das Referenzdreieck angewiesen zu sein, um dem Sinus
am Einheitskreis Bedeutung beizumessen. Er kommentiert, dass die Sonderfille
fiir ihn nutzlos sind. Janine und Tim versuchen im Anschluss an diese Szene
noch weitere drei Minuten, eine passende Begriindung zu finden, gelangen aber
zu keinem zufriedenstellenden Ergebnis.

Warum finden Janine und Tim keine Losung? Es zeigt sich im Dialog
zwischen Janine und Tim, dass zwei konkurrierende Zuordnungsvorstellungen
ausgemacht werden konnen: Die Interpretation als y-Koordinate auf dem Ein-
heitskreis und als Seitenverhiltnis im rechtwinkligen Dreieck. Obwohl sich beide
Studierenden scheinbar dariiber im Klaren sind, dass ein Zusammenhang zwi-
schen diesen Interpretationen besteht, stellt sich die Dreiecksvorstellung als
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dominant heraus und verdridngt die Interpretation am Einheitskreis in ihrer Argu-
mentation immer wieder. Es findet keine Integration der beiden Sichtweisen statt.
Die Argumentation bezieht sich stets auf das Referenzdreieck, statt auf den Ein-
heitskreis. Diese Abhidngigkeit vom Referenzdreieck fiihrt beide Studierenden
dazu, sich die Situation hauptsichlich im ersten Quadranten anzusehen, wo ihre
Vorstellung als Verhéltnis von Seitenldngen in einem Dreieck noch trigt. In den
Spezialfillen (¢ = 0° und o = 90°) kommen beide zu den richtigen Sinuswerten,
aber es fillt ihnen offensichtlich schwer, diese Werte zu begriinden, da ihnen das
Dreieck fiir die Seitenverhiltnisvorstellung fehlt.

6.2.2 Larissa und Veronika - Umgang mit dem
Referenzdreieck

Larissa und Veronika sind Studierende im 2. Mastersemester Mathematik auf
Lehramt fiir die gymnasiale Oberstufe. Sie kannten sich nur aus dem Kurs Grund-
begriffe der Mathematikdidaktik. Das vorliegende Transkript ist 128 Zeilen lang
und in fiinf Szenen gegliedert. Insgesamt dauert der Bearbeitungsprozess 15
Minuten.

Larissa und Veronika — Szene 1 — Aufgabe 2

Larissa: Erklare, warum der Schnittpunkt des inneren Kreis-
ses mit der y-Achse gleich Sinus Alpha ist.

Veronika: Das ist der innere Kreis und der Schnittpunkt.

Larissa: Und wir suchen das da [markiert die Projektion des
Punktes P auf der x-Achse], des inneren Kreises
mit der y-Achse.

Veronika: Also wenn wir das jetzt hier [zeichnet eine Ver-

0 J o U Ww N

bindungslinie vom Punkt P zum Schnittpunkt mit

O

der x-Achse]...dhm das machen, dann sieht man das

Jy
o

direkt [Veronika neigt den Kopf]. Also das ist,

Jy
=

dhm, hier das ist der Sinus [zeigt auf die einge-

=
N

zeichnete Strecke]. Ah, ja Sinus von Alpha und das

Jy
w

ist minus irgendwas.

[y
o~

Larissa: Ja, minus null Komma sechs, ne?

Jy
(€2}

Veronika: Ja, genau. Missen nur das ganze direkt ablesen.

Larissa wiederholt zunéchst die Fragestellung der Aufgabe ,.Erkldre, warum der
Schnittpunkt des inneren Kreises mit der y-Achse gleich Sinus Alpha ist* (1-2).
Veronika zeigt daraufhin auf den inneren Kreis und den Schnittpunkt und benennt
diesen. Anschlieend markiert Larissa einen Punkt auf der x-Achse und sagt, dass
dies das gesuchte Objekt ist. Veronika zieht als nichstes eine Verbindungslinie
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vom Punkt P zur x-Achse und bemerkt: ,,Dann sieht man das direkt” (9-10). Sie
zeigt auf die gezeichnete Strecke und sagt ,,Also das hier, das ist der Sinus* (10—
11) und schitzt einen Wert von ,,minus irgendwas® (13). Larissa schétzt einen
Wert von ,,—0,6° (14) und Veronika stimmt ihr zu.

Es folgt eine Interpretation dieser kurzen Szene. Es lassen sich im Ansatz
unterschiedliche Zuordnungsvorstellungen von Larissa und Veronika rekonstruie-
ren. Larissa markiert einen Punkt auf der x-Achse und sagt explizit, dass dieser
dem Sinus von Alpha entspricht. Kurz darauf zeichnet Veronika eine Strecke
ein, zeigt darauf und sagt ,.das ist der Sinus* (11). Fiir Larissa ordnet der Sinus
dem Winkel « also einen Wert auf der x-Achse zu, Veronika bezieht sich auf
die gerichtete Linge des Referenzdreiecks. Dabei ist es zunéchst irrelevant, dass
Larissa filschlicherweise annimmt, dass der Wert sin(«) auf der x-Achse statt
der y-Achse abzulesen ist. Obwohl sie von der y-Achse spricht, zeigt sie mehr-
mals auf den Schnittpunkt mit der x-Achse. Es ist moglich, dass es sich hier
um eine schlichte Verwechslung handelt. Schauen wir nun, wie sich die Situation
weiterentwickelt:

Larissa und Veronika — Szene 2 — Aufgabe 2

16 Veronika: Warum. [seufzt] Weil es vielleicht...kann man

17 das ein bisschen mit der Projektion...

18 Larissa: Weil wir hier, no, weil wir hier einfach dieses

19 rechtwinklige Dreieck einzeichnen konnen.

20 Veronika: Ja, richtig.

21 Larissa: Und dann, denn wir kénnen uns ja auch den Kreis

22 dann wegdenken.

23 Veronika: Ja, wir berechnen ja eigentlich hier nur den Sinus
24 im Einheitskreis. Wie wir sehen. Wir haben einen
25 Einheitskreis und, &hm, zufdllig &h...

26 Larissa: Ja, zufdllig liegt dieser Kreis genau so dass das
27 passt.

28 Veronika: Also wichtig ist halt eben...vielleicht konnen wir
29 das noch ein bisschen...wir haben uns jetzt ja ei-
30 gentlich nur den Einheitskreis angeguckt fiir die
31 Argumentation. Warum ist fir diesen innenliegenden
32 Kreis, ahm... das ist dieser Zufall vorhanden...
33 Dass es gerade der Sinus und hier den Schnitt-

34 punkt...weil man hier den Schnittpunkt mit der

35 y-Achse anguckt. Da kénnten wir nochmal Utber-

36 legen.
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Die nichste Szene beginnt mit Veronika, die sich fragt, warum ihre Vermu-
tung gilt und ob ,,man da ein bisschen mit der Projektion* (17) begriinden kann.
Larissa unterbricht sie und verneint ,,weil wir hier einfach dieses rechtwinklige
Dreieck einzeichnen konnen* (18—19). Veronika stimmt ihr zu. Worauthin Larissa
meint, dass man sich den Kreis auch wegdenken konnte. Veronika stimmt erneut
zu und begriindet dies damit, dass sie ja einfach nur den Sinus am Einheitskreis
berechnen. Larissa unterbricht Veronika in ihrem Satz und fiihrt ihn zu Ende mit
den Worten: ,,Ja, zufillig liegt dieser Kreis genau so, dass das passt* (26-27).
Veronika fingt darauthin mehrere Sitze an, die sie nicht beendet. Sie fingt an
dariiber zu sprechen, was ,,wichtig ist (28), und dass sie bisher ,,ja eigentlich nur
den Einheitskreis angeguckt” (30) haben. Sie fragt sich, was es mit dem innen-
liegenden Kreis auf sich hat und warum ,,dieser Zufall vorhanden* (32) ist, dass
der Sinus mit dem Schnittpunkt auf der y-Achse iibereinstimmt.

In dieser Szene versuchen Larissa und Veronika die Wahl ihrer Zuordnung zu
begriinden. Veronika beginnt damit iiber eine Projektion zu sprechen, allerdings
gelingt es ihr nicht, Sdtze zu formulieren, die einen genaueren Einblick in ihre
Vorstellungen gewihren. Es ist moglich, dass sie mit einer Projektion auf die
entsprechenden Achsen versucht, die Lange der von ihr eingezeichneten Gegen-
kathete zu bestimmen. Larissa wihlt einen anderen Weg. Sie begriindet die Wahl
ihres Punktes auf der x-Achse damit, dass ein Referenzdreieck einzeichnet wer-
den kann. Der innere Kreis spielt fiir sie zunichst keine Rolle mehr und lisst sich
ganz einfach wegdenken. Larissa und Veronika fahren fort:

Larissa und Veronika — Szene 3 — Aufgabe 2

[Zeile 37-42 des Transkripts wurden ausgespart]
43 Veronika: Wir miissen jetzt nochmal gucken, warum dann der

44 Schnittpunkt, &dhm...

45 Larissa: Genau da liegt, ne?! [zeigt auf den Schnittpunkt
46 mit der x-Achse] Wenn man den verschieben wiirde...
47 [fahrt mit ihrem Stift den Einheitskreis vom Punkt
48 P aus im Uhrzeigersinn entlang] Das ist eine coole
49 Sache hier.

50 Veronika: Ja. [beide lachen]

51 Larissa: Ich male das nochmal hier so rein irgendwie [setzt
52 den Stift im 2. Quadranten an] oder hier ist noch
53 viel Platz nur woanders, hier irgendwie. [geht in
54 den 1. Quadraten und zeichnet dort einen Kreis

55 ein]
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56 Larissa: Ja, perfekt wird das jetzt auf jeden Fall nicht...

57 Also das hdngt mit diesem Innenkreisradius zusam-
58 men. Weil der zufdlligerweise immer genau da rich-
59 tig landet. Oder halt doch nicht zufdlligerweise?
60 Veronika: Genau, das ist die Frage, warum...?

61 Larissa: Das sieht eigentlich nicht so gut aus hier, ne?!

Nachdem Veronika und Larissa zunichst davon ausgingen, dass es sich bei der
Ubereinstimmung zwischen dem Schnittpunkt des kleinen Kreises und der x-
Achse sowie dem Wert von sin(e) um einen ,,Zufall“ (32) handelt, der nur im
Einzelfall stimmt, versuchen die Beiden nun ein Argument dafiir zu liefern, dass
diese Gleichheit ,halt doch nicht zufilligerweise” (59) vorliegt. Larissa fahrt
zundchst mit ihrem Stift den Einheitskreis entlang und macht den Anschein, als
wiirde sie auf mentaler Ebene mit der vorliegenden Figur operieren, indem sie den
Punkt P auf dem Einheitskreis verschiebt. Sie sagt, dass es sich um ,.eine coole
Sache hier* (48-49) handelt. Als Vorstellungshilfe setzt sie den Stift im zweiten
Quadranten an, um dort einen Kreis einzuzeichnen und einen weiteren Fall zu
betrachten. Sie entscheidet sich letztlich dafiir, den Kreis im ersten Quadranten
einzuzeichnen.

Larissa wechselt in dieser Szene von einer statischen zu einer dynamischen
Sichtweise. Wo sie zu Anfang noch auf den Einzelfall fixiert war, scheint sie nun
zu begreifen, dass es sich bei der Skizze um einen exemplarischen Fall handelt,
der sich verallgemeinern ldsst. Sie ldsst den Punkt gedanklich am Einheits-
kreis entlang wandern und stellt sich vor, wie der Kreis und die entsprechenden
Punkte mitwandern. Erst durch das mentale Operieren am Einheitskreis entwi-
ckelt Larissa ein dynamisches Verstindnis, das dabei hilft, den Sachverhalt zu
verallgemeinern. Dahingegen fiihrte die Betrachtung des Referenzdreiecks im
vorherigen Teil stets zu einer sehr statischen, auf den Einzelfall fokussierten
Sichtweise. Zum besseren Verstindnis fiihrt Larissa ihre Uberlegungen im ersten
Quadranten genauer aus.

Larissa und Veronika — Szene 4 — Aufgabe 2

[Zeilen 62-74 des Transkripts wurden ausgespart]

75 Larissa: Ich bin mir nicht sicher so, diese Zeichnung sieht
76 so schlecht aus, dass ich vermuten wiirden, dass

77 das hier nicht stimmt - wobei ich hab den hier zu
78 tief angesetzt und dann da und dann passt es doch
79 wieder, aber sieht ja eigentlich nicht so gut aus,

80 ne?!



6.2 Aufgabe 2: Das Referenzdreieck im Einheitskreis 179

81 Veronika:

82
83
84 Larissa:
85

86 Veronika:

Aber wichtig ist ja halt, ob du hier [zeichnet

eine Linie vom Punkt zur x-Achse] dann runter
kannst und das sieht eigentlich ganz gut aus, ne?!
Die Frage ist halt:
wirklich...

Ja das ist halt,

nur wirde der Kreis dann auch

das koénnte sein, dass das ein

87 bisschen konstruiert ist, jetzt an der Stelle weil
88 du weilt wo du hin willst.

89 Larissa: Aber wir konnen jetzt glaube ich nur sagen, dass
90 das hier zufdlligerweise gut ist. Weil wir halt

91 dieses rechtwinklige Dreieck da einzeichnen kon-
92 nen. Fertig.

93 Veronika: Genau, wir konnen sagen, warum wir das koénnen aber

94

wir koénnen nicht jetzt erkldren warum das passt.

Nachdem Larissa ihre Zeichnung angefertigt hat, kommen ihr Zweifel, da
ihre Skizze nicht den Eindruck erweckt, sie konnte ihre Annahme stiitzen
(Abbildung 6.4).

Abbildung 6.4
Hilfsskizze von Larissa und
Veronika zu Aufgabe 2

Veronika teilt ihre Zweifel: Sie ist der Meinung, dass die Skizze etwas kon-
struiert sein konnte, ,,weil du weiit wo du hin willst* (87-88). Larissa gibt sich
geschlagen und verweist erneut auf den Zufall. Die abschlieBenden Worte Veroni-
kas fassen ihr Bemiihen wie folgt zusammen: ,,Wir kdnnen sagen, warum wir das
konnen, aber wir konnen nicht jetzt erkldren warum das passt® (93-94). Die Bear-
beitung der Aufgabe endet an dieser Stelle und beide widmen sich der néichsten
Aufgabe.

In Larissas Argumentationsweise wird der Gegensatz zwischen dem statischen
Charakter der Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck und dem dyna-
mischen Charakter der Einheitskreisdefinition deutlich. Erst durch das mentale
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Operieren am Einheitskreis gelangt Larissa kurzzeitig zu der Vermutung, dass die
Aufgabe einen allgemeingiiltigen Fall darstellt. Die Riickbesinnung auf das recht-
winklige Dreieck fiihrt dazu, dass Larissa sich erneut auf den Einzelfall bezieht
und den Zufall als Grund angibt. Offenbar fehlen ihnen die technischen Mittel
um eine genauere Analyse durchzufiihren. An dieser Stelle wiirden geometrische
Hilfsmittel wie ein Zirkel oder dynamische Geometriesoftware die Exploration
vereinfachen.

Nach der Bearbeitung der dritten Aufgabe kehren Larissa und Veronika noch
einmal fiir einen Moment zuriick zu Aufgabe 2. Es beginnt der folgende Dialog:

Larissa und Veronika — Szene 5 — Aufgabe 2

95 Larissa: Aber liest man Sinus auf x- oder auf y-Achse ab?

96 Veronika: Hm...auf der y-Achse. [zeichnet eine imagindare

97 Achse von oben nach unten und zeigt auf die Ver-
98 bindungslinie vom Punkt P zur x-Achse]

99 Larissa: Und warum ist das dann hier auf der x-Achse [zeigt
100 auf die x-Achse]... wir haben es hier auf der x-
101 Achse eingezeichnet.

102 Veronika: Nee.
103 Larissa: Doch. Das ist doch die x-Achse.

104 Veronika: Nee, hier. [zeigt auf die Strecke von P zur x-

105 Achse] Die hier haben wir eingezeichnet. Das ist
106 die y-Achse, [zeigt auf die y-Achse und geht mit
107 dem Stift hoch und runter] das ist minus. [zeigt
108 auf die Strecke und geht hoch und runter]

109 Larissa: Ja, aber dann stimmt ja dieser Wert nicht. [zeigt
110 auf den Punkt auf der x-Achse] Dann muss das ja
111 dieser Wert sein. [zeigt auf die y-Achse] Wenn wir
112 den da ablesen wollen.

113 Veronika: Den Wert haben wir falsch gesagt, [zeigt auf den
114 Punkt] das stimmt.

115 Larissa: Ja, okay. Also Korrektur hierzu. [zeichnet eine
116 Verbindungslinie zwischen P und der y-Achse ein]
117 Wir sind hier bei null Komma acht.

118 Veronika: Wir haben da halt das Dreieck eingezeichnet und
119 den Schnittpunkt gebildet, ne?!

120 Larissa: Und das ist auch okay so.

121 Veronika: Aber Sinus konnten wir hier ablesen ganz genau.
122 Larissa: Okay, Jja dann lesen wir den mal hier neu ab.

123 Veronika: Wir haben den auch gar nicht aufgeschrieben.

124 Larissa: Okay.

125 Veronika: Also das eine ist der Schnittpunkt und das wie
126 wir uns das Dreieck mit der Projektion quasi vor-
127 stellen und das andere ist wo wir es ablesen.
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Larissa fragt zu Beginn der Szene, ob der Sinuswert auf der x- oder der y-
Achse abgelesen wird. Veronika antwortet ,,Hm... auf der y-Achse” (96) dabei
zeichnet sie eine vertikale Linie vom Punkt P zur x-Achse. Larissa fragt darauf-
hin ,,und warum ist das hier auf der x-Achse? Wir haben es hier auf der x-Achse
eingezeichnet” (100-102) dabei zeigt sie auf den Punkt auf der x-Achse. Vero-
nika verneint die Aussage. Sie sagt sie haben ,die hier” (106) eingezeichnet
und fihrt zunichst mit ihrem Stift die Verbindungsstrecke von P zur x-Achse
ab und anschliefend die y-Achse. Larissa entgegnet ihr, dass sie in diesem Fall
den falschen Wert abgelesen haben und nicht auf die x-Achse sondern auf die
y-Achse schauen miissen. Veronika stimmt ihr zu ,,Den Wert haben wir falsch
gesagt. Das stimmt™ (113-114). Larissa korrigiert den Fehler. Sie zeichnet eine
Verbindungsstrecke von P zur y-Achse ein und liest einen Wert von ,,0,8“ (117)
ab. Veronika versucht den Fehler nachzuvollziehen und sagt ,,Wir haben da halt
das Dreieck eingezeichnet und den Schnittpunkt gebildet* (118-119) und wenig
spiter ,,Aber Sinus konnten wir hier ablesen ganz genau“ (121). Am Ende der
Szene fasst sie zusammen: ,,Also das eine ist der Schnittpunkt und das wie wir
uns das Dreieck mit der Projektion quasi vorstellen und das andere ist wo wir es
ablesen® (125-127).

Larissas Frage, ob der Sinuswert auf der x- oder der y- Achse abgelesen
wird, ist rein technischer Natur. Sie geht nicht darauf ein, was bestimmt wird,
sondern nur darauf, wie vorgegangen wird, um den gesuchten Wert zu erhalten.
Es ist also nicht klar, ob Larissa die Koordinaten des Punktes P bestimmen will
oder ob sie an die Linge der Gegenkathete des Referenzdreiecks denkt. Veronika
antwortet korrekt, dass der Wert auf der y-Achse abgelesen wird. Entscheidend
ist an dieser Stelle allerdings nicht, was Veronika sagt, sondern welche Geste sie
ausfiihrt. Sie deutet die Strecke von P zur x-Achse an. Diese Strecke kann auf
zwei verschiedene Weisen interpretiert werden:

1. Es handelt sich um die Gegenkathete des Referenzdreiecks. Der gesuchte Wert
ist somit gleich der gerichteten Linge dieser Strecke.

2. Es handelt sich um eine Hilfslinie um die Projektion des Punktes P auf die x-
Achse anzudeuten. Auf diese Weise erhilt man die x-Koordinate des Punktes
P.

Es ist moglich, dass die beiden Funktionen dieser Linie von Larissa und Vero-
nika durcheinandergebracht wurden. Hinzu kommt, dass man zur Bestimmung
der Linge der Gegenkathete eine Verbindungsstrecke vom Punkt P zur y-Achse
einzeichnen kann, so wie es Larissa wenig spiter tut.
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6.2.3 Zusammenfassung - Aufgabe 2

In beiden Fallstudien nutzen die Studierenden unterschiedliche Zuordnungsvor-
stellungen der Sinusfunktion, zwischen denen differenziert werden muss, um die
jeweiligen Erkldrungsmodelle zu rekonstruieren. Der Sinus kann zum einen als
Zuordnung zwischen einem Winkel und dem Seitenverhiltnis in einem recht-
winkligen Dreieck verstanden werden, was im Einheitskreis zu der Betrachtung
des Referenzdreieck fiihrt, zum anderen ordnet der Sinus einem Winkel « die
y-Koordinate eines Punktes P auf dem Einheitskreis zu.

In beiden Fallstudien stellt sich die Referenzdreiecksvorstellung (vgl.
Abschnitt 4.6.3) als dominant heraus, fiihrt allerdings auch immer wieder zu
Schwierigkeiten. Janine und Tim haben Probleme damit, dem Referenzdreieck
in den Grenzfillen « = 0° und o = 90° eine Bedeutung zukommen zu lassen,
da das Dreieck in diesen Fillen entartet und die Hypotenuse mit der Gegenka-
thete bzw. der Ankathete zusammenfillt. Veronika und Larissa féllt es zunidchst
schwer, Gegenkathete und Hypotenuse des Referenzdreiecks zu identifizieren,
da dieses nicht im ersten Quadranten liegt. AnschlieBend gibt es Komplikatio-
nen bei der Bestimmung der Seitenlinge der Gegenkathete: Das Einzeichnen
der Gegenkathete fiihrt Larissa zu dem Schnittpunkt mit der x-Achse, dessen x-
Wert sie im Verlauf des Bearbeitungsprozesses als Sinuswert interpretiert. Eine
weitere Gemeinsamkeit in beiden Bearbeitungsprozessen liegt darin, dass beide
Paare versuchen, den Sachverhalt in den ersten Quadranten zu legen und dort
weiter zu bearbeiten. Dieses Vorgehen héingt damit zusammen, dass im ers-
ten Quadranten die Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck und die
Definition am Einheitskreis iibereinstimmen und keine gerichteten Lingen vor-
kommen. Eine Fokussierung auf die Definition des Sinus iiber die y-Koordinate
und damit verbunden eine Anwendung der Koordinatenvorstellung des Sinus
(vgl. Abschnitt 4.6.4), hitte den Studierenden bei der Losung dieser Aufgabe
moglicherweise geholfen.

6.3 Aufgabe 3: Modellierung periodischer Prozesse

In der dritten Aufgabe sollten die Studierenden die Schwingung eines Federpen-
dels mathematisch modellieren. Der Aufgabentext lautet:

Vor dir befindet sich ein Federpendel, an dem ein Gewichtsstiick der Masse 0,5 kg
befestigt ist. Im Ruhezustand befindet sich das untere Ende des Gewichtsstiicks 16, 5
cm iiber der Tischplatte.
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Lenke das Gewicht so aus, dass es sich 10,5 cm iiber der Tischplatte befindet. Lass
das Gewicht los und bestimme die Zeit, die es braucht, um wieder zum Tiefpunkt
zuriickzukehren.

Nutze dazu die Handyapp. Miss die Zeit von fiinf aufeinanderfolgenden Durchgdngen
und bilde den Mittelwert.

Stelle eine Funktionsgleichung auf, die diesen Schwingungsvorgang beschreibt.

In der Videostudie erhielten die Studierenden ein Federpendel, an dem ein
Gewichtsstiick mit der Masse 0,5 kg aufgehiingt war, und ein Lineal mit zwei
Markierungen an der Stelle 16,5 cm und 10,5 cm (vgl. Abbildung 6.5). Im
Ruhezustand befand sich das untere Ende des Gewichtstiicks 16,5 cm iiber der
Tischplatte. Die Studierenden wurden dazu aufgefordert, das Gewichtsstiick auf
10,5 cm tiber die Tischplatte auszulenken, loszulassen und die Schwingungsdauer
mit der Stoppuhr ihres Handys zu bestimmen. Insgesamt sollten fiinf aufeinan-
derfolgende Durchginge gemessen und darauthin ein Mittelwert gebildet werden.
AnschlieBend sollten die Studierenden ein Funktionsterm bestimmen, der den
Schwingungsvorgang beschreibt.

Abbildung 6.5 Modellierung am Federpendel

Die Schwingungsdauer des verwendeten Federpendels mit einem Gewichts-
stiick der Masse 0, 5 kg betrigt in etwa 0, 78 Sekunden und ist unabhiingig von
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der Auslenkung, wenn diese nicht zu grofl wird. Unter der Annahme, dass es sich
um eine ungeddmpfte Schwingung handelt, kann dieser Vorgang mithilfe der all-
gemeinen Sinusfunktion g(x) = a-sin(b - (x + ¢)) + d modelliert werden. Dabei
beeinflusst a die Amplitude, b die Periodenlinge, ¢ die Phasenverschiebung und
d die Verschiebung in y Richtung. Wird das Koordinatensystem in geeigneter
Weise gewihlt, konnen ¢ und d gleich O gesetzt werden. Die Aufgabe besteht
dann darin, die Faktoren a und b zu bestimmen, die jeweils von der Auslen-
kung und der Frequenz abhingen. Da das Gewichtsstiick um 6 cm ausgelenkt
wurde, ist a = 6. Der Faktor b ergibt sich, indem der Wert 2z durch die Peri-
odendauer von 0, 78 geteilt wird: b = &—7’%. Die Modellfunktion hat dann die
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Abbildung 6.6 Graph der Modellfunktion A(x) = 6 - sin(% . x)

Aus mathematischer Sicht sollten die Studierenden mit den folgenden charak-
teristischen Eigenschaften der Sinusfunktion f(x) = sin(x) vertraut sein:

o sin(0) =0
° sin(%) =1

e die Funktion sin(x) ist 2w -periodisch
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e der Wertebereich der Sinusfunktion ist [—1, 1]

Weiterhin sind die Studierenden im Idealfall in der Lage, sicher mit der allge-
meinen Sinusfunktion g(x) = a - sin(b - x + ¢) + d umzugehen, und wissen, wie
sich Anderungen der Parameter auf den Graphen der Sinusfunktion auswirken.
Wihrend des Modellierungsprozesses miissen die Studierenden zwischen drei
Darstellungsebenen wechseln konnen. Die entsprechenden Ebenen sind:

1. Die symbolische Ebene, in der die Funktion als Term gegeben ist
f(x)y=a-sin(b-(x+c))+d.
2. Die graphische Ebene, in der die Funktion als Funktionsgraph im kartesischen
Koordinatensystem gegeben ist.
3. Die inhaltliche Ebene, in der die Funktion als Schwingungsvorgang beschrie-
ben wird.

Wihrend des Bearbeitungsprozesses muss auf diesen Darstellungsebenen mental
operiert werden. Dabei untersuchen die Studierenden, wie sich die Verinde-
rung eines Parameters auf die entsprechende Eigenschaft der Funktion auf einer
anderen Darstellungsebene auswirkt:

Parameter in
a-sin(b-(x+c))+d

Operation am
Funktionsgraphen

Merkmale des
Schwingungsprozesses

d

Verschiebung entlang der
y-Achse

Anpassung der Schwinghohe

Verschiebung entlang der
x-Achse

Anpassung des Startzeitpunkts

Stauchung/Streckung entlang
der x-Achse

Anpassung der Periode

Stauchung/Streckung entlang
der y-Achse

Anpassung der Amplitude

Die Zusammenhénge zwischen den Parametern der allgemeinen Sinusfunktion

und den entsprechenden Operationen am Funktionsgraphen zu erkennen, gehort
zu den Grundkenntnissen der Objektvorstellung einer Funktion. Die Vernetzung
zu den Merkmalen des Schwingungsprozesses erfordert dariiber hinaus Modellie-
rungskompetenzen und ldsst sich mit der Oszillationsvorstellung in Verbindung
bringen.
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6.3.1 Alexander und Lisa - Modellierung periodischer
Prozesse

Alexander und Lisa sind Kommilitonen im 1. Mastersemester. Beide sind
Mathematik-Lehramtsstudierende fiir die gymnasiale Oberstufe. Das vorlie-
gende Transkript ist 165 Zeilen lang und ist untergliedert in vier Szenen. Die
Bearbeitung der Aufgabe dauert insgesamt 12:36 Minuten.

Alexander und Lisa verbringen zu Beginn des Bearbeitungsprozesses ca. vier
Minuten damit, die Schwingungsdauer des Federpendels zu bestimmen. Dazu
messen sie mehrere Schwingungsvorgéinge und bilden den Mittelwert. Sie erhal-
ten einen Wert von 0,78 Sekunden und beginnen damit eine Funktionsgleichung
aufzustellen:

Alexander und Lisa — Aufgabe 3 — Szene 1

1 Alexander: So, wir hdtten 0,78. Das heiBt, wir miissen jetzt

2 ja eine Funktionsgleichung finden, die diesen

3 Schwingungsvorgang beschreibt. Auf jeden Fall ha-
4 ben wir ja fir die...das ist immer nach null Komma
5 sieben acht ist es ja wieder auf dem...ist es ja

6 wieder bei einem Tiefpunkt angekommen.

7 Lisa: Ja.

8 Alexander: Das heilt, es fangt ja unten an, das heiBt wir ha-
9 ben hier irgendwie...[zeichnet eine Welle auf das
10 Papier] ja...so musste das ja aussehen und hier

11 zwischen Tiefpunkt und Tiefpunkt [zeigt auf die

12 Tiefpunkte der Welle und ordnet ihnen Werte =zu]

13 haben wir...ja, hier null Komma sieben acht, eins
14 Komma finf sechs. Und wir haben ja eine Auslenkung
15 von... Hochpunkt ist ja. Ah ne, wir wissen nicht
16 was der hochste Punkt ist, oder?

17 Lisa: Ja schon, achso. Doch bei zehn Komma...

18 Alexander: Ja zehn Komma fin... also hier unten ist ahm...

19 war zehn Komma funf als tiefster Punkt.

20 Lisa: Nee, als tiefster Punkt ist doch sechzehn Komma

21 finf...ach nee, genau ja...unten zehn Komma fiunf
22 oben sechszehn Komma fiunf.

23 Alexander: Genau, aber das Problem ist ja, wenn es schwingt
24 [versetzt das Pendel in Schwingung] schwingt es

25 iiber den...schwingt es iber den? [legt das Lineal

26 an] Ja genau es schwingt ja auch etwas hoher.
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28 Lisa: Mhm, Jja.

29 Alexander: Denn wir miissen doch, ah ich bin gerade...Wir

30 missen ja irgendwas. Missen wir die Amplitude und
31 die Frequenz oder sowas weiter, wiedergeben...Ge-
32 nau, das heiBlt, wir missen ja doch eigentlich auch
33 wissen wie hoch der steigt, oder?

Alexander beginnt damit, den Mittelwert von 0,78 bSekunden mit der Pendel-
schwingung in Verbindung zu bringen. Er sagt ,,das ist immer nach null Komma
sieben acht ist es ja wieder auf dem... ist es ja wieder bei einem Tiefpunkt ange-
kommen* (4-6). Lisa stimmt ihm zu. Daraufthin fertigt Alexander eine Skizze
an. Er zeichnet eine Welle auf ein Stiick Papier, die am Tiefpunkt anféingt und
drei Perioden durchlduft. AnschlieBend ordnet er jedem Tiefpunkt der Reihe nach
eine Zahl zu und schreibt diese auf ,hier null, hier null Komma sieben acht, eins
Komma fiinf sechs. (12-14). Als nidchstes mochte er die Auslenkung in die
Skizze eintragen. Er stoppt und fragt sich ,,Ah nee, wir wissen nicht was der
hochste Punkt ist, oder? (15-16). Lisa antwortet ihm ,,Ja schon, achso. Doch bei
zehn Komma...“ (17). Alexander berichtigt sie und weist daraufhin, dass 10,5
der Wert fiir den Tiefpunkt ist (19). Lisa zweifelt kurz an seiner Behauptung,
gibt ihm dann aber Recht. Nachdem Alexander und Lisa ihre Unstimmigkeit
beigelegt haben, weist Alexander daraufthin, dass bei dem Schwingungsvorgang
das Pendel iiber den Ruhezustand hinaus schwingt ,,Genau, aber das Problem ist
ja, wenn es schwingt [...] schwingt ja auch etwas hoher (23-26). Er bestitigt
seine Aussage zeitgleich damit, dass er das Pendel in Schwingung versetzt und
das Lineal danebenhilt. Lisa stimmt ihm zu. Alexander versucht sich zu erin-
nern, welche Informationen sie brauchen um die Modellfunktion aufzustellen. Er
spricht von der Amplitude und der Frequenz und merkt an, dass sie dafiir wissen
miissen ,,wie hoch der steigt* (33).

In dieser Szene sind bei Alexander und Lisa bereits Uberlegungen zu erken-
nen, die der Objektvorstellung einer Funktion zugeordnet werden konnen. Dazu
gehoren beispielsweise das Bestimmen globaler Eigenschaften einer Funktion,
das Verschieben des Funktionsgraphen im Koordinatensystem und das simultane
Arbeiten auf unterschiedlichen Darstellungsebenen. Alexander beginnt damit, die
Skizze einer Welle auf das Papier zu zeichnen und legt so erste Eigenschaften
der Modellfunktion £ (x) fest, die im weiteren Verlauf des Bearbeitungsprozesses
eine Rolle spielen. Alexander trigt 0 beim ersten Tiefpunkt ein und addiert suk-
zessiv den Wert 0, 78 bei jedem weiteren Tiefpunkt. Die Modellfunktion hat also
eine Periodenldnge von 0, 78. Aulerdem hat /(x) bei x = 0+ k - 0, 78 jeweils
einen Tiefpunkt.
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Anschliefend beschiftigen sich Alexander und Lisa mit der Auslenkung des
Pendels bzw. der Amplitude der Modellfunktion /(x). Beide versuchen die Para-
meter der Modellfunktion aus dem Schwingungsvorgang herzuleiten. Sie kommen
zu dem Schluss, dass der tiefste Punkt des Pendels bei 10, 5 liegt. Sie wissen aber
nicht, wo der hochste Punkt liegt. Alexanders letzte Aussage in Bezug auf die
Amplitude der Funktion deutet auf eine Fehlvorstellung hin: Er sagt ,,Wir miissen
[...] die Amplitude [...] wiedergeben [...] das heifit, wir miissen ja doch eigent-
lich auch wissen wie hoch der steigt, oder?*“ (29-33). Der Begriff der Amplitude
bezieht sich fiir Alexander scheinbar auf den Hochpunkt der Sinusfunktion. Er
denkt, dass es notwendig ist zu wissen, wie hoch die Funktion steigt, um die
Amplitude der Sinusfunktion zu bestimmen. Er denkt scheinbar, dass es nicht
reich, zu wissen, welchen Wert der Tiefpunkt annimmt. Er ldsst auler Acht, dass
die Amplitude aus Symmetriegriinden auch iiber den Tiefpunkt bestimmt werden
kann.

Wie ldsst sich diese Fehlinterpretation erkldren? Es ist auffallend, dass Alex-
ander und Lisa groe Schwierigkeiten haben, den Schwingungsprozess korrekt zu
erfassen. Es scheint, als lige die Problematik nicht allein in der mathematischen
Verwendung der Sinusfunktion, sondern zu einem Grofiteil in den Wissensliicken,
die sich im Bereich der Modellierung periodischer Prozesse auftun. Die wesent-
lichen Eigenschaften dieser Prozesse miissen von ihnen erst erkundet werden.
Dazu gehort die Erkenntnis, dass das Pendel in einer harmonischen Schwingung
von der Ruheposition den gleichen Weg nach oben wie nach unten zuriicklegt.
Schauen wir nun, wie Alexander und Lisa weiter vorgehen.

Alexander und Lisa — Aufgabe 3 — Szene 2

[Zeile 34-38 des Transkriptes wurden ausgespart]
39 Alexander: Ja das war doch immer bei Sinus beziehungsweise

40 bei Kosinusfunktion, &dh null war glaube ich eine
41 Sinus [zeigt auf den Tiefpunkt der skizzierten

42 Wellenfunktion] aber war doch immer, dass man wenn
43 wir wissen wie hier der Abstand, &hm, Jjeweils ist
44 zwischen Tiefpunkt und Tiefpunkt, aber wir miissen
45 doch eigentlich auch fiir eine Funktion bestimmen
46 konnen, was es flir eine Auslenkung hat, oder?

47 Lisa: Also... ich hé&atte gedacht...ja, aber.
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48 Alexander: Denn... schwingt das in die andere Richtung. Miiss-
49 te es bei so einem Pendel... das schwingt wahr-

50 scheinlich in die andere Richtung genausoweit wie
51 es ah...

52 Lisa: Das hab ich gerade auch gedacht, das man eher so
53 damit.

54 Alexander: Wenn man quasi, wenn wir es sechs Zentimeter nach
55 unten ziehen, dass es dann auch [halt das Lineal
56 ans Federpendel und lenkt das Gewichtsstiick aus]
57 ja es passt glaub ich, es schwingt dann auch sechs
58 gh... ja das waren sechs Zentimeter. Das heift,

59 der hochste Punkt wird &h zweiundzwanzig Komma

60 finf dann sein [schreibt den Wert 22,5 an einen

61 Hochpunkt der gezeichneten Kurve]. Das heiRft, wir
62 haben ja insgesamt zwolf Zentimeter hoch [zeich-
63 net in die Funktionsskizze den Abstand von Hoch zu
64 Tiefpunkt ein und markiert ihn mit 12 cm]. Ah, das
65 ist doch dann, das ist doch sowas, Sinus von. Also
66 wir haben ja am Ende denk ich, weil Sinus ja bei
67 null anféngt, haben wir ja auf jeden Fall plus

68 zehn Komma fiunf stehen. [schreibt +10,5 auf das

69 Papier], damit ist ja nochmal... und dann ist es
70 doch irgendwie allgemein dieses Sinus von k... ich
71 glaube das da werden wir, &h, da komm ich glaub

72 ich nicht weiter an der Stelle wie die...

73 [Pause von 10 Sekunden]

Alexander unterscheidet zu Beginn dieser Szene die Kosinusfunktion von der
Sinusfunktion mit den Worten ,,ih null war glaub ich eine Sinus* (40-41) und
zeigt dabei auf die Nullstelle der skizzierten Funktion. Er rekapituliert, dass man
zur Bestimmung der Funktion zunichst wissen muss ,,wie hier der Abstand, dhm,
jeweils ist zwischen Tiefpunkt und Tiefpunkt* (43—44) und dann noch ,,was es fiir
eine Auslenkung hat* (46). Lisa stimmt ihm zu. Alexander stellt die Vermutung
auf, dass das Pendel wihrend einer Schwingung ausgehend vom Ruhezustand
in beide Richtungen gleichweit schwingt. Auch darin stimmt Lisa zu. Alexan-
der bestitigt seine Vermutung indem er das Pendel zum Schwingen bringt und
das Lineal danebenhilt. Er kommt zu dem Schluss, dass sich das Pendel am
hochsten Punkt 22, 5 cm iiber der Tischplatte befindet. Er hilt sein Ergebnis fest,
schreibt den Wert 22, 5 an den Hochpunkt seiner skizzierten Wellenfunktion und
bemerkt ,,Das heifit, wir haben ja insgesamt zwolf Zentimeter hoch* (61-62). Er
versucht nun stiickweise den gesuchten Funktionsterm aufzustellen ,,Ah, das ist
doch dann, das ist doch sowas, Sinus von‘‘ (64—65) und schreibt den Wert ,,+10,5
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auf. AnschlieBend sagt er ,,wir haben ja am Ende denk ich, weil Sinus ja bei null
anfingt, haben wir ja auf jeden Fall plus zehn Komma fiinf stehen* (66—68). An
dieser Stelle hilt Alexander inne und sagt, dass er nun nicht mehr weiterkommt.

In dieser Szene wird die Erkundung des Schwingungsprozesses fortgefiihrt.
Alexander und Lisa vergewissern sich, dass das Pendel genauso hoch schwingt,
wie es zuvor nach unten ausgelenkt wurde. Nachdem Alexander herausgefunden
hat, dass der niedrigste Punkt der Pendelschwingung bei liegt, bestimmt er den
konstanten Wert des gesuchten Funktionsterms und schreibt ,,+10, 5% auf das
Arbeitsblatt. Tatsachlich hitte Alexander einen Wert von 16, 5 addieren miissen.

Welche Griinde kann es also haben, dass er den Wert 10,5 wihlt? Die
Sinusfunktion unterscheidet sich durch ihre typischen Eigenschaften von anderen
Funktionsklassen. Beispielsweise ist bei linearen und quadratischen Funktionen
der Wert des y-Achsenabschnitts gleich dem Summanden am Ende des Funk-
tionsterms. Es ist denkbar, dass Alexander diese Tatsache filschlicherweise auf
den vorliegenden Fall verallgemeinert und einen Wert von 10, 5 addiert. Dabei
lasst er die Phase und die Amplitude der Funktion unberiicksichtigt. Das Pro-
blem der Phasenverschiebung lésst sich auf Alexanders Formulierung ,,weil Sinus
ja bei null anfangt (66-67) zuriickfiihren. Er setzt den Anfang des Schwin-
gungsvorganges mit sin(0) gleich. Dabei achtet er nur auf die Funktionswerte
der Sinusfunktion und der Modellfunktion, nicht aber auf die Phase.

Alexander und Lisa — Aufgabe 3 — Szene 3

75 Lisa: [r&duspert sich] Also ich glaube, wir miissen uns
76 halt Gedanken machen inwiefern...also dadurch das
77 wir ja den Mittelwert bestimmt haben, sind wir ja
78 jetzt schon bei einer periodischen Darstellung.
79 Alexander: Genau, das missen wir auch irgendwie hier rein

80 bringen, dass wir wissen, wir haben ja normaler-
81 weise Sinus ist ja zwei Pi glaube ich.

82 Lisa: Zwei Pi periodisch, ja.

83 Alexander: Und jetzt muss ja quasi das zwei Pi, muss Jja

84 qua... entspricht ja quasi hier unserer null Komma
85 sieben acht. Das heiRt wir miissen ja...

86 Lisa: Genau, wir haben sie halt deutlich, gestaucht.

87 Alexander: Ja, genau.
88 Lisa: Ist das gestaucht?
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89 Alexander: Ahm, ja gestaucht. Es ist deutlich schneller. Gut,

90 das konnen wir ja quasi ausrechnen, oder? Das wir
91 wenn das, ahm, zwei Pi wdren ja ungefdhr sechs

92 Komma zwei oder sowas, wenn wir das, warte irgend-
93 wie miUssen wir die beiden Zahlen miteinander tei-
94 len, dann kriegen wir glaube ich einen Faktor raus
95 und dann haben wir...zwei Pi miisste dann ja extrem
96 geteilt werden. Zwei Pi durch...durch was ergibt
97 null Komma sieben acht?...Das wadre dann null Komma
98 sieben acht durch zwei Pi, oder? Das ist glaub ich
99 der Faktor den wir &h...

[In den Zeilen 100-122 des Transkripts nutzen Lisa und Alexander
7

ihre Handys um den Wert %; zu berechnen. Sie kommen zu dem Er-

gebnis 0,124..]

123 Lisa: Mal null Komma eins zwei vier, ja passt aber...
124 Alexander: Ja kommt dran. Ist es denn Jjetzt genau richtig?
125 Ja also irgendwie der Faktor steht ja zwischen den
126 den Werten... das heilt wir missen, ja...

127 Lisa: Aber das bezieht sich ja jetzt auf die Frequenz,
128 das heiRlt, das steht innerhalb von unserem Sinus.
129 Alexander: Ja das heiBt, wir miissen quasi ja die normale
130 Funktion mit diesem Faktor...missen wir die, den
131 missen wir doch irgendwie darein setzen, dann ha-
132 ben wir ja quasi die Frequenz.

133 Lisa: Genau.

Zu Beginn dieser Szene bemerkt Lisa, dass die Bestimmung des Mittelwerts sie
zu einer periodischen Darstellung gefiihrt hat. Alexander stimmt zu und weist
darauf hin, dass sie ihr Wissen iiber die 27 -Periodizitit der Sinusfunktion nutzen
miissen. Er fiihrt den Gedanken weiter und sagt ,,das zwei Pi [...] entspricht ja
quasi hier unserer null Komma sieben acht* (84-85). Lisa bestitigt die Aussage
und sagt ,,Genau wir haben sie halt deutlich gestaucht* (86). Kurz darauf fragt
sie ,,Ist das gestaucht? (88). Alexander bejaht ihre Frage ,.ja gestaucht. Es ist
deutlich schneller.“ (89). Daraufhin fingt er an etwas auszurechnen ,,Wenn wir
[...] die beiden Zahlen miteinander teilen, dann kriegen wir glaube ich einen Fak-
tor raus® (92-94). Er fragt sich ,,zwei Pi durch... durch was ergibt null Komma
sieben acht?* (96-97) und folgert, dass der zu berechnende Faktor gleich %
ist. Lisa und Alexander benutzen ihre Handys und bestimmen fiir den Quotien-
ten 02’;8 einen Wert von 0,124. Nachdem sie diesen Wert ermittelt haben, iiberlegt
Alexander wo dieser Faktor in der Funktionsgleichung hingehort ,,der Faktor steht
ja zwischen den Werten* (125-126). Lisa erwihnt die Funktion des Faktors und
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konkretisiert Alexanders Aussage ,,das bezieht sich ja jetzt auf die Frequenz, das
heift, das steht innerhalb von unserem Sinus* (127-128). Alexander stimmt zu
und ergénzt, dass sie den Faktor ,,irgendwie dareinsetzen, dann haben wir ja die
Frequenz* (131-132).

Alexander und Lisa beschiftigen sich in dieser Szene mit der Periodizitit der
Modellfunktion %(x). Beide stimmen zu, dass die Sinusfunktion eine Periode
von 27 hat. Mit seiner Bemerkung ,,zwei Pi [...] entspricht ja quasi unserer null
Komma sieben acht* (83-85) stellt Alexander einen Zusammenhang zwischen
der Sinusfunktion f(x) = sin(x) und der Modellfunktion %(x) her. Am Ende
seiner Uberlegung berechnen Alexander und Lisa den Faktor 02’;8. Korrekt wire
der Faktor % gewesen.

Wie lésst sich dieser Fehler erkldren? Alexander und Lisa verwechseln bei der
Parameterbestimmung im Funktionsterm sin(b - x) die Rechenoperation - und —+.
Das héngt damit zusammen, dass sie die Funktion in x-Richtung stauchen wollen.
Ahnliche Verwechslungen kommen bei der Parameterbestimmung quadratischer
Funktionen vor. Dort wird oft falschlicherweise die Variable x mit 2 multipliziert,
um den Funktionsgraphen in x-Richtung zu strecken und durch 2 geteilt, um ihn
zu stauchen. Dariiber hinaus ergibt sich die Stauchung der Funktion iiber die
Anpassung der Periode, die es zu verkleinern gilt, nimlich von 27 auf 0, 78.
Um den Wert zu verkleinern, entscheidet sich Alexander fiir die Division. Dabei
wird aufler Acht gelassen, dass der Faktor 4 im Funktionsterm sin(b - x) die
Periodenlénge in antiproportionaler Weise beeinflusst. Das heifit, je kleiner der
Faktor, desto grofer die Periodenlédnge.

Alexander und Lisa — Aufgabe 3 — Szene 4

134 Alexander: Wie kriegen wir die Hohenausgleichung, kriegt
135 man. ..
136 Lisa: Naja, da haben wir ja auch das, also Sinus von

137 null bleibt null.

138 Alexander: Mhm.

139 Lisa: Und Sinus von, &h, Pi?

140 Alexander: Achja, stimmt. Genau, wir haben ja genau...

141 Lisa: Ware eins, ne-?

142 Alexander: Genau und wir haben jetzt ja quasi zwolf, das
143 heiBt, das Ganze wird ja verzwdlf..., ja wir haben
144 eine verzw...in den Werten haben wir eine Ver-

145 zwdlffachung.
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146 Lisa: Genau, also ist einfach [lacht] zwdlf Mal Sinus.
147 Alexander: Genau, die Zwolf kommt vorher.

148 Lisa: Genau.

149 Alexander: Zwolf Mal Sinus [schreibt "12*sin (" vor die

150 "+10,5" auf das Papier]

151 Lisa: Bezieht sich auf die Amplitude und dann kommt

152 jetzt die Stauchung wiird ich sagen.

153 Alexander: Von genau null ja und dann normalerweise wére es
154 ja Sinus von x wa&r' ja der normale und wir machen
155 jetzt Sinus von null Komma eins.

156 Lisa: Null Komma eins zwei vier.

157 Alexander: Null Komma eins zwei vier eins vier [schreibt die

158 Zahlen in den Funktionsterm "12*sin(0,12414x)"],
159 einfach genau und dann kommt...

160 Lisa: Plus zehn Komma finf wegen der Hohe auf der wir
16l starten.

162 Alexander: Ja genau, ich glaube das...[schreibt "f (x)=" vor
163 den Funktionsterm]

164 Lisa: Sieht gut aus. [lacht]

Alexander beginnt die Szene mit der Frage, wie sie die ,,Hohenausgleichung®
(134) kriegen. Lisa erwidert ,,also Sinus von null bleibt null [...] und Sinus
von, dh, Pi [...] wire eins, ne?* (136-141). Alexander stimmt zu und bemerkt:
»in den Werten haben wir eine Verzwolffachung™ (144-145). Daraufhin sagt
Lisa ,,Genau, also ist einfach zwolf Mal Sinus“ (146). Alexander beginnt den
Funktionsterm aufzuschreiben und mit Lisa zusammen vorherige Uberlegungen
miteinzubeziehen. Die Zwolf ,,bezieht sich auf die Amplitude* (151), der Faktor
im Funktionsterm gibt die ,,Stauchung® (152) an und ,,plus zehn Komma fiinf
wegen der Hohe auf der wir starten” (160—161). Insgesamt ergibt sich also der
Funktionsterm 12 - sin(0, 12414 - x) + 10, 5 (vgl. Abbildung 6.7).
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Abbildung 6.7 Endprodukt des Bearbeitungsprozesses von Alexander und Lisa
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In dieser Szene beschiftigen sich Alexander und Lisa erneut mit der Ampli-
tude der Modellfunktion A(x). Zu Beginn hilt Lisa fest, dass Sinus von 7 null
gleich null ist und Sinus von gleich eins. Die Tatsache, dass Alexander ihr
zustimmt, deutet darauthin, dass beide eine falsche Vorstellung entwickelt haben,
die sich moglicherweise durch die vorangegangenen Fehler erkldren ldsst.

Wie kommt Lisa nun also zu der Aussage sin() = 1? Es ist moglich, dass es
sich um eine falsche Ubertragung von realen Bewegungen auf einen funktionalen
Term handelt. Die Periode des realen Schwingungsvorgangs beginnt an einem
Tiefpunkt, erreicht nach der Hilfte seinen Hohepunkt und kehrt dann zuriick zu
einem Tiefpunkt. In Szene zwei hat Alexander bereits angemerkt, dass der Sinus
bei 0 beginnt und deshalb der Wert 10, 5 addiert werden muss. Dieser Denkweise
folgend, liegt es nahe zu vermuten, dass der Graph der Sinusfunktion bei O startet,
im Intervall [0, 7r] von O bis 1 wichst und im Intervall [, 2] wieder von 1 auf
0 sinkt.

6.3.2 Jana und Melanie - Manipulationen am
Funktionsgraphen

Jana und Melanie sind Kommilitoninnen im zweiten Mastersemester fiir das
Lehramt Mathematik an Gymnasien. Das vorliegende Transkript ist 198 Zeilen
lang und in fiinf Szenen unterteilt, die gesamte Bearbeitungsdauer betrigt 14:45
Minuten. Jana und Melanie verbringen zunéchst 2:30 Minuten damit, die Schwin-
gungsdauer mit ihren Handys zu bestimmen. Sie erhalten einen Mittelwert von
0,718 Sekunden. Schauen wir nun wie sich die erste Szene entwickelt:

Jana und Melanie — Aufgabe 3 — Szene 1

g
o
o)
o

Sind das jetzt Milli- oder Mikrosekunden...

Ist das jetzt einfach Sinus sieben eins Komma acht

x?

Melanie: Nee, ich glaube wir miissen, also ich mein' wir ha-
ben ja quasi ein Schwingvorgang. Wir fangen hier
unten an. [zeichnet die Skizze einer Welle] Dann
schwingt es wieder hoch, dann schwingt es wieder
runter, dann schwingt es wieder hoch und so weiter

. das ist ja quasi der Schwingvorgang den wir

10 haben.

11 Jana: Aber wir messen ja erst ab hier. Wir messen ja den

12 Punkt, den Punkt, den Punkt und so weiter. [mar-

13 kiert die Tiefpunkte der Kurve]

O J o Ul WN

el
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14 Melanie: Genau, aber ich meine letztendlich ist es ja eine
15 periodische... wenn wir jetzt weiter gemessen hat-
16 ten, dann wirde es ja immer so weiter gehen - auch
17 wenn es sich ja irgendwann dann quasi gegen null
18 &h, annahert. [macht eine Bewegung mit den H&nden
19 und fihrt diese zusammen]

20 Jana: Und das Anndhern muss man ja auf jeden Fall mit

21 reinbringen. Also je nach Zeit. Also wenn wir hier
22 t haben, wird die Ausschwingung ja immer geringer.
23 [zeichnet zwei Achsen in die Skizze und beschrif-
24 tet eine davon mit,t"]

25 Melanie: Aber ich wiirde die Achse halt eher da immer

26 in die Mitte legen, [Jana markiert die Nullstellen
27 der Sinuskurve, Melanie zieht eine Line dadurch]
28 dass wir halt, also dass wir wirklich mit Minus..
29 dass wir da nicht noch...also ich meine wir k&nnen
30 es auch einfach verschieben. Okay das widre viel-
31 leicht sogar einfacher weil wir dann ja...

32 Jana: Auf jeden Fall hier haben wir die, die [bewegt

33 ihre Hand auf und ab] &h... Pendel.

34 Melanie: Die Schwiinge.

35 Jana: Die Schwinghohe. [schreibt Schwinghohe an die

36 vertikale Achse]

37 Melanie: Oder einfach die, ja mehr oder weniger die

38 Entfernung von der Tischplatte?

39 Jana: Passt schon... so und die wird ja immer geringer
40 und wenn wir den Standard Sinus nehmen, bleibt das
41 ja gleich. Das heiRt, wie kann man den Sinus ver-
42 andern, damit das geringer wird. Hab ich bisher

43 noch nie gemacht.

44 Melanie: Ich auch nicht, ist auch die Frage ob wir das ma-
45 chen sollen, weil wir sollen ja nur den Schwin-
46 gungsvorgang von finf aufeinanderfolgenden Durch-
47 gdngen... also ich glaube wir sollen vielleicht
48 wirklich nur annehmen, dass es immer weiter hoch
49 und runter geht.

Jana versucht zunichst eine neue Einheit fiir den ermittelten Wert von 0,718
Sekunden zu finden und in ,,Milli- oder Mikrosekunden* (1) umzurechnen. Sie
fragt anschliefend, ob der gesuchte Funktionsterm die Form f(x) = sin(71, 8 - x)
hat. Melanie verneint und beginnt damit, sich den Schwingungsvorgang zu ver-
deutlichen. Dazu zeichnet sie — zundchst ohne Koordinatenachsen — eine Welle
auf das Papier (vgl. Abbildung 6.8) und erklédrt den Schwingvorgang.

Melanie gibt an, dass das Pendel unten anfingt zu schwingen und dann immer
hoch und runtergeht: ,,Dann schwingt es wieder hoch, dann schwingt es wie-
der runter, dann schwingt es wieder hoch und so weiter* (6-8). Jana fiigt hinzu
~Aber wir messen ja erst ab hier (11) und markiert die Tiefpunkte der Welle.
Melanie sagt, dass der Vorgang periodisch ist und immer so weitergeht, ,,auch
wenn es sich ja irgendwann dann quasi gegen null &h, anndhert” (16-18). Jana
merkt an, dass das Annéhern auf jeden Fall mit eingebracht werden muss, und
fangt an, in die Skizze von Melanie zwei orthogonale Achsen einzuzeichnen und
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Abbildung 6.8 Skizze von Melanie und Jana

die horizontale mit ¢ zu bezeichnen. Melanie wirft daraufhin ein, dass sie ,,die
Achse halt eher da immer in die Mitte legen* (25-26) wiirde, und zeichnet eine
horizontale Achse durch die Sinusfunktion, damit ihre Modellfunktion wie die
Sinusfunktion negative Werte annehmen kann und sie die Sinusfunktion nicht
verschieben miissen. Am Ende ihres Satzes sagt sie allerdings, dass sie die Funk-
tion auch einfach verschieben konnen. Jana beschriftet als néchstes die y-Achse,
sie macht eine Auf- und Abbewegung mit der Hand und sagt, dass dort die ,,Pen-
del...“(33) und Melanie ergénzt ,,Schwiinge* sind (34). Jana beschriftet die Achse
mit der Schwinghohe. Melanie spezifiziert die Ausprigung mit ,,Entfernung von
der Tischplatte* (37-38). Jana erklért sich einverstanden ,,Passt schon (39) und
fragt sich, wie sie die Dampfung der Schwingung modellieren sollen. Da der
»Standard Sinus“ (40) gleichbleibt, miissten sie den ,,Sinus veridndern, damit das
geringer wird“ (41-42). Melanie weist daraufhin, dass sie nur fiinf Schwingungen
betrachten miissen und beschlie3t, dass sie die Dampfung nicht beriicksichtigen
sollten. Melanie ist der Meinung, sie ,,sollen vielleicht wirklich nur annehmen,
dass es immer weiter hoch und runter geht* (47-49).

Jana macht zu Beginn der Szene einen Umrechnungsfehler, der im Laufe der
Bearbeitung nicht korrigiert wird. Der Mittelwert fiir die Periodendauer entspricht
umgerechnet 718 Millisekunden, Jana verwendet den Wert 71, 8. Daraufhin stellt
Jana eine erste Modellfunktion auf, indem sie den Wert 71, 8 in die Sinusfunktion
einsetzt und so h(x) = sin(71, 8 - x) erhilt. Was auf einen ersten Blick willkiir-
lich erscheinen mag, folgt einer gewissen Sachlogik, da der Parameter vor der
Variable x in der allgemeinen Funktionsgleichung des Sinus Auswirkung auf die
Frequenz und damit auf die Periodendauer hat. Janas Vorgehen legt also die Ver-
mutung nahe, dass sie einen Zusammenhang zwischen dem Parameter und der
Frequenz erkennt, aber nicht mehr genau weil, wie sich eine Anderung auf die
Periodendauer der Funktion auswirkt. Anschliefend stellen sich Jana und Melanie
zwei Fragen in ihrem Modellierungsprozess: Wie sollen die Koordinatenachsen
gewihlt werden? Und soll die Dampfung der Schwingung in den Modellierungs-
prozess miteinbezogen werden? Bei der Wahl der Achsen verfolgen Melanie und
Jana unterschiedliche Ziele. Jana mochte den Sachverhalt moglichst realitidtsnah
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abbilden und wihlt eine x-Achse unterhalb des Funktionsgraphen, so dass die
Modellfunktion nur positive Werte annimmt. Diese entsprechen dem Abstand
vom Gewichtsstiick zur Tischplatte. Jana schldgt hingegen vor, die x-Achse so
zu wihlen, dass sie den Graphen der Sinusfunktion schneidet. Dadurch wird
der Modellierungsprozess mathematisch vereinfacht, da der d Parameter in der
Funktionsgleichung g(x) = a - sin(b - (x 4 ¢)) gleich 0 wire.

Janas Manipulation des Funktionsterms kann auf mindestens zwei unter-
schiedliche Arten interpretiert werden. Sie verdndert den Funktionsterm der
Sinusfunktion, indem sie den Parameter b gleich 71,8 setzt. Diese Handlung
lasst sich zum einen mit der Objektvorstellung erkldren — Jana operiert am
symbolischen Objekt — zum anderen kann die Kovariationsvorstellung mitein-
bezogen werden — Jana untersucht wie sich die Anderung des Parameters auf den
Funktionsgraphen auswirkt. In diesem Kontext wird die Kovariationsvorstellung
allerdings nicht im klassischen Sinne verwendet, um zu erkldren, wie sich der
Funktionswert im Wertebereich einer Funktion in Abhéngigkeit des Argumentes
verindert, sondern, um zu erkldren, wie sich die Funktion innerhalb einer Funk-
tionsklasse in Abhingigkeit eines Parameters dndert. Man kann in diesem Sinne
von einer Kovariationsvorstellung zweiten Grades sprechen. Es zeigt sich aller-
dings, dass ohne geeignetes Grundwissen iiber trigonometrische Funktionen das
Aufstellen einer geeigneten Modellfunktion nicht gelingen kann. Jana fehlt die
Einsicht, wie sich der Faktor auf die Periode der Sinusfunktion auswirkt.

Jana und Melanie — Aufgabe 3 — Szene 2

50 Jana: Ja okay. Also sollen wir eigentlich in den Sinus
51 diese Zeit einbauen. Das wir also, sagen wir mal
52 hier starten.[zeigt auf die Nullstelle der Sinus-
53 kurve] Nee, lass uns das nach unten verschieben
54 [zeigt auf den Tiefpunkt der Sinuskurve] und dann
55 so. Das ist ein Pi, ne? [zeigt auf den Abstand

56 zwischen zweil Tiefpunkten] Ein Pi soll dann sie-
57 ben eins Komma acht Millisekunden brauchen.

58 Melanie: Ja also hat sie die Periode zwei Mal das hier

59 [zeigt auf den Wert 71,8] oder nicht? Also weil
60 wenn wir eine...also eine Periode wdare ja quasi
61 einmal das...[zeichnet in der Luft die Periode der
62 Sinuskurve nach] nee das passt hier gerade

63 nicht...[7 Sekunden Pause]
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64 Jana: Jetzt missen wir mal den Sinus direkt angucken.

65 Der beginnt hier unten. [zeichnet die Skizze einer
66 Welle] So und von hier bis da ist eine. [zeigt von
67 einem Wendepunkt zum Uberndchsten]

68 Melanie: Das sind zwei Pi.

69 Jana: So wir starten jetzt von da bis da. [zeigt auf den
70 Tiefpunkt der Skizze]

71 Melanie: Waren auch zwei Pi.

72 Jana: Sind auch zwei Pi.

73 Melanie: Das heiBt das Ganze hat bei uns die Periode. Das
74 da...[zeigt auf den Wert 71, 8]

75 Jana: Ja... was ist dann jetzt die Funktion?

Jana beginnt die Szene mit der Frage wie sie ,,in den Sinus diese Zeit einbauen*
(50-51) konnen. Sie iiberlegt zunéchst, wo in der Skizze der Startpunkt der Sinus-
kurve sein konnte, und zeigt auf eine Nullstelle. Kurz darauf entscheidet sie sich
um: ,,Nee, lass uns das nach unten verschieben® (53) und zeigt auf den Tiefpunkt
der Sinuskurve. Sie zeigt auf den Abstand zwischen zwei Tiefpunkten und fragt
»das ist ein Pi, ne?* (55) und erginzt ,.ein Pi soll dann sieben eins Komma acht
Millisekunden brauchen* (56-57). Melanie greift die Argumentation auf, deutet
auf dem Zettel auf den Wert und sagt ,,also hat sie die Periode zwei Mal das hier
(58). Sie begriindet ihre Aussage mit den Worten ,,eine Periode wire ja quasi ein-
mal das“ (60-61), wihrend sie mit ihrem Stift eine Periode der Sinuskurve in die
Luft zeichnet. Sie fingt an zu iiberlegen und bemerkt ,.nee, das passt hier gerade
nicht* (62-63). Es folgen sieben Sekunden der Stille, in denen Melanie mehr-
fach eine Periode der Sinuskurve in die Luft zeichnet. Jana bricht das Schweigen
und sagt ,jetzt miissen wir mal den Sinus direkt angucken® (64) und fingt an,
eine neue Sinuskurve zu zeichnen. Jana beginnt mit einem Koordinatensystem
und zeichnet eine Sinuskurve, die am Ursprung des Koordinatensystems beginnt:
,,Der beginnt hier unten* (65). Das Stiick des Graphen links vom Ursprung wird
erst nachtréiglich eingezeichnet. Sie zeigt auf die Nullstelle im Ursprung und auf
die Nullstelle bei und sagt ,,So, von hier bis da ist eine* (66). Melanie erginzt:
,Das sind zwei Pi (68). Melanie kommentiert ihre Zeichnung ,,So wir starten
jetzt von da bis da“ (69) und zeigt auf den Tiefpunkt %n bei und %n. Melanie
und Jana sind sich einig, dass diese auch voneinander entfernt sind. Jana schlief3t
damit, dass dieser Abstand dem Wert 71,8 entsprechen muss.

Um den Wert 71,8 formal in die Sinusfunktion einzubauen, widmen sich Jana
und Melanie zunichst der Frage, wie dieser Wert anschaulich am Funktionsgra-
phen gedeutet werden kann. Dabei vergleichen sie den Wert mit der Periode der
Sinusfunktion. In ihrer Erkldrung folgert Jana félschlicherweise, dass der Abstand
von einem Tiefpunkt der Sinusfunktion zur nichsten genau m betrigt; Richtig
wiren 2w gewesen. Wie lisst sich dieser Fehler erkldren? In der Zeit von einer
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Nullstelle zur Nachsten durchlduft die Sinusfunktion eine halbe Periode. Der Ver-
lauf des Funktionsgraphen wiederholt sich erst ab der zweiten Nullstelle. Jana
konnte diese Argumentation auf Tiefpunkte tibertragen haben. Dementsprechend
wiirde folgen, dass die Sinusfunktion von einem Tiefpunkt zum nichsten eine
halbe Periode durchlaufen hat. Es handelt sich also in gewisser Weise um eine
Ubergeneralisierung des Arguments.

Melanie fillt dieser Fehler zunéchst nicht auf. Janas Logik folgend, schlussfol-
gert sie, dass die Periode der Modellfunktion insgesamt 2 - 71, 8 betragen muss.
Was konnte Melanie nun durch den Kopf gehen? Wenn Janas Aussage stimmt
und der Abstand von einem Tiefpunkt zum nichsten gleich  ist, dann muss
7 in der Modellfunktion 71,8 entsprechen. Da die Sinusfunktion eine Periode
2.7 von hat, hat die Modellfunktion dementsprechend eine Periode von 2-71, 8.
Erst dadurch, dass Melanie eine Periode der Sinusfunktion in die Luft zeichnet,
erkennt sie, dass etwas nicht stimmt. Um sich Klarheit zu verschaffen, zeichnet
Jana eine Sinusfunktion auf und vergleicht den Abschnitt von einer Nullstelle
bis zur Ubernichsten mit dem Abschnitt von einem Tiefpunkt bis zum Nichsten.
Indem sie scheinbar gedanklich die Abschnitte ineinander iiberfiihrt, merkt sie,
dass diese die gleiche Linge haben.

Jana und Melanie — Aufgabe 3 — Szene 3

76 Melanie: Fangen wir mal an. [lacht] Ahm... [14 Sekunden

77 Pause] Also bei x ist ja die Zeit, das heiBt wir
78 hatten doch... [zeichnet eine neue Sinuskurve]

79 Jana: [fltistert] Wir koénnen auch t hinschreiben.

80 [schreibt t an die x-Achse]

81 Melanie: t mal und missten wir dann die eigentliche Periode
82 durch unsere jetzt neue Periode irgendwie teilen?
83 Damit das hinkommt oder malnehmen [Pause von 7

84 Sekunden]

85 Jana: Also ich tendiere zu mal, aber ich bin mir

86 nicht...

87 Melanie: Aber ich meine wir wollen es ja auf die neue Peri-
88 ode eigentlich runterskalieren... Wenn wir

89 jetzt... zwei Pi mal einundsiebzig Komma acht Mil-
90 lisekunden rechnen, dann hatten wir ja eine Peri-
91 ode die grober ware eigentlich, oder?

92 Jana: Aber wir nehmen, wir packen in den Sinus t, also
93 ein t im Grunde genommen rein und wenn wir die

94 jetzt mal, &h, quatsch 71,8. t ist ja...

95 Melanie: Was meinst du? Kannst du das mal hinschreiben?
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Nachdem Melanie und Jana geklirt haben, wie der Wert anschaulich am Funk-
tionsgraphen gedeutet werden kann, zeichnet Melanie eine neue Sinuskurve. Sie
beschiftigen sich nun damit, wie dieser Wert formal in den Funktionsterm ein-
gebaut wird. Melanie fragt Jana, ob die ,eigentliche Periode* (81) durch die
»jetzt neue Periode* (82) geteilt werden soll — wodurch der Faktor 721—”8 entste-
hen wiirde — oder ob sie die Werte ,,malnehmen“ (83) sollen, was zu dem Faktor
2m-71, 8 fiihren wiirde. Jana tendiert dazu, die Werte zu multiplizieren, woraufhin
Melanie einwirft, dass sie die ,,neue Periode eigentlich runterskalieren (87-88)
wollen. Melanie fragt daraufthin ,,Wenn wir jetzt ... zwei Pi mal einundsiebzig
Komma acht Millisekunden rechnen, dann hétten wir ja eine Periode die groBer
wire eigentlich, oder? (88-91).

In dieser Szene duBlert Melanie die Vermutung, dass eine Multiplikation von
27 mit dem Faktor 71,8 die Periode der Funktion vergroBern wiirden. Wie lasst
sich diese Vermutung erkldren? Die Bestimmung des Parameters b, der sich in
einem Funktionsterm f (b - x) vor der Variable x befindet, gehort zu dem Kanon
schulischer Modellierungsaufgaben und hingt mit der Objektvorstellung einer
Funktion zusammen. Oft geht dabei die Frage einher, ob der Funktionsgraph in
x-Richtung gestaucht oder gestreckt werden soll. Dabei tauchen bei den Schiile-
rinnen und Schiilern oft Verwechslungen zwischen - und = auf. Dahinter konnte
die Vermutung stecken, dass Multiplizieren vergroflert und damit der Graph in
die Breite gestreckt wird, wohingegen die Division verkleinert und der Graph
dadurch zusammengestaucht wird. Im Fall von Jana und Melanie steht in die-
ser Szene zundchst nicht die Frage im Vordergrund, wie der Funktionsgraph
gestaucht wird, sondern, wie die Periode verkleinert werden kann. Auch hier ent-
scheidet sich Melanie zunichst dafiir, die Division zu nutzen, und kniipft damit
moglicherweise an die Vorstellung an, dass die Division verkleinert.

Jana und Melanie — Aufgabe 3 — Szene 4

96 Jana: Nein warte, also wir schreiben hier ja auf jeden
97 Fall ein t rein, ne? In den Sinus. So, wenn t zwei
98 Pi ist, soll es durch sein. Aber in diesem Fall

99 haben wir ja eine Periode, t gleich... nee, wenn t
100 eins, nee einundsiebzig Komma acht ist...[schreibt
101 eine Gleichung auf den Zettel] Dann muss f von t..

102 Melanie: f von t misste dann ...
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103 Jana: [sucht eine Stelle auf dem Funktionsgraphen] da
104 sein, bei null. [zeigt auf die Nullstelle der Si-
105 nusfunktion bei 2m] Genau so soll ja f von null,
106 null sein... weil wir ja hier bei null null star-
107 ten. Wir skalieren es ja runter. So wie missten
108 wir hier Uberhaupt Minus rechnen, damit wir da un-
109 ten starten [zeigt auf die Nullstelle] beziehungs-
110 weise wie miissten wir das verschieben, wir miissten
111 es ja um...

112 Melanie: Um, also ich meine das hier sind ja unsere [zeigt
113 auf den Hochpunkt der Skizze] sechzehn Komma fiunf
114 driber und das hier sind...

115 Die zehn Komma funf tber dem Tisch. [zeigt auf

116 eine Nullstelle der skizzierten Welle] Das heiBt,
117 der Unterschied ist sechs und die H&adlfte davon

118 wadre drei weil normalerweise starten wir ja da.
119 [zeigt auf einen Tiefpunkt der Sinusfunktion] Das
120 heift wir missten einfach drei weiter unten star-
121 ten.

122 Jana: Aber wenn wir dreili weiter unten starten, waren wir
123 ja einfach hier. [zeichnet einen Funktionsgraphen
124 parallel zum urspringlichen Funktionsgraphen] Wir
125 missen es ja auch noch ein Stick nach rechts ver-
126 schieben, damit wir in null null sind. So wére ja
127 einfach nur minus drei aber wir wollen ja &h...das
128 so haben. [zeichnet einen Pfeil vom Tiefpunkt zum
129 Nullpunkt] Weil sonst wdren wir ja hier und dann
130 miissen wir es ja noch ein Stick nach rechts ver-
131 schieben. Das heiRlt, hier muss auch noch minus

132 rein. Minus &hm... das Stick hier wieviel Pi sind
133 das ein halb Pi, ne?

134 Melanie: Mhm.

135 Jana: Also miisste das auf jeden Fall Sinus...ich schreib
136 jetzt einfach mal a t Minus ein halb Pi minus drei
137 sein.

In dieser Szene iiberlegt Jana, wie der Faktor vor der Variable x zu wihlen ist,
damit die Modellfunktion eine Periode von 71,8 Millisekunden hat. Dazu wertet
sie die Modellfunktion an den Stellen t = 71,8 und t = 0 aus und setzt beide Male
den Funktionswert auf (vgl. Abbildung 6.9). Sie begriindet diese Funktionswerte
mit dem Kommentar ,,wir skalieren es ja runter” (107).

Jana stellt anschlieBend die Frage ,,Wie miissten wir hier iiberhaupt Minus
rechnen, damit wir da unten starten” (107-109) und zeigt auf die Nullstelle
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Abbildung 6.9 Notizen - " i .
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im Ursprungs des Koordinatensystems (vgl. Abbildung 6.10). Melanie beginnt
nun damit, den Abstand zwischen der Hohe des Gewichtsstiickes am Hochpunkt
und der Hohe im Ruhezustand zu bestimmen. Sie erhilt einen Wert von cm
und halbiert diesen anschliefend: ,,.Das heifit, der Unterschied ist sechs und die
Hilfte davon wire drei weil normalerweise starten wir ja da* (116-118) und
zeigt auf den Tiefpunkt der Funktion. Sie schlie3t, dass sie ,einfach drei wei-
ter unten starten* (120-121). Jana zeichnet darauthin eine Funktion parallel zur
Ursprungsfunktion, die ein Stiick entlang der y-Achse nach oben verschoben ist
(vgl. Abbildung 6.10).

e
o

=

Abbildung 6.10 Skizze von Jana

Jana erklart Melanie, dass die von ihr vorgeschlagene Verschiebung nicht aus-
reicht: ,,Wir miissen es ja auch noch ein Stiick nach rechts verschieben, damit
wir in null null sind.” (124-126). Um zu verdeutlichen was Jana meint, zeich-
net sie einen Pfeil vom Tiefpunkt zum Ursprung des Koordinatensystems (vgl.
Abbildung 6.10). Diese Verschiebung nach rechts erreicht Jana, indem sie von
der Variable x den Wert % abzieht: ,,Das hei3t hier muss auch noch minus rein.
Minus dhm... das Stiick hier wieviel Pi sind das ein halb Pi, ne?* (131-133). Sie
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gelangt so zu der vorldufigen Gleichung

1
i == 3
s1n<a 27{) +

Insgesamt vermischen sich in dieser Szene drei Operationen am Funktionsgra-
phen, die von den Gesprichspartnern unterschiedlich interpretiert und verstanden
werden:

1. Stauchung/Streckung des Funktionsgraphen entlang der x-Achse
2. Verschiebung in y-Richtung
3. Verschiebung in x-Richtung

Jana versucht zunéchst die Periodenlinge der Modellfunktion anzupassen, was
einer Stauchung des Funktionsgraphen entspricht. Dazu stellt sie Gleichungen
auf und versucht das Problem im algebraischen Register zu losen (vgl. Abbil-
dung 6.9). Als sie nicht weiterkommt, orientiert sie sich am Funktionsgraphen
der Sinusfunktion. IThr Kommentar ,,wir skalieren es ja runter* (107) ldsst ver-
muten, dass sie eine Verschiebung entlang der y-Achse meint. Jana bezieht sich
damit auf die Diskussion aus Szene 1, ob die x-Achse unterhalb des Funktions-
graphen verlduft oder durch ihn hindurch. Zur Erinnerung: Jana wollte, dass der
Funktionsgraph oberhalb der x-Achse verlduft, hat sich nun aber darauf eingelas-
sen, ithn nach unten zu verschieben. Im Anschluss darauf fragt Jana, wie sie den
Graphen verschieben miissen um unten zu starten. An dieser Stelle kann ange-
nommen werden, dass sie sowohl eine Verschiebung in y-Richtung als auch eine
Verschiebung in x-Richtung meint, sodass der Tiefpunkt der Sinusfunktion genau
im Ursprung des Koordinatensystems liegt. Melanie versteht darunter vermutlich
eher die Frage, wie der Funktionsgraph entlang der y-Achse verschoben werden
muss. Dabei bestimmt sie den Wert der Amplitude und halbiert diesen. Zuletzt
lenkt Jana ein und versucht Melanie zu erklidren, dass sie eine Verschiebung in
y-Richtung beabsichtigt hat. Zwar wurde der Wert der Amplitude von Melanie
falsch bestimmt — sie erhilt 3, es miissten aber 6 sein — dennoch schaffen es beide,
die Werte entsprechend ihrer Uberlegung in den Funktionsterm einzubauen. Um
den Graphen nach oben zu verschieben, addieren sie den Wert 3 und um den Gra-
phen nach rechts zu verschieben, subtrahieren sie den Wert %7{ von der Variable
X.
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Jana und Melanie — Aufgabe 3 — Szene 5

[Die Zeilen 138-146 des Transkripts wurden ausgespart]

147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182

Melanie:

Jana:

Melanie:

Jana:

Melanie:

Jana:

Melanie:

Jana:

Melanie:

Jana:

Melanie:

Jana:

Melanie:

Jana:

Ja jetzt bin ich bei dir. Okay jetzt ist nur die
Frage...

Was ist a?

Genau...

So und das kénnten wir doch jetzt hiermit machen
oder nicht? [zeigt auf die vorher aufgestellten
Gleichungen] Wenn wir dafir t null einsetzen, sind
wir nicht bei null...weil Sinus von minus ein halb
Pi ist definitiv nicht drei.

[lacht] Ja. [Pause 10 Sekunden] Vielleicht...
[Pause 4 Sekunden] wollen wir doch hier starten
[zeigt auf die x-Achse der Sinuskurve] weil die
Zeit von hier nach da [zeigt von einem Hochpunkt
zum Nachsten] und von da nach da [zeigt von einer
Nullstelle zur Uberndchsten] sollte ja die gleiche
sein.

Ja.

Dann missten wir uns zumindest um das drei um die
Verschiebung keine Gedanken machen.

Ich streiche das mal kurz durch. Ahm also, nochmal
die neue Skizze.

Wir nehmen jetzt einfach den normalen Sinus.

Okay. [zeichnet] Von da bis.... Nee, Quatsch.

Von da bis da sollen es 71 Komma 8 Millisekunden
sein... Also das was eigentlich theoretisch unsere
zwel Pi sind.

So, das heiBt wir koénnen die Verschiebung komplett
lassen. Wir nehmen einfach nur Sinus a t.

Missen nur jetzt gucken wie wir genau a wéahlen.

Ja aber das ist doch dann jetzt einfach weil wenn
wir da jetzt fir t null einsetzen, haben wir Sinus
von null. Das ist auf jeden Fall null. Das passt
und wenn wir da jetzt fir t einundsiebzig Komma
acht einsetzen, &hm dann haben wir null gleich
Sinus von einundsiebzig Komma acht a. Arcussinus
von null?
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183 Melanie: WeiB ich nicht. Ah, ich meine man kann es doch

184 einfach. Ich glaube, warte, ich denke mal kurz fir
185 mich. Bevor ich irgendwelche Ideen auftische.

186 [fadngt an zu schreiben] Das misste doch passen

187 oder nicht, weil wenn wir jetzt...

188 Jana: Dann ist da Sinus zwei t P. Ja das koénnte passen.
189 Melanie: Weil wenn wir hier jetzt einundsiebzig Komma acht
190 einsetzen, dann klUrzt sich das hier wieder raus

191 und wir wdren bei zwei Pi das ware null, also dass
192 wir die Periode skalieren.

193 Jana: Ja machen wir es so. Also haben wir...

194 Melanie: Okay, also kreuzen wir einfach hier ein, das ist
195 das Endergebnis. Oder nee, warte.

196 Jana: Wir schreiben es einfach noch f von t ist dann

197 gleich Sinus von zwei Pi durch einundsiebzig Komma
198 acht Mal t.

In der letzten Szene widmen sich Jana und Melanie erneut der Bestimmung des
Parameters a, in der von ihnen aufgestellten Gleichung f(t) = sin(a -t — 1) +
3. Jana schldgt vor: ,,So und das konnten wir doch jetzt hiermit machen oder
nicht?* (151-152) und zieht ihre vorher aufgestellten Gleichungen zur Rate (vgl.
Abbildung 6.9). Ihr Versuch scheitert ,,weil Sinus von minus einhalb Pi ist defi-
nitiv nicht drei* (154-155). Jana und Melanie iiberlegen eine Weile, ehe Melanie
vorschldgt doch auf der x-Achse zu starten. Die Zeit von einem Hochpunkt zum
nichsten sei dieselbe wie von einer Nullstelle zur iibernidchsten. So miissten
sich die beiden ,,zumindest um das drei um die Verschiebung keine Gedanken
machen® (164-165). Jana streicht die alte Skizze durch (vgl. Abbildung 6.8) und
fertigt eine neue an (vgl. Abbildung 6.11), in dem sie ,,jetzt einfach den normalen
Sinus® (168) nehmen.

Abbildung 6.11 _ o
Modellfunktion ohne P
Verschiebung

?(‘c} = S\\r\i at )
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Indem Jana und Melanie ,,die Verschiebung komplett lassen* (173-174), ist
es Jana nun moglich, ihre Gleichungen wieder zu benutzen. Sie formt die Glei-
chungen um, um an zu gelangen (vgl. Abbildung 6.12). Zur Losung fehlt ihr nur
noch der ,,Arcussinus von null* (181-182).

Abbildung 6.12 Janas
Umformung der Gleichung

O= qnl #9180 )

_ aresia(0) _ 2«
AT 348 T e

Melanie weifl den Wert des Arcussinus nicht und bittet um ein bisschen
Bedenkzeit ,,bevor ich irgendwelche Ideen auftische* (185). Nach acht Sekun-

den schreibt sie die Formel f(z) = sin(% . t) auf. Als Begriindung liefert sie:
»weil wenn wir hier jetzt einundsiebzig Komma acht einsetzen, dann kiirzt sich
das hier wieder raus und wir wiren bei zwei Pi das wire null, also dass wir die
Periode skalieren® (189-192).

In dieser Szene einigen sich Melanie und Jana darauf, den Modellierungspro-
zess zu vereinfachen, indem sie die Verschiebung des Funktionsgraphen entlang
der x-Achse und entlang der y-Achse auBler Acht lassen. Dies geschieht wahr-
scheinlich aufgrund des Widerspruchs, der sich aus der aufgestellten Gleichung
f(t) = sin(a-7+%) + 3 und den Bedingungen f(0) = 0 und f(71,8) = 0
ergibt. Dieser Widerspruch hitte aufgelost werden konnen, indem Melanie und
Jana die Amplitude der Sinusfunktion in ihre Uberlegung mit einbezogen hiitten.
Bei korrekter Klammersetzung und dem Faktor 3 vor dem Term sin(a . (t + %))
wire kein Widerspruch erzeugt worden. Stattdessen einigen sich Jana und Mela-
nie darauf, die Verschiebung in x— und y-Achse zu ignorieren, wodurch der
Modellierungsprozess mathematisch vereinfacht wird. AbschlieBend bleibt fiir
Jana und Melanie nur noch zu kldren, wie sie auf den Faktor % kommen.
Jana argumentiert im Sinne der Zuordnungsvorstellung: Sie macht die Probe,
setzt den fiir x den Wert 71, 8 ein und erhélt f(71, 8) = 0. Dieser Funktionswert
stimmt mit ihren Vermutungen iiberein, weshalb sie zu dem Schluss kommt, dass
der Faktor korrekt ist. Diese Argumentation ist in gewisser Weise sehr statisch,
da sie sich auf einen bestimmten Wert fokussiert. Alternativ wire es moglich
gewesen im Sinne der Kovariationsvorstellung zu argumentieren. In diesem Fall
miisste jedoch nicht das klassische Anderungsverhalten zwischen Argument und
Funktionswert einer Funktion untersucht werden, sondern das Anderungsverhal-
ten zwischen Parameter und Funktionsgraphen innerhalb einer Funktionsklasse.
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So gesehen stellt diese Sichtweise ein Kovariationsverhalten hoherer Ordnung
dar. Gemél dieser Perspektive konnte die Argumentation wie folgt lauten: Die
Sinusfunktion hat eine Periode von 27, multipliziert man die Variable xmit dem
Faktor 27 wird die Funktion in x-Richtung gestaucht. Durchlduft x die Werte
von O bis 1, wertet die Sinusfunktion alle Werte 0 von bis 27 aus. Die neue
Funktion hat also eine Periode von 1. Wird nun ein weiterer Faktor ﬁvon an
die Variable multipliziert, wird die Funktion in x-Richtung gestreckt. Durchlduft
x die Werte von 0 bis 71,8 wertet die Sinusfunktion alle Werte von O bis 27 aus.
Die neue Funktion hat also eine Periode von 71,8.

6.3.3 Zusammenfassung - Aufgabe 3

Die Handlungen und Denkprozesse der Studierenden lassen sich in beiden Fall-
studien zum Teil mit Hilfe allgemeiner funktionaler Grundvorstellungen erklidren
beziehungsweise rekonstruieren. Zieht man die Objektvorstellung einer Funktion
zur Rate, kann zum Beispiel in der Variation der Parameter eines Funktions-
terms eine mathematische Operation mit symbolischen Objekten erkannt werden.
Auch das Verschieben, Strecken oder Stauchen des Funktionsgraphen kann auf
diese Weise gedeutet werden. Bezieht man sich hingegen auf die Kovariations-
vorstellung, kann man in dieser Handlung eine Kovariation auf hoherer Ebene
erkennen, nimlich ein Anderungsverhalten zwischen einem Parameter und dem
Funktionsgraphen innerhalb einer Funktionsklasse. Es ist im Bearbeitungsprozess
von Lisa und Alexander weiterhin zu sehen, dass diese funktionalen Vorstellun-
gen des Sinus nur verniinftig zum Tragen kommen konnen, wenn entsprechendes
Grundwissen liber trigonometrische Funktionen vorhanden ist. Dieses Grundwis-
sen entspricht dem spezifischen technischen Wissen, das der Funktionsvorstellung
des Sinus zugeordnet werden kann (vgl. Abschnitt 4.6.6), und ist notwendig, um
auf formaler Ebene sinnvoll mit der Sinusfunktion umgehen zu konnen. Die Funk-
tionsvorstellung des Sinus ist eine innermathematische Grundvorstellung, bei der
die Sinusfunktion Bedeutung durch ihre analytischen Eigenschaften erlangt.
Daneben spielt in dieser Aufgabe die Oszillationsvorstellung eine Rolle, wel-
che sich bei den Zuordnungsprozessen zwischen Realsituation und Funktionsterm
zeigt. Diese Zuordnungsprozesse haben bei Kontexten, in denen die Sinusfunk-
tion verwendet wird, — im Gegensatz zur Parabel — neue und deutlich komplexere
Anforderungen. In Hinblick auf den Modellierungsprozess zeigen sich bei Lisa
und Alexander deutliche Wissensdefizite im Verstindnis des Schwingungspro-
zesses. Diese Defizite fithren dazu, dass ihre Modellierungsversuche scheitern.
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Bevor sie die Aufgabe losen konnen, miissen sie sich beispielsweise allméh-
lich erarbeiten, dass die Schwingung des Federpendels in beide Richtungen
gleich weit schwingt. Dies zeigt, dass die Kenntnis wesentlicher Begriffe und
Eigenschaften periodischer Prozesse erforderlich sind, um diese in geeigneter
Weise zu modellieren. Es sind genau diese Kenntnisse, welche die Basis zum
Aufbau der Oszillationsvorstellung des Sinus bilden (vgl. Abschnitt 4.6.5) und
dabei helfen, die korrekten Entscheidungen im Modellierungsprozess zu tref-
fen. Welche Annahmen getroffen werden miissen und wie dieses Wissen in den
Modellierungsprozess eingebunden wird, zeigt sich bei Jana und Melanie. Sie
sind in einem stetigen Aushandlungsprozess iiber geeignete Annahmen, dabei
geht es zum Beispiel um die Wahl des Koordinatensystems, die Didmpfung der
Schwingung und die Wahl des Startzeitpunktes. Diese Uberlegungen sind charak-
teristisch fiir oszillierende Vorgédnge und unterscheiden sich dadurch von anderen
Funktionsklassen.

6.4 Beantwortung der Forschungsfragen

Es werden nun die zu Beginn von Kapitel 6 gestellten Forschungsfragen
beantwortet. Die Antworten darauf ergeben sich aus den Auswertungen der
Videoanalysen.

Forschungsfrage 1: Welche charakteristischen Denkmuster lassen sich beim
Arbeiten an ausgewihlten Problemaufgaben zum Sinusbegriff erkennen?

In der Analyse der Transkripte lasst sich eine Vielzahl unterschiedlicher mathema-
tischer Konzepte und Vorstellungen ausmachen, die in direktem oder indirektem
Zusammenhang mit dem Sinusbegriff stehen und zur Losung der gegebenen Auf-
gaben von den Studierenden genutzt werden. So spielen beispielsweise bei der
Bearbeitung der ersten Aufgabe am rechtwinkligen Dreieck Aspekte des Bruch-
zahlbegriffs eine Rolle. In Aufgabe 2 wird deutlich, welche Signifikanz der erste
Quadrant als Standardposition fiir die Lage des Referenzdreiecks hat und wie
wichtig die Symmetrieeigenschaften des Einheitskreises bei der Losung des Pro-
blems sind. Bei der Modellierung periodischer Prozesse nutzen die Studierenden
auflerdem Grundkenntnisse {iber Funktionen, die im Zusammenhang zur Objektvor-
stellung und zur Kovariationsvorstellung stehen. Auf diese Zusammenhénge wird
im Folgenden detailliert eingegangen:

Aspekte des Verhiltnisbegriffs: In Aufgabe 1 soll das Anderungsverhalten der
Sinusfunktion im Intervall (0°, 90°) am rechtwinkligen Dreieck erldutert werden.
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Bei der Darstellung der Sinusfunktion am rechtwinkligen Dreieck bezeichnet sin(«)
das Seitenverhiltnis von Gegenkathete zu Hypotenuse, das meist durch einen Bruch
der Form ¢ dargestellt wird. Der Bruchzahlbegriff selbstist Gegenstand weitreichen-
der empirischer und theoretischer Forschung (Schulz & Wartha 2011; Padberg &
Wartha 2017; Kollhoff 2021) und stellt aus didaktischer Sicht ein duflerst umfang-
reiches Konzept dar. Durch die Menge an unterschiedlichen Sachzusammenhéngen,
in denen der Bruchzahlbegriff Anwendung findet, lassen sich eine Reihe normati-
ver Grundvorstellungen formulieren, die im Umgang mit der Sinusfunktion relevant
sind. Diese Tatsache deutet darauf hin, dass ein ausgeprigtes Grundverstindnis zum
Sinusbegriff auch Aspekte des Bruchzahlbegriffs miteinbezieht.

Im Bearbeitungsprozess von Janine und Tim zu Aufgabe 1 zeigt sich eindriick-
lich wie wichtig entsprechende Deutungen des Bruchzahlbegriffs bei der Arbeit mit
dem Sinus sind: Tim stolpert in seinem Denkprozess iiber unterschiedliche Vorstel-
lungen zum Bruchzahlbegriff. Er spricht iiber den Sinus als Ergebnis einer Division
,,Gegenkathete zu Hypotenuse* und fragt sich anschlieBend, was das iiber das ,,Ver-
hiltnis* aussagt. Es ist an dieser Stelle zu erkennen, dass diese beiden Deutungen
des Bruchzahlbegriffs fiir Tim scheinbar entkoppelt voneinander sind und er somit
nicht den nétigen Schritt zur Losung des Problems gehen kann. Mit der Hilfe seiner
Partnerin begreift er schlielich, dass es sich bei dem Verhiltnis und der Division
um den gleichen mathematischen Gegenstand handelt.

Problemlésekompetenzen am Einheitskreis: In den Bearbeitungsprozessen zu
Aufgabe 2 lassen sich bei den Studierenden allgemeine Problemldsekompetenzen
erkennen. Diese zeigen sich zum Beispiel im Vereinfachen des Problems. In bei-
den Fallstudien findet diese Vereinfachung statt, indem Symmetrieeigenschaften
des Einheitskreises genutzt werden: Statt das Problem fiir den gegebenen Winkel o
zu losen, der zu dem Punkt p auf dem Einheitskreis im dritten Quadranten gehort,
transferieren beide Paare den Sachverhalt in den ersten Quadranten und schauen sich
das Problem fiir den Winkel o — 180° an. Dieses Vorgehen hingt vermutlich damit
zusammen, dass das Referenzdreieck in der Schule im ersten Quadranten einge-
fiihrt wird und dort keine gerichteten Léngen auftauchen. Auflerdem ist es fiir einen
Winkel o € (0°, 90°) eindeutig, was mit der Gegenkathete und der Ankathete des
Referenzdreiecks gemeint ist. Sobald die WinkelgroBe jedoch den Wert 90° iiber-
steigt, ist es nicht mehr derart offensichtlich. Eine weitere Problemlosekompetenz
zeigt sich in der Betrachtung von Spezialfillen, dazu untersuchen Janine und Tim
die Fille « = 0° und o = 90°. Leider fiihrt dieser Ansatz nicht zu dem gewiinschten
Ergebnis, da in diesen Spezialfillen das Referenzdreieck verschwindet.

Allgemeine funktionale Grundvorstellungen: Im Umgang mit der Sinusfunk-
tion nutzen Lernende allgemeine funktionale Grundvorstellungen, die auf viele
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Funktionsklassen gleichermaBlen angewendet werden konnen. Dazu zihlen die
Zuordnungsvorstellung, die Kovariationsvorstellung und die Objektvorstellung
(vgl. Abschnitt 3.2). Diese Grundvorstellungen klassifizieren aus normativer Per-
spektive allgemeine Denk- und Handlungsweisen mit funktionalen Objekten. In den
Videoanalysen lassen sich diese normativen Kategorien dazu nutzen, die Denkpro-
zesse der Studierenden zu rekonstruieren, die fiir die Sinusfunktion charakteristisch
sind.

In Aufgabe 2 lassen sich im Denken der Studierenden Aspekte der Zuordnungs-
vorstellung wiederfinden. Am rechtwinkligen Dreieck findet die Zuordnung des
Sinus zwischen einem Winkel und dem entsprechenden Seitenverhiltnis statt. Diese
sinusspezifische Zuordnungsvorstellung findet sich sowohl an beliebigen rechtwink-
ligen Dreiecken als auch am Einheitskreis wieder, dort nimmt sie Form an, indem
ein Referenzdreieck in den Einheitskreis eingezeichnet wird. Im Bearbeitungs-
prozess von Janine und Tim wird deutlich, dass dieses Referenzdreieck und das
entsprechende Verhiltnis fiir Tim notwendig sind, um dem Sinus eine Bedeutung
beizumessen. Bei Larissa und Veronika ist die Zuordnungsvorstellung am Refe-
renzdreieck etwas anders gelagert: Sie thematisieren das Verhiltnis nicht mehr,
sondern ordnen dem Winkel direkt die gerichtete Seitenlidnge der Gegenkathete zu.
Eine weitere Erscheinungsform der Zuordnungsvorstellung ist bei Janine und Tim
in Szene 1 zu sehen. Dort spricht Janine davon, dass der Sinus der y-Koordinate
des Punktes p auf dem Einheitskreis entspricht, was mit der Definition des Sinus
am Einheitskreis iibereinstimmt. Damit zeigt sich die Zuordnungsvorstellung am
Einheitskreis in zwei unterschiedlichen Weisen: als Seite im Referenzdreieck und
als y-Koordinate eines Punktes. Das dominante Erkldrungsmodell bezieht sich in
beiden Fillen auf das Referenzdreieck. Dabei entstehen Schwierigkeiten, die in der
Beantwortung der dritten Forschungsfrage erldutert werden.

In Aufgabe 1 liegt der Schwerpunkt auf der Kovariationsvorstellung: Es soll
gezeigt werden, dass f(«) = sin(«) auf dem Intervall (0°, 90°) monoton wichst.
In der Aufgabenstellung wird direkt auf die Darstellung des Sinus am rechtwinkli-
gen Dreieck verwiesen und dazu aufgefordert, den Sachverhalt dort zu begriinden.
Das Kovariationsverhalten kann allerdings an allen drei Darstellungen — Funktions-
graph, Einheitskreis und rechtwinkliges Dreieck — erldutert werden. Als dominantes
Erklarungsmodell zeigt sich in diesem Kontext die Darstellung am Funktionsgra-
phen. Dazu reicht den Studierenden ein Verweis auf die Sinusfunktion aus, um die
Vermutung zu bestitigen, dass die Funktion tatsidchlich monoton wéchst. Es han-
delt sich auf dieser Darstellungsebene fiir die Studierenden um gesichertes Wissen.
Als Begriindung wird dieser Verweis jedoch in den beiden untersuchten Fallstudien
nicht akzeptiert, schlieBlich soll die Aussage am rechtwinkligen Dreieck hergeleitet
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werden. Max formuliert Bedenken, da sich die Sinusfunktion auf den Einheits-
kreis bezieht und nicht auf das rechtwinklige Dreieck. Auch Janine nennt kurz den
Einheitskreis, distanziert sich dann aber wieder davon. Eine Argumentation am Ein-
heitskreis wire in dieser Aufgabenstellung gut geeignet, wird aber von keinem der
Studienteilnehmenden formuliert. Dabei wiirde es reichen zu erkldren, dass sich
die y-Koordinate im ersten Quadranten bei wachsendem « vergroflert. Wendet man
sich den rechtwinkligen Dreiecken zu, so sind drei Prozesse denkbar, in denen sich
das Dreieck dynamisch verindert: Soll der rechte Winkel beibehalten werden, kon-
nen entweder die Hypotenuse, die Ankathete oder die Gegenkathete ihre Linge
beibehalten (vgl. Abbildung 6.13)
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Abbildung 6.13 Winkelinderung im rechtwinkligen Dreieck (konstante Hypotenuse,
Ankathete, Gegenkathete)

Im Fall der gleichbleibenden Hypotenuse ist leicht zu erkennen, dass das gesuchte
Verhiltnis groBer wird, da sich nur der Zéhler des Quotienten verdandert (siehe Abbil-
dung 6.13, erstes Beispiel). Wihlt man eine Hypotenuse der Linge 1, so fiihrt dieser
Prozess zu der Definition des Sinus am Einheitskreis. Bei einer gleichbleibenden
Gegenkathete verindert sich der Nenner des Quotienten (siehe Abbildung 6.13,
drittes Beispiel). Im Fall der konstanten Ankathete verindern sich beide Werte des
Verhiltnisses, was den Sachverhalt komplizierter macht. Thompson (2008) spricht
davon, dass sich Lernende die Anderung einer WinkelgroBe im rechtwinkligen Drei-
eck tiblicherweise mit einer konstanten Ankathete vorstellen. In dieser Denkweise
zeigen sich bei David und Max neue Herausforderungen, die sich auf den Grenzfall
a — oo beziehen und in der Beantwortung der dritten Forschungsfrage thematisiert
werden.

Aspekte der Objektvorstellung sind in den Denkprozessen der Studierenden bei
der Losung von Aufgabe 3 zu erkennen. In dieser Aufgabe soll eine geeignete
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Modellfunktion aufgestellt werden, um den Schwingungsprozess eines Federpen-
dels zu beschreiben. Dabei operieren die Studierenden auf formaler Ebene mit dem
Funktionsterm und auf graphischer Ebene mit dem Funktionsgraphen. Sie verschie-
ben und strecken den Graphen durch die Veridnderung des passenden Parameters in
x- und y-Richtung. Diese mathematischen Operationen konnen an unterschiedli-
chen Funktionsklassen durchgefiihrt werden. Charakteristisch fiir die Sinusfunktion
und damit wesentliches Unterscheidungsmerkmal zu den anderen aus der Schule
bekannten Funktionen ist der Bezug zu Periodenlinge, Phase und Amplitude der
Funktion. Dieser Zusammenhang wird zwar von den Studierenden hergestellt, aller-
dings zeigen die Fallstudien, dass besonders die Anpassung der Periodenldnge und
die Phasenverschiebung Schwierigkeiten mit sich bringen. Diese Aktionen entspre-
chen auf formaler Ebene der Anpassung der Faktoren b und ¢ in der allgemeinen
Funktionsgleichung f(x) = a - sin(b - (x + ¢)) + d. Wie diese Probleme zu erkla-
ren sind, wird in der Beantwortung der dritten Forschungsfrage thematisiert. Ein
erwihnenswerter Modellierungsaspekt, der in dieser Aufgabe eine Rolle spielt,
bezieht sich auf zentrale Eigenschaften des realen Schwingungsprozesses. So kann
einerseits die Amplitude, Periodenlidnge und Phasenverschiebung auf den Funkti-
onsgraphen einer Funktion bezogen werden andererseits konnen diese Begriffe im
Realkontext gedeutet oder verstanden werden. Beispielsweise wird die Perioden-
ldnge einer Sinusfunktion von den Studierenden meist an drei aufeinanderfolgenden
Nullstellen des Funktionsgraphen festgemacht. Im Schwingungsprozess sind es
zwei aufeinanderfolgende Tiefpunkte. Besonders im Bearbeitungsprozess von Alex-
ander und Lisa zeigt sich, dass diese Unterschiede zu Problemen fiihren konnen und
ein grundlegendes Wissen iiber periodische Prozesse notwendig ist, um sinnvoll mit
der Sinusfunktion umzugehen.

Forschungsfrage 2: Inwieweit lassen sich die normativen Grundvorstellungen
zum Sinus in den Denkprozessen von Lehramtsstudierenden wiederfinden?
Bei der Beantwortung der ersten Forschungsfrage zeigte sich bereits, wie die allge-
meinen funktionalen Grundvorstellungen genutzt werden konnen um die Denkpro-
zesse der Studierenden in Teilen zu beschreiben und wie diese mit den Darstellungen
und den sinusspezifischen Vorstellungen zusammenhéngen. Um die Denkprozesse
in einer feineren Unterteilung darzustellen, wird in diesem Abschnitt beschrieben,
in welcher Weise die funktionsklassenspezifischen Grundvorstellungen zum Sinus
im Denken der Studierenden zu Tage treten.

Die Seitenverhiltnisvorstellung zeigt sich im Umgang mit rechtwinkligen Dreie-
cken in Aufgabe 1 und ldsst sich in der Argumentation am Einheitskreis in Aufgabe
2 wiederfinden. In Aufgabe 1 wird in beiden Fallstudien von den Studierenden
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das Verhiltnis von Gegenkathete zur Hypotenuse als Sinus erkannt, benannt und
verwendet. Im Bearbeitungsprozess von Janine und Tim zeigt sich bei Tim eine
mogliche Verbindung zu Grundvorstellungen von Bruchzahlen. Er unterscheidet
zwischen dem Ergebnis einer Division und dem Verhéltnis zweier Zahlen, was bei
ihm voriibergehend dazu fiihrt, dass er der Gleichung sin(«) = % nicht die Bedeu-
tung eines Seitenverhiltnisses beimisst. Max und David nutzen im Zusammenhang
mit der Seitenverhiltnisvorstellung den Satz des Pythagoras und versuchen mit die-
sem Werkzeug die Aufgabe zu 16sen. Die Deutung dynamischer Prozesse fillt ihnen
hingegen schwer und eine Verbindung zur Sinusfunktion kann auch nur bedingt
hergestellt werden.

Die Projektionsvorstellung kann in den Bearbeitungsprozessen nicht direkt nach-
gewiesen werden. Den einzigen Anhaltspunkt gibt Veronika die in Szene 2 von
Aufgabe 2 kurz von der Projektion spricht. Hierbei handelt es sich aber eher um
einen Aspekt der Koordinatenvorstellung als um die Projektionsvorstellung. Der
Grund dafiir, dass die Projektionsvorstellung in den Denkprozessen nicht belegt
werden kann, hingt wahrscheinlich damit zusammen, dass es sich um eine sehr
spezifische Vorstellung handelt, die iberwiegend in physikalischen Kontexten zum
Tragen kommt. Dariiber hinaus wire es von Lehrendenseite her notwendig, den
Aufbau einer solchen Vorstellung aktiv zu unterstiitzen.

Die Referenzdreiecksvorstellung wird in Aufgabe 2 sichtbar. In beiden Fallstu-
dien stellt sie sich als dominantes Erklarungsmodell heraus und verdringt dabei die
Vorstellung des Sinus als y-Koordinate eines Punktes. Die Studierenden zeichnen
rechtwinklige Dreiecke in die Skizze ein und nutzen die Symmetrieeigenschaf-
ten des Kreises um den Sachverhalt im ersten Quadranten zu untersuchen. Die
Verlegung in den ersten Quadranten hingt vermutlich mit der schultypischen Her-
leitung von der Definition des Sinus am rechtwinkligen Dreieck zur Definition
am Einheitskreis zusammen, bei der das Referenzdreieck als Verbindungsstiick
auftritt. Problematisch wird diese Vorstellung, wenn Grenzfille betrachtet wer-
den, in denen das Referenzdreieck verschwindet ¢ = 0°,90°, 180°, ... oder
wenn Projektionslinien eingezeichnet werden, um die y-Koordinaten des Punktes
abzulesen.

Die Koordinatenvorstellung ist aus normativer Sicht eine geeignete Vorstellung
um Aufgabe 2 zu 16sen. Im Bearbeitungsprozess von Janine und Tim wird sie expli-
zit genannt und Janine gibt eine Erlduterung, wie sie zu der Definition des Sinus
als y-Koordinate eines Punktes auf dem Einheitskreis kommt. Sie erklart, dass man
zundchst im ersten Quadranten feststellen kann, dass die Definition am rechtwinkli-
gen Dreieck und die Definition als y-Koordinate gleich sind. Anschlieend kann der
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Sinus auf den gesamten Einheitskreis erweitert werden, was einer Erweiterung des
Definitionsbereichs entspricht. Im Laufe der Diskussion wird die Koordinatenvor-
stellung allerdings von der Referenzdreiecksvorstellung verdringt. Bei Larissa und
Veronika wird nicht explizit von der y-Koordinate gesprochen, dennoch scheint sie
an manchen Stellen durchzuschimmern. Larissa spricht beispielsweise von der Pro-
jektion, womit die Projektion des Punktes p auf die y-Achse gemeint sein konnte.
Spiter sprechen Larissa und Veronika dariiber, ob der Sinus auf der x- oder y-Achse
abgelesen wird. Auch diese Uberlegung deutet auf die Koordinatenvorstellung hin,
wobei ihnen unklar scheint, ob es sich beim Sinus um die x- oder die y-Koordinate
handelt.

Die Oszillationsvorstellung ist in beiden Bearbeitungsprozessen zu Aufgabe 3
zu erkennen und zeigt sich dort beim Abgleich der Modellfunktion mit dem
zu beschreibenden Schwingungsvorgang. Die Oszillationsvorstellung stellt einen
Bezug zu realen periodischen Vorgéngen her: Die Schwingungsdauer eines Durch-
gangs beeinflusst im Funktionsterm den Parameter vor der Variable x und damit
Periodenléinge, die Auslenkung des Federpendels wird der Amplitude der Modell-
funktion zugeordnet und der Startpunkt bestimmt die Phasenverschiebung. Ein
Mangel an entsprechenden Grundkenntnissen kann — wie im Fall von Alexan-
der und Lisa — zu Schwierigkeiten im Modellierungsprozess fiihren. Sie miissen
die wesentlichen Eigenschaften des Schwingungsprozesses erst entdecken: So ist
ihnen beispielsweise zunéchst nicht klar, ob das Federpendel im gleichen Mafle nach
oben schwingt, wie es zuvor ausgelenkt wurde. Letzten Endes konnen die Denk-
prozesse der Studierenden mit der Oszillationsvorstellung besser und spezifischer
beschrieben werden als mit der allgemeinen Objektvorstellung nach Vollrath.

Die Funktionsvorstellung zum Sinus kann in Aufgabe 1 und 3 identifiziert werden.
Es handelt sich bei dieser Vorstellung um eine rein innermathematische sekundire
Grundvorstellung: Die Sinusfunktion erhilt Bedeutung durch das Ankniipfen an
mathematische Operationen mit symbolischen Objekten. Bei den Uberlegungen
zum Kovariationsverhalten der Sinusfunktion in Aufgabe 1 greifen die Studierenden
auf die Funktionsvorstellung zum Sinus und der damit verbundenen Grundkennt-
nis zur Monotonieeigenschaft auf dem Intervall (0°, 90°) zuriick. Dabei konnen
die Studierenden zwar einen Zusammenhang zwischen der Sinusfunktion und
dem Einheitskreis etablieren, der Zusammenhang zur Seitenverhéltnisvorstellung
bleibt allerdings ungeklirt. In Aufgabe 3 zeigt sich die Funktionsvorstellung kon-
kret bei den mathematischen Operationen am allgemeinen Term Sinusfunktion
a-sin(b- (x +¢)) + d. AuBerdem nutzen die Studierenden weitere Grundkennt-
nisse die der Funktionsvorstellung zum Sinus zugeordnet werden kénnen. Zu diesen
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Grundkenntnissen gehort das Wissen dariiber, dass die Periode der Sinusfunktion
27 betrdgt und dass die Sinusfunktion bei 0 beginnt.

Forschungsfrage 3: Konnen mit dem Grundvorstellungskonzept Schwierig-
keiten im Umgang mit dem Sinus bei Lehramtsstudierenden identifiziert bzw.
erklirt werden?

In den Videostudien wurden mehrere Probleme und Schwierigkeiten bei den
Studierenden ausgemacht, die im Folgenden zusammengefasst werden.

Schwache bis fehlende Vernetzung der Seitenverhiltnisvorstellung und der
Funktionsvorstellung: In den Bearbeitungsprozessen zu Aufgabe 1, die in
Abschnitt 6.1 analysiert wurden, zeigte sich, dass die Studierenden Schwierigkei-
ten haben, dynamische Prozesse am rechtwinkligen Dreieck in geeigneter Weise in
ihre Argumentationen einzubinden. Der intendierte Losungsweg, bei dem die Sei-
tenverhiltnisvorstellung genutzt werden sollte um das Kovariationsverhalten der
Sinusfunktion im Intervall (0°, 90°) zu bestimmen, wurde hier bei keinem der
Teilnehmenden gegangen. Stattdessen wurde versucht, das Problem mithilfe der
Funktionsvorstellung zu 16sen. Die Studierenden nutzten Grundkenntnisse iiber
das Monotonieverhalten der Sinusfunktion auf dem Intervall (0°, 90°) und 16s-
ten die Aufgabe damit. Da in der Aufgabenstellung explizit auf die Darstellung
am rechtwinkligen Dreieck verwiesen wird, wurde in beiden Fallstudien von den
Studierenden versucht, eine Verbindung zwischen der Sinusfunktion und der Dar-
stellung am rechtwinkligen Dreieck herzustellen. Dies gelang nur bedingt und deutet
darauf hin, dass die Vernetzung zwischen der Funktionsvorstellung und der Seiten-
verhiltnisvorstellung lediglich eingeschrinkt vorhanden ist. Eine Erkldrung dafiir
kann im schultypischen Lernweg vom rechtwinkligen Dreieck zur Sinusfunktion
gefunden werden, bei dem der Einheitskreis als vermittelndes Element auftritt. Bei
dem Transfer von Eigenschaften der Sinusfunktion auf rechtwinklige Dreiecke muss
also der Weg iiber den Einheitskreis gegangen werden. Einen direkten Zusammen-
hang zwischen der Sinusfunktion und der Darstellung am rechtwinkligen Dreieck
herzustellen, konnte bei Lernenden die Ausbildung eines Grundverstindnisses
unterstiitzen.

Unterschiedliche Interpretationen des Verhiiltnisses in der Seitenverhiltnis-
vorstellung: Das Seitenverhéltnis im rechtwinkligen Dreieck wird sowohl bei
Aufgaben der Dreiecksberechnung benétigt als auch bei der Nutzung des Referenz-
dreiecks im Einheitskreis. Eine Schwierigkeit im Zusammenhang mit Verhéltnissen
liegt darin, dass sie schwer direkt zu visualisieren sind, sondern in die geometrische
Figur reingedacht werden miissen (Malle 2001). Dariiber hinaus konnen Verhilt-
nisse in unterschiedlichen Sachzusammenhéngen auftauchen: z. B. als Anwendung
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beim Messen von Groflen, formal als Division von Briichen oder um Mischverhilt-
nisse anzugeben. Dadurch kann es passieren, dass im Umgang mit der Sinusfunktion
unterschiedliche Verhiltnisvorstellungen kollidieren und dem Denkprozess hinder-
lich im Wege stehen. Dies zeigt sich eindriicklich im Bearbeitungsprozess von Janine
und Tim zu Aufgabe 1 in Szene 2. Tim unterscheidet dort drei Konzepte, die dem
Wert des Seitenverhiltnisses zugeordnet werden konnen, und die er sin(o) zundchst
nicht in Verbindung setzt:

1. sin(«) als Wert einer Funktion
2. sin(a) als Ergebnis einer Division: ,,Gegenkathete durch Hypotenuse*
3. sin(w) als Verhiltnis: ,,2 zu 3“ bzw. 2:3

Dadurch wird deutlich, wie eng die Seitenverhéltnisvorstellung mit Grundvorstel-
lungen zum Verhiltnisbegriff bzw. zum Bruchzahlbegriff steht und wie eine Ver-
netzung dieser Grundvorstellungen zu einem Grundverstdndnis des Sinusbegriffs
beitragen kann.

Verstindnisschwierigkeiten bei Grenzprozessen am rechtwinkligen Dreieck:
Bei der Betrachtung dynamischer Prozesse am rechtwinkligen Dreieck in Aufgabe
1 stellt besonders der Grenzprozess eine Herausforderung dar, bei dem sich der
Winkel o« dem Wert von 90° annihert. In der Bearbeitung von Tim und David zeigte
sich, dass dieser Grenzprozess auf zwei unterschiedliche Weisen erfasst werden
kann:

e Vergroflerung des Winkels unter Beibehaltung der Lénge der Ankathete
lim ¢ — 90°

e Verlingerung der Gegenkathete unter Beibehaltung der Linge der Ankathete
lim BC — oo

Obwohl beide Prozesse aus mathematischer Sicht zum gleichen Ergebnis hin-
sichtlich des gesuchten Seitenverhéltnisses fiihren, unterscheiden sie sich auf einer
anschaulichen Ebene. So scheint es Tim klar zu sein, dass bei einer Anndherung
des Winkels « an den Wert 90° die Gegenkathete beliebig grof3 wird. Dass man
durch eine Verldngerung der Gegenkathete beliebig nahe an den Wert « = 90°
herankommt, scheint ihm zunichst nicht plausibel zu sein. Eine Erkldrung dieser
Ungewissheit kann im Kovariationsverhalten zwischen Winkel und Gegenkathete
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gefunden werden. Eine gleichmifBige Vergroferung des Winkels o beschleunigt
die Verlingerung der Gegenkathete. Bei einer gleichmifigen Verldngerung der
Gegenkathete wird die VergroBerung des Winkels « hingegen verlangsamt. An die-
sem Beispiel zeigt sich die Relevanz tragfihiger funktionaler Vorstellungen bei der
Untersuchung geometrischer Eigenschaften. Erst das Zusammenspiel von Seiten-
verhiltnisvorstellung und Kovariationsvorstellung ermoglichen es den Lernenden,
zuverldssige Argumente zur Losung des Problems anzufiihren.

Schwierigkeiten im Umgang mit dem Referenzdreieck: Der Darstellung des
Sinus am Einheitskreis wurde in der didaktisch orientierten Sachanalyse zwei
Grundvorstellungen zugeordnet: die Koordinatenvorstellung und die Referenzdrei-
ecksvorstellung. In der Analyse der Videostudien konnten beide Grundvorstellungen
genutzt werden, um die Erkldrungsmodelle der Teilnehmenden zu rekonstruieren
und halfen dabei, mogliche Probleme zu erkennen. Die Koordinatenvorstellung
erwies sich in den untersuchten Kontexten als tragfihig, wohingegen die Refe-
renzdreiecksvorstellung zu Schwierigkeiten fiihrte. Diese wurden in der Analyse
der Videodaten ausfiihrlich diskutiert. Die Schwierigkeiten im Umgang mit dem
Referenzdreieck lassen sich wie folgt zusammenfassen:

1. Bedeutung von Grenzfiillen: Im ersten Quadranten existiert fiir die Werte « = 0°
und ¢ = 90° im Einheitskreis kein Referenzdreieck. In diesen Fillen verschwin-
det die Gegenkathete bzw. die Ankathete und die iibrige Kathete legt sich mit
der Hypotenuse libereinander. Es bleibt lediglich eine Strecke der Lénge iiber.
Das kann dazu fiihren, dass Lernende, die auf Referenzdreiecksvorstellung fixiert
sind, nicht in der Lage sind den Ausdriicken sin(0°) und sin(90°) eine Bedeutung
zuzuschreiben.

2. Referenzdreieck aufierhalb der Standardposition: Das Referenzdreieck wird in
der Schule im ersten Quadranten eingefiihrt, um den Sinus anschliefend auf
dem gesamten Einheitskreis zu definieren. Liegt das Referenzdreieck in einem
anderen Quadranten, fillt es einigen Studierenden schwer, Gegenkathete und
Hypotenuse des Referenzdreiecks zu bestimmen. In diesen Fillen wird ver-
sucht, das Referenzdreieck in den ersten Quadranten zu verschieben, um die
Symmetrieeigenschaften des Einheitskreises zu nutzen.

3. Lingenbestimmung der Katheten des Referenzdreiecks: Beim Bestimmen der
gerichteten Linge der Gegenkathete im Referenzdreieck wird fialschlicherweise
die Projektion auf die x-Achse und nicht auf die y-Achse betrachtet. Dies
ldsst sich im Einzelfall auf die Verwechslung des Referenzdreiecks mit der
Projektionslinie zuriickfiihren (vgl. Abschnitt 6.2).



218 6 Auswertung der empirischen Untersuchung

Die Referenzdreiecksvorstellung fungiert als Bindeglied zwischen der Definition
des Sinus am rechtwinkligen Dreieck und der Definition am Einheitskreis. Sie
kann als solche genutzt werden, um Zusammenhinge zu erliutern und die Uberein-
stimmung der beiden Definitionen auf dem Intervall (0°, 90°) zu erkldren. Bei der
Erweiterung des Definitionsbereichs auf die reellen Zahlen ist es jedoch vorteilhaft,
sich von der Referenzdreiecksvorstellung zu 16sen und die Koordinatenvorstellung
auszubilden, um die oben genannten Problemquellen zu umgehen.

Schwach ausgebildete Oszillationsvorstellung: In Aufgabe 3 konnten bei den
Studierenden erhebliche Schwierigkeiten im Modellierungsprozess periodischer
Prozesse ausgemacht werden. Diese Probleme zeugten von einer Unkenntnis ele-
mentarer Eigenschaften eines Schwingungsprozesses und deuten auf eine schwach
ausgebildete Oszillationsvorstellung hin. Alexander und Lisa mussten sich bei-
spielsweise erst durch Beobachtungen vergewissern, dass das Federpendel in
gleichem Maf3e nach oben schwingt, wie es zuvor nach unten ausgelenkt wurde.
Diese Idealisierung des Schwingungsvorganges wurde von Melanie und Jana
zunichst hinterfragt. Sie machten sich Gedanken dartiiber, ob sie die Dampfung des
Schwingungsvorganges in der Modellierung mitberiicksichtigen sollen. Es zeigt sich
an diesen Beispielen, wie wichtig eine intensive Auseinandersetzung mit Oszillati-
onsvorgédngen unterschiedlicher Artist, um ein Verstindnis fiir periodische Prozesse
aufzubauen und damit die Modellierungsfihigkeit bei Schiilerinnen und Schiilern
zu unterstiitzen.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veroffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle
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71 Ergebnisse der Arbeit

Das erste Ziel dieser Arbeit war die Durchfithrung einer didaktisch orientierten
Sachanalyse zum Sinus in Hinblick auf die historische, logische und indivi-
duelle Genese der Trigonometrie. Dazu wurde zunéchst auf die frithere und
heutige Rolle der Trigonometrie im mathematischen Schulunterricht eingegan-
gen, die einen Einblick in die intendierte individuelle Genese von Lernenden
erlaubt. Anschliefend wurde die geschichtliche Entwicklung der Trigonometrie
nachgezeichnet und didaktisch reflektiert. Dabei wurde deutlich, dass in den
ausgewihlten historischen Zusammenhingen bereits Grundprinzipien der Trigo-
nometrie erkennbar sind, die noch heute in Schulbiichern thematisiert werden
und damit einen direkten didaktischen Nutzen aufweisen. Dazu gehoren die
Messmethoden des Thales (vgl. Abschnitt 4.2.3) und die Berechnung spezieller
Sinuswerte sin(30°), sin(60°), sin(45°) mithilfe elementargeometrischer Uber-
legungen (vgl. Abschnitt 4.2.7). Es wurden dariiber hinaus weitere historische
Beispiele diskutiert, deren didaktischer Nutzen in der hoheren Mathematik zu
verorten ist. So konnten die Additionstheoreme in Zusammenhang mit rechne-
rischen Verfahren zur Bestimmung der halben Sehne am Einheitskreis gebracht
werden (vgl. Abschnitt 4.2.8). Weiter wurden rekursive Additionsverfahren aus
dem 16. Jahrhundert untersucht, in denen Gedanken der friithen Differentialrech-
nung erkennbar sind (vgl. Abschnitt 4.2.10). Danach wurde die innere logische
Struktur der Trigonometrie analysiert und auf unterschiedliche Definitionen der
Sinusfunktion und deren Zusammenhinge eingegangen (vgl. Abschnitt 4.3).
Dieses Vorgehen diente vor allem dazu, die impliziten und expliziten mathe-
matischen Konzepte herauszuarbeiten, die notwendig sind, um verstindig mit
den jeweiligen Darstellungen zu arbeiten und zwischen ihnen zu wechseln. Aus
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didaktischer Sicht wurde damit das Begriffsnetz zum Sinus prézisiert. Insgesamt
wurden neun Definitionen diskutiert, die unter geometrischen, algebraischen, ana-
Iytischen und funktionalen Gesichtspunkten untersucht wurden. Zuletzt erfolgte
eine Zusammenschau von inner- und aufermathematischen Anwendungskontex-
ten (vgl. Abschnitt 4.4). Von besonderem Interesse sind in diesem Abschnitt
die Anwendungen aus der Physik, durch die neue Aspekte der Sinusfunktion
erfahrbar werden. Dabei handelt es sich um den Aspekt der Sinusfunktion als
Modellfunktion periodischer Prozesse und als Werkzeug bei der Ermittlung der
Grofle von projizierten Kréften.

Das zweite Ziel der Arbeit bestand darin, auf Grundlage der didaktisch
orientierten Sachanalyse normative Grundvorstellungen herzuleiten. Dazu wur-
den Klassen dhnlicher Phinomene bzw. Sachzusammenhidnge gebildet, durch
die Aspekte der Sinusfunktion didaktisch umgesetzt werden konnen (vgl.
Abschnitt 4.6). Diese Klassen bilden das Fundament, von dem ausgehend Grund-
vorstellungen formuliert wurden. Insgesamt konnten sechs Grundvorstellungen
identifiziert werden:

Die Seitenverhiltnisvorstellung
Die Projektionsvorstellung

Die Referenzdreiecksvorstellung
Die Koordinatenvorstellung

Die Oszillationsvorstellung

Die Funktionsvorstellung

ANl e e

Diese Grundvorstellungen stellen in ihrer Unterscheidung und in der Formulie-
rung eine Erweiterung der von Salle und Frohn (2017) formulierten Grundvorstel-
lungen dar. Weiterhin bildet die stringente Herleitung ein solides fachdidaktisches
Fundament.

SchlieBlich bestand das dritte Ziel dieser Arbeit darin, Denkprozesse von
Studierenden im Umgang mit dem Sinusbegriff zu rekonstruieren und mithilfe
des Grundvorstellungskonzepts zu analysieren. Dazu wurde eine Videostudie
durchgefiihrt, in der Studierende in Partnerarbeit Probleme der Trigonometrie
I6sen. In diesen Problemen tauchten unterschiedliche Darstellungen der Sinus-
funktion auf, die als Triger von Grundvorstellungen dienen, das heift, dass
sie spezifische Grundvorstellungen bei den Lernenden aktivieren konnen. Die
Bearbeitungsprozesse der Studierenden wurden transkribiert, in Szenen aufge-
teilt und schlieBlich mithilfe qualitativer Methoden analysiert. In den Analysen
konnten, mit Hilfe allgemeiner funktionaler Grundvorstellungen und funkti-
onsklassenspezifischer Grundvorstellungen zum Sinus, mogliche Deutungs- und
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Erklarungsmodelle der Studierenden rekonstruiert werden. Mit den allgemeinen
funktionalen Grundvorstellungen war es unter anderem moglich, unterschiedli-
che Zuordnungsvorstellungen am Einheitskreis zu identifizieren: Der Sinus als
gerichtete Seitenldnge im Referenzdreieck und der Sinus als y-Koordinate eines
Punktes auf dem Einheitskreis. Mit der Kovariationsvorstellung konnte die Argu-
mentationen der Studierenden zum Anderungsverhalten zwischen Argument und
Funktionswert der Sinusfunktion erklidrt werden. Dariiber hinaus wurde die Kova-
riation auf hoherer Ebene — zwischen den Parametern einer Funktion und dem
Funktionsgraphen — untersucht. Die funktionsklassenspezifischen Grundvorstel-
lungen zum Sinus erwiesen sich in der Analyse als besonders niitzlich, da sie
es erlaubten, die Denkprozesse der Studierenden detaillierter und differenzierter
zu erfassen. Dadurch konnten explizit vier Schwierigkeiten im Umgang mit dem
Sinus festgestellt werden:

e Schwache bis fehlende Vernetzung der Seitenverhiltnisvorstellung und der
Funktionsvorstellung des Sinus,

e unterschiedliche Interpretationen des Verhiltnisses in der Seitenverhiltnisvor-
stellung,
Verstindnisschwierigkeiten bei Grenzprozessen am rechtwinkligen Dreieck,
Schwierigkeiten im Umgang mit dem Referenzdreieck und
eine schwach ausgebildete Oszillationsvorstellung.

An diesen Ergebnissen wird besonders deutlich, wie die Weiterentwicklung des
Grundvorstellungskonzepts auf funktionsklassenspezifische Grundvorstellungen
zum Sinus und die Einbindung in mathematikdidaktische Analyseverfahren zur
Rekonstruktion von Denkprozessen dabei helfen kann, potentielle Fehlerquel-
len zu identifizieren, um schlieflich daraus Konsequenzen fiir die Lehrpraxis zu
ziehen.

7.2 Perspektiven

In diesem Abschnitt werden Perspektiven fiir die Forschung sowie fiir die
Unterrichtspraxis entwickelt.
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7.2.1 Forschungsperspektiven

Sowohl der theoretische als auch der empirische Teil dieser Arbeit fordern neue
didaktische Erkenntnisse im Bereich der Trigonometrie zu Tage. Mit jedem
Ergebnis stellen sich dem Forschenden neue Fragen und eroffnen sich neue
Anwendungsbereiche. Diese Fragen und Anwendungen werden in den folgenden
Abschnitten thematisiert.

Anwendung der didaktisch orientierten Sachanalyse auf weitere Funktions-
klassen: In der vorliegenden Arbeit wurde ein vierschrittiges methodisches
Vorgehen vorgestellt, mit dem eine didaktisch orientierte Sachanalyse durch-
gefiihrt werden kann, die zu der Formulierung normativer Grundvorstellungen
fiihrt. Dieses Vorgehen wurde auf den Bereich der Trigonometrie angewendet, um
damit Grundvorstellungen zur Sinusfunktion zu identifizieren. Diese Grundvor-
stellungen konnen zum einen dazu genutzt werden, in der empirischen Forschung
Denkprozesse von Lernenden zu rekonstruieren und Lernschwierigkeiten zu iden-
tifizieren, zum anderen liefern sie eine Orientierung fiir Lehrende und koénnen
dabei helfen, den Unterricht zu strukturieren. Diese Methode lédsst sich auch
auf andere Bereiche anwenden, so kann eine ausfiihrliche didaktisch orientierte
Sachanalyse zu weiteren Funktionsklassen wie z. B. zu linearen Funktionen,
quadratischen Funktionen, Exponentialfunktionen oder Logarithmusfunktionen
sinnvoll sein und gegebenenfalls zu neuen Grundvorstellungen fiihren. Diese
Grundvorstellungen konnen wiederum zielfithrend in der didaktischen Forschung
und in der Unterrichtspraxis eingesetzt werden.

Vertiefende Analyse der fachlichen Definitionen der Sinusfunktion: Die logi-
sche Genese der Trigonometrie offenbart eine Vielzahl von moglichen Definitio-
nen der Sinusfunktion. Zu vielen dieser Definitionen wurde kein direkter Schul-
bezug hergestellt, weswegen in dieser Arbeit nur am Rande darauf eingegangen
wurde. Diese Definitionen konnen Ausgangspunkt weiterer Grundvorstellungen
sein, die in den Teilbereichen der Mathematik, in denen sie formuliert wurden,
von Relevanz sind. Eine vertiefende Analyse dieser Definitionen ist aus fach-
mathematischer Sicht bedeutend und kann das Begriffsnetz von Studierenden zu
trigonometrischen Funktionen erweitern.

Quantitative Untersuchungen: Bei den durchgefiihrten Videostudien handelt es
sich um ein qualitatives Forschungsunterfangen mit einem explorativen Charakter.
Aufgrund der kleinen Stichprobe von insgesamt 16 Mathematik Lehramtsstu-
dierenden wurden bisher nur erste qualitative Einblicke in die Denk- und
Handlungsweisen von Lernenden im Bereich der Trigonometrie gegeben. Auf
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der Basis der dadurch gewonnenen Erkenntnisse wire die Entwicklung eines
Testinstrumentes sinnvoll, das quantitative Ergebnisse iiber inhaltliche und pro-
zessbezogene Kompetenzen zur Trigonometrie von Lehramtsstudierenden liefert.
Mit diesem Testinstrument kénnen mogliche Divergenzen zwischen den Anfor-
derungen des Lehramtsstudiums und der Qualifikation der Studierenden ermittelt
werden. Denkbar wire weiterhin ein Testinstrument, welches das Professions-
wissen von Lehrenden im Bereich der Trigonometrie iiberpriift und didaktische
sowie fachdidaktische Kompetenzen untersucht.

7.2.2 Perspektiven fiir die Unterrichtspraxis

Der Wert einer didaktischen Studie bemisst sich unter anderem an der Relevanz
fiir die Unterrichtspraxis. In diesem Abschnitt werden Perspektiven vorgestellt,
wie die Ergebnisse dieser Arbeit in der Lehrer- und Schiilerbildung genutzt
werden konnen.

Entwicklung diagnostischer Kompetenzen bei Lehrenden: In den untersuchten
Fallstudien wurden Schwierigkeiten im Umgang mit unterschiedlichen Darstel-
lungen der Sinusfunktion aufgezeigt, die typische Fehler nach sich ziehen. Dazu
gehoren beispielsweise ein problematischer Umgang mit dem Referenzdreieck im
Einheitskreis oder Schwierigkeiten bei der Interpretation dynamischer Prozesse
am rechtwinkligen Dreieck. Diese Fehler sollten von Lehrenden erkannt und in
Zusammenhang mit den entsprechenden Grundvorstellungen bzw. Erkldrungsmo-
dellen gebracht werden, um geeignet darauf zu reagieren. Im Lehramtsstudium
sollten die Studierenden dementsprechend mit den bendtigten diagnostischen
Kompetenzen ausgebildet werden, um die Moglichkeit zu haben, solchen Pro-
blemen entgegenzuwirken.

Stiirkere Beriicksichtigung der Trigonometrie und ihrer Anwendung in der
Schule: Die trigonometrischen Funktionen sind das prototypische Werkzeug zur
Modellierung periodischer Prozesse und damit unerlédsslich fiir Anwendungen
in der Physik, Biologie, Okonomie und vielen weiteren Bereichen. Wie die
didaktisch orientierte Sachanalyse in Kapitel 4 zeigte, haben sich die Anwen-
dungsbereiche des Sinusbegriffs in den letzten Jahrhunderten stark verlagert:
weg von der Astronomie und der Navigation auf hoher See, hin zu Anwendun-
gen in der Elektrotechnik und der Informationstechnologie. Dieser grundlegende
Bedeutungswechsel, der bezeichnend fiir die heutige Zeit ist, sollte auch im
Schulkurrikulum beriicksichtigt werden, um den Schiilerinnen und Schiilern ein
aktuelles Bild der Mathematik und ihren Einsatzbereichen zu vermitteln.
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Entwicklung von grundvorstellungsgestiitzten Unterrichtskonzepten: Um
Schiilerinnen und Schiilern die Moglichkeit zu geben, Grundvorstellungen zum
Sinus aufzubauen, sind geeignete Unterrichtskonzepte notwendig, in denen die
sinngebenden Sachzusammenhénge entsprechend eingebunden werden. Dabei bil-
det die aktive Auseinandersetzung mit diesen inner- und aufermathematischen
Sachzusammenhingen und deren Integration in die individuellen Erkldrungsmo-
delle der Lernenden den ersten Schritt zur individuellen Begriffsbildung. Konkret
bedeutet das beispielsweise fiir die Seitenverhiltnisvorstellung am rechtwinkli-
gen Dreieck, dass Messverfahren im Unterricht thematisiert oder Vermessungen
im Geldnde durchgefiihrt werden sollten. Um die Oszillationsvorstellung auszu-
bilden, bietet es sich an, eine Reihe von periodischen Prozessen zu modellieren,
wie beispielsweise die Schwingung eines Federpendels oder eines Metronoms.
Wichtig ist dabei, dass die zu den Grundvorstellungen passenden Grundkenntnisse
thematisiert werden und in den Arbeitsauftrigen wiederzufinden sind.

Open Access Dieses Kapitel wird unter der Creative Commons Namensnennung 4.0 Inter-
national Lizenz (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.de) veroffentlicht, welche
die Nutzung, Vervielfiltigung, Bearbeitung, Verbreitung und Wiedergabe in jeglichem
Medium und Format erlaubt, sofern Sie den/die urspriinglichen Autor(en) und die Quelle
ordnungsgemif nennen, einen Link zur Creative Commons Lizenz beifiigen und angeben,
ob Anderungen vorgenommen wurden.

Die in diesem Kapitel enthaltenen Bilder und sonstiges Drittmaterial unterliegen eben-
falls der genannten Creative Commons Lizenz, sofern sich aus der Abbildungslegende nichts
anderes ergibt. Sofern das betreffende Material nicht unter der genannten Creative Com-
mons Lizenz steht und die betreffende Handlung nicht nach gesetzlichen Vorschriften erlaubt
ist, ist fiir die oben aufgefiihrten Weiterverwendungen des Materials die Einwilligung des
jeweiligen Rechteinhabers einzuholen.
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